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Prasentation in der Vorlesung am 16.10.:
Definition 1.3. Die (Bogen-)Linge einer Kurve y: I — R" ist
k
L(y) = sup{ZH”y(tj)—’y(tj_l)H‘keN Atoy. . el A t0<t1<---<tk}e[0,oo].
j=1

Falls L(7) < o0, so nennt man ~ rektifizierbar.

Satz 1.6. Seiv:[a,b] > R" eine C1-Kurve. Dann ist vy rektifizierbar und es gilt
b .
Ly = [l

Beweis ,,<“ letztes Mal.

Beweis ,,>“. Wir zeigen: zu jedem € > 0 gibt es eine Partition a =ty <t; <--- <t = b, so dass

Z; [v(t;) = v(tj-1)] 2 /ab 14(¢)] dt - &.
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Gefunden haben wir letzte Stunde: eine Partition a = tg < --- <t; = b, so dass fiur alle ¢ € [¢t;_1,¢;]:
[7(®) =¥(&:)] < e und deshalb [y(¢)| < [¥(t:)] +e.

Ati = ti - ti—l-

t; t; t;
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Wir haben also gezeigt: /tfil A de < ||y () = y(tic1) | + 26 At

k ti
— [Trole-3; [ o

K
< ; [v(t:) =v(ti-1)| +2e(b-a)
< L(y)+2e(b-a)

N————
::EA

Definition 1.7. Eine Kurve v:[a,b] = R™ nennen wir stiickweise C', falls es eine Partition a =ty < --- <

tr = b gibt, so dass Ve ay EIE C'-Kurve fir allei=1,...,k ist.

Damit folgt

k ti
Lo)=3 [ @i o)
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Beispiel. Sei v:[0,4] > R? gegeben durch

(t,0)T, falls ¢ € [0, 1]
(1) = | (1,t-1)T, fallste[1,2]
(3—t,1)T, fallste[2,3]
(0,4—t)T, fallste[3,4]

Die Kurve durchlauft den Rand des Einheitsquadrats [0,1]? in R?, ist stiickweise stetig differenzierbar und hat
Bogenlange 4.

Abbildung 1.1.3: Die Kurve, die den Rand von [0, 1]? durchlauft.
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Bemerkung 1.8. Die Integralformel fir die Bogenlénge gilt auch fur (stickweise) C'-Kurven ~: I — R* auf
beliebigen Intervallen (offen, halboffen). Eine solche Kurve muss nicht rektifizierbar sein. Falls v nicht rektifizierbar

ist, ist fab |7 (2)| dt = oo ein uneigentliches Integral.

Ubung 1.9 (Voraussichtlich Zentraliibung am 20.10.). Seien z,y € R” und 7:[a,b] - R” eine Kurve mit
v(a) =z und v(b) = y. Dann gilt

(a) (einfach) Dann gilt L(v) > |y — z|.

(b) (schwierig) Gilt L(7) = |y — z|, dann existiert eine Reparametrisierung 7: [0, 1] — [a, b], so dass fur alle
te[0,1]:
vyor(t)=x+t(y—x).
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Skalarprodukt und Norm auf C°([a,b],R)

Der Vektorraum C([a,b],R) der stetigen Funktionen f, g:[a,b] — R trigt das Skalarprodukt

(f,g) = fabf(t)g(t)dt eR.

o/ [

Wie in jedem euklidischen Vektorraum gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Die zugehorige Norm ist die L2-Norm

[ a0 < 1712 0g]--

Gleichheit gilt genau dann, wenn f und g linear unabhangig sind.
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Ubung 1.10 (Voraussichtlich Zentraliibung am 20.10.). Fiir eine stiickweise C1-Kurve v:[a, b] - R", definieren

wir die Energie als .
E()=4 [ @l ar.
Zeigen Sie:
(a) E(vy) > mL(V)Z- Hinweis: nutzen Sie die Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf C°([a,b],R) fir f(t) =
[7(®)[ und g(t) = 1.

(b) Gleichheit E(y) = Q(bl_a)L(’y)2 gilt genau dann, wenn |5(t)| konstant ist. Hinweis: Gleichheit in der

Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

(c) Es gelte v(a) = z € R und v(b) = y € R™. Dann haben wir E(v) > m\\y — xz|%. Gleichheit gilt genau

dann, wenn y(t) = z + 7= (y — ).
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1.2 Wiederholung: (weg-)zusammenhingend (mehr dazu: Zentraliib. am 20.10.)

U c R™ heifit

(1) zusammenhiangend,

<= 3A, B e U, nicht-leer mit U = AL.JB,
<= AA,BecR" mit AnU und B nU nicht-leer
und mit U = (AnU)O(BnU).

Hierbei benutzen wir das Symbol O fitr die disjunkte Vereinigung von Teilmengen, das heif3t RUS =T ist
aquivalent zu RuS =T und Rn S =g.

(2) wegzusammenhingend, falls

Va,yeU 3v:[0,1] = U stetig mit y(0) =z und (1) = y.

Es gilt immer

wegzusammenhangend == zusammenhangend.
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