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Gewohnliche Differentialgleichungen

Aufgabe 1.
Fiir eine offene Teilmenge U c R? mit (-x1,x) € U fiir alle (x1,25) € U sei

:U—>R2, Ty fi(w1,22) :
d (352) (f2(1171,33'2)
eine stetig differenzierbare Abbildung so, dass

fil=21,22) == fi(71,22)
fo(=21,22) = fo(21,72)

fir alle (1, x2) € U erfiillt ist.

(+)

(a) Sei f:R2 > R, (z1,22)T v (1,1)7. Zeigen Sie, dass f die Bedingung (+)
erfiillt. Bestimmen Sie die Integralkurven des Vektorfelds f (inklusive
maximales Losungsintervall) und skizzieren Sie sie.

(b) Sei f eine beliebige C'-Funktion, die (+) erfiillt. Zeigen Sie: ist ¢: [ —
R t — (¢1(t),p2(t))T, eine Integralkurve von f auf einem offenen
Intervall 7 um die 0 € R mit ¢;(0) =0, so gilt ¢1(t) =0 fiir alle t € [.
(Hinweis: Nutzen Sie die Symmetrie und Picard-Lindelof)

Aufgabe 2.

Sei f:RxR—>R, (t,x) ~ \/2362—2”

(a) Zeigen Sie, dass f beschriankt und lokal Lipschitz-stetig ist.

(b) Zeigen Sie, dass die gewthnliche Differentialgleichung ¢'(t) = f (t, go(t))
mit Anfangsbedingung ¢(0) = 1 eine eindeutige Losung ¢:1 — R mit
maximalem Losungsintervall I = (¢in; tmax) besitzt.

(c) Zeigen Sie, dass es eine Konstante C' € (0;00) gibt mit |p(t) — p(s)] <
C-|t—s| fiir alle t,s e I.

(d) Zeigen Sie, dass tyax = oo gilt.
(Anleitung: nehmen Sie an, dass ty.x < oo ist. Zeigen Sie mit Hilfe von
Aufgabenteil (¢), dass fiir jede Folge (ty)r aus I mit ty 7 tyax die Folge
(o(tk))r eine Cauchy-Folge ist. Zeigen Sie dann, dass limy,, ©(1)
ezistiert und folgern Sie die Behauptung.



Aufgabe 3.
Sei f:RxR™ - R” eine lokal Orts-Lipschitz-stetige und stetige Abbildung mit

f(_tf_w)zlfUGx)
fiir alle (¢,2) e RxR™. Fiir ein T € (0; 00) sei : (-T;T) - R™ eine Losung der
Differentialgleichung ¢'(t) = f(¢,¢(t)) mit ¢(0) = 0. Zeigen Sie, dass
p(=t) = —p(1)

fir alle t € (-T;T) gilt.
(Hinweis: Betrachten Sie die Abbildung t — —p(-t).)

Aufgabe 4.

a) Bestimmen Sie die Menge aller Losungen ¢:R — R? der Differentialglei-
chung

o1 = ( %G )wp(t)-

b) Bestimmen Sie die Menge aller Losungen ¢:R — R der Differentialglei-
chung

0" (t) = =3¢"(t) = 20(2).

Dabei sollen Sie klar begriinden, wieso es keine weiteren als von IThnen
angegebenen Losungen gibt.
(Hinweis: Suchen Sie nach Losungen der Form t — e fir ein A € R.)

Aufgabe 5.
Bestimmen Sie eine Losung des Anfangswertproblems

y' =ty*, y(0) = 1.
Ist dies (bis auf Restriktion des Definitionsbereichs) die einzige Losung?

Aufgabe 6.
Bestimmen Sie die Menge aller auf R definierten Losungen der linearen Dif-
ferentialgleichung

y =ty +t.

Aufgabe 7.

a) Berechnen Sie die Ableitung der Funktion arcsin: (-1,1) » (-%,%
(Zur Erinnerung: arcsin ist die Umkehrfunktion von sin : (—%

(_1?1)J



b) Essei J c R ein offenes Intervall, und es sei g: J — R stetig. Fiir (¢, x¢) €
D := {(t, x) | t>0,7¢€J } betrachten wir das Anfangswertproblem

w0 =9(2), at) =0 (+

Zeigen Sie: x:1 — R ist Losung des Anfangswertproblems (*) genau
dann, wenn z: 7 - R mit z(t) := @ Losung des Anfangswerproblems

z(1)) —2(¢ T
() = LI gy 0 ()
0
ist.
c) Losen Sie das Anfangswertproblem
iy () z(t)?
x(t):T-F 1- 2 7I(2):1

Aufgabe 8.
Bestimmen Sie die Menge aller Lésungen der Differentialgleichung

tz'(t) + z(t) = 2t cos(t?), t > 0.

Als Definitionsbereich wéhlen Sie bitte den maximalen Definitionsbereich
innerhalb von R, (bitte ebenfalls angeben).
Gegeben ist die Differentialgleichung

x'(t)-t-log(t)+ (t-x(t)-1)-z(t) =0, ¢t > 1.

Aufgabe 9.

a) Bestimmen Sie alle Losungen z: (1, 00) - R mit x(2) = 0.

b) Bestimmen Sie alle Losungen mit z(e) = £ auf dem maximalen Defini-
tionsintervall innerhalb von (1, o). Dieses maximalen Definitionsinter-
vall ist anzugeben und zu begriinden.

Hinweise: Dividieren Sie zunéchst durch (z(¢))? und substituieren Sie
y(t) = —ﬁ, um eine lineare Differentialgleichung zu erhalten. Berech-

nen Sie 4 log(logt).

Aufgabe 10.
Berechnen Sie exp(At) fiir

(50 =) el



Weitere gewohnliche Differentialgleichungen

Aufgabe 11.
Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen:

" (1) + 20 (1) + 2p(t) = et cos(2t).

P(t) - p(t) =€, p(b)=c.

Aufgabe 12.
Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen. Geben Sie auch das maximale
Losungsintervall an:

(cost)'(t) — (sint)p(t) + cost =0
30" (t) +4(1 - t2)(t) = 0
(tant)'(t) + p(t) =sint



