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Zentraliibung Analysis II

Aufgabe 1 (Beispiel 1X.3.3).
Sei f:R2 >R,

oy | Ty falls (2,y) # (0,0),
(z,9)
0 falls (z,y) = (0,0).

(a) Zeigen Sie, dass f zweimal partiell differenzierbar ist.

(b) Zeigen Sie

*f > f
0,0) =- 0,0)=1
8y8x( '0) (9x(‘9y( )
(c) Zeigen Sie f ist stetig differenzierbar, aber f ist in 0 nicht zweimal

differenzierbar.

Losung. Sei fy:R? >R,

2

TV falls (z,y) # (0,0)
— z2+y? ’ ’ ’
(z,9) { 0 falls (,y) = (0,0).

(22+y2)2

exist. nicht falls (x,y) = (0,0).

[ % falls (2,y) #(0,0),
exist. nicht falls (z,y) = (0,0).

afz { 2z(2?+y®)-22(2?-y?) falls (x,y) # (0,0),

Q

y- fa(a,y) +ay- 92 falls (z,) = (0,0),
falls (x,y) = (0,0).

at
{ y(z?+y?)-(22—y?) +4x?y> falls (x,y) * (070)’
0

dx

(z2+y2)2
falls (z,y) = (0,0).
yUaly?ral—yh) e (z,y) #(0,0),

($2+y2)2

0 falls (z,y) = (0,0).
-y.
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Also
02 f

Dy O ——(0,0)=-1

(2Z+y2)2

exist. nicht falls (x,y) = (0,0).

[ &% falls (zy) £ (0,0),
exist. nicht falls (x,y) = (0,0).

0fs { 2y )@ oy") g (z,y) # (0,0),
dy



O (e vy Tl (5.) = 00)
Y falls (x,y) = (0,0).
r(x x 2 :E

) @) falls (2,y) # (0,0),
falls (x,y) = (0,0).

oL 45; L) falls (2,y) # (0,0),

0 falls (z,y) = (0,0).

y:O

Also o f
=1.
Es gilt
1L (2| < 6l
und 5
5 )| < Gl

also sind die partiellen Abeitungen stetig. Mit Satz 1X.2.15 aus der Vorlesung
folgt die stetige Differenzierbarkeit von f. Hingegen kann f nicht zweimal
in 0 differenzierbar sein, da sonst die partiellen Ableitungen nach x und y
vertauschbar sein miissten, siehe Satz 1X.3.2 von Schwarz. O

Aufgabe 2
Arbeiten Sie das kombinatorische Argument aus, wieso der Vorfaktor in der
Taylorreihe in Folgerung IX.3.7 der Bruch
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1st.

Lokalkonstante Funktionen

Definition (Definition 1X.2.24). Sei X ein topologischer Raum und 'Y eine
Menge. Fine Funktion f: X —Y heifst lokalkonstant, wenn jedes x € X eine
Umgebung U in X besitzt, so dass f|y konstant ist.

Aufgabe 3 (Lemma 1X.2.25).
Ist f: A —Y lokal konstant und ist A zusammenhéngend, dann ist f kon-
stant.

Lésung. Sei a € A gegeben. Dann folgt aus der lokalen Konstantheit, dass
Upy:={xeA|f(z)=f(a)} offen in A ist und dass Uy:={x e A| f(z) # f(a)}
offen ist. Aus A =U; ¥ Us, Uy #+ @ und A zusammenhéngend folgt Uy = @. [



Aufgabe 4 (Lemma IX.2.26).
Sei U eine offene Teilmenge von R und sei f:U — R differenzierbar. Dann
gilt

f'(z)=0fiirallexreU <= f ist lokal konstant.

Losung. ,,<==" ist klar.
,=—=" Zu p € U wihle € > 0 mit B.(p) c U. Fiir jedes q € B.(p) gibt es ein
0 € [0,1] mit

f(@)=f()+ f'(p+0(q-p)) (g-p) = f(p) +0.

Also ist f|p,(p) konstant. O




