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Stetigkeit

Aufgabe 1.

(a) Seien X und Y topologische Rédume, und seien A und B abgeschlossene
Teilmengen von X mit X = Au B. Dann ist eine Funktion f: X - Y
genau dann stetig, wenn f|4: A - Y und f|p: B - Y stetig sind.

(b) Gilt diese Aussage auch ohne die Voraussetzung, dass A und B abge-
schlossen sind. Gilt sie zum Beispiel auch, wenn A und B offen in X
sind?

Lésung. Zu (b): Ohne Voraussetzungen ist die Aussage falsch. Man betrachte
zum Beispiel die Funktion f:R — R,

f(a;)z{l firz>0

0 firx<0

und A = (—00,0], B = (0, 00).
Die Aussage ist wegen der Lokalitdt aber richtig, falls A und B offen sind.
O

(Folgen-) Kompaktheit

Aufgabe 2. (Ubung VIII.6.4 im Skript.)

(a) Wir versehen X mit der diskreten Topologie. Dann ist X folgenkom-
pakt, genau dann, wenn X endlich ist.

(b) Sei X ein folgenkompakter Hausdorffraum und sei A eine abgeschlos-
sene Teilmenge. Dann ist A ebenfalls folgenkompakt.

Aufgabe 3.
Sei X ein kompakter topologischer Raum und (A, ).y eine Folge abgeschlos-
sener Teilmengen von X mit A,,; c A, fir alle n € N. Beweisen Sie die

Aquivalenz folgender Aussagen:
(a) Es gibt ein N € N mit A,, = @ fiir alle n € N, .

(b) Esgilt N A, =2.
neN



Zusammenhangende Mengen

Aufgabe 4.
Richtig oder falsch?

(a) Sei A eine zusammenhéngende Teilmenge eines topologischen Raumes

X, dann ist ;1 ebenfalls zusammenhéngend.

(b) Seien A, B zusammenhéngende Teilmengen eines topologischen Raum-
es X, dann ist An B zusammenhéngend.

(c) Seien A, B zusammenhéngende Teilmengen des R™, dann ist A + B :=
{zeR"|3(x,y) € Ax B mit z = x +y} zusammenhéngend.

Aufgabe 5.

Ein topologischer Raum X heifst lokal zusammenhdingend (bzw. lokal wegzu-
sammenhdngend), wenn jeder Punkt von X eine zusammenhéngende (bzw.
wegzusammenhéngende) Umgebung besitzt. Zeigen Sie:

(a) Ist ein topologischer Raum X lokal zusammenhéngend, so ist jede Zu-
sammenhangskomponente C(x), x € X, offen in X.

(b) Ist ein topologischer Raum X zusammenhédngend und lokal wegzusam-
menhangend, so ist X bereits wegzusammenhédngend.

Produkt-Topologie
Hier ist Aufgabe 3 des 5. Ubungsblatts sehr wichtig.

Aufgabe 6.

Fiir drei topologische Rdume X, Y und Z seien die Produktraume X xY und
Y x Z mit der Produkttopologie versehen (vgl. 5. Ubungsblatt). Zeigen Sie:
versehen wir (X xY)xZ und X x(Y xZ) ebenfalls mit den Produkttopologien,
so ist die Identitatabbildung (XxY)xZ - X x(Y xZ) ein Homéomorphismus.

Aufgabe 7.
Fiir zwei topologische Rdume X und Y sei der Produktraum X x Y mit der
Produkttopologie versehen.

(a) Sei f: X xY — Z wobei Z ein weiterer topologischer Raum ist. Zeigen
Sie: ist f stetig, so sind fir jedes (zg,y0) € X x Y die Abbildungen
Y > Z,yr f(xo,y) sowie X - Z, x— f(x,yo), stetig.

(b) In diesem Aufgabenteil seien X =Y =R und f: X xY - R,

2 falls (z,y) # (0,0)
x2+y? ’ ’
(,9) H{ 0 falls (2,y)=(0,0) °

Zeigen Sie, dass fiir jedes (zg,y0) € X x Y die Abbildungen Y - Z,
y v f(xo,y) sowie X > Z, x — f(x,y0), stetig sind, dass aber f selbst
nicht stetig ist. (Vergleiche Beispiel 2.14.)



(c) Seinun g:Z — X xY eine Abbildung, wobei X, Y, Z wieder beliebige
topologische Réume sind. Zeigen Sie: g ist genau dann stetig, wenn die
Abbildungen pryog: Z — X und pry og: Z - Y stetig sind.

Kommentar zu Losung. Fiir Aufgabenteil (c) ist Blatt 5, Aufgabe 3 b) sehr
niitzlich. [

Aufgabe 8.
Fiir zwei topologische Rdume X und Y sei der Produktraum X x Y mit der
Produkttopologie versehen. Sei X # @ und Y # @. Zeigen Sie:

(a) X xY ist genau dann kompakt, wenn X und Y kompakt sind.

(b) X xY ist genau dann folgenkompakt, wenn X und Y folgenkompakt
sind.

(c) X xY ist genau dann zusammenhéngend, wenn X und Y zusammen-
héngend sind.

(d) X xY ist genau dann wegzusammenhéngend, wenn X und Y wegzu-
sammenhédngend sind.

Losunyg.

(a) Da die Projektionen stetig sind, folgt die Kompaktheit von X und Y
aus der Kompaktheit von X x Y.

Seien nun X und Y kompakt. Sei nun (W;);q eine offene Uberdeckung
von X xY.

Vorbemerkung: Man finden Mengen J;, und fiir jedes j € J; offene
Mengen U; und V; mit W; = U U; xV;. O.B.d.A. J;n Jy + @ fiir i #4'.

jedi
Sei J = U J;. Dann ist (U x V) jc; eine offene Uberdeckung von X x Y.
iel
Zu jedem j € J sei v(j) as eindeutige Element von I, so dass j € J;,
also y:J — 1.

1. Schritt: Gegeben sei zudchst ein xo € X. Wir zeigen die Eristenz
einer endlichen Teilmenge K,, c I und einer offenen Umgebung U,,
von xg 1 X, so dass Uy, xY c U W;.
ieIzO
Sei Ju, = {j € Jlzo € Uj}. Dann ist (V})jes,, eine offene Uberdeckung
von Y. Wihle eine endliche Teilmenge K c Ju,, so dass (V})jex,,
0

den Raum Y iiberdeckt. Wir setzen U,, := (1 Uj, es ist eine offene
jeK;CO

Umgebung von xy. Wir haben U,,nY ¢ U U; xV;. Wir setzen K, :=

jeK,
v(K},). Dies erfiillt das Gewiinschte.

1. Schritt: Konstruktion einer geeigenten endlichen Teilmenge

Also ist (Uy, )wyex eine offene Uberdeckung von X. Wir bekommen eine
endliche Teilmenge L c X mit

X = U Usy.

onL



Wir definieren dann die endliche Menge

K= K.
onL
Man priift nun leicht, dass
XxY=JW,.
ieK

(b) recht einfach, wird nicht ausgefiihrt
(c) Ist X xY zusammenhéngend, so folgt aus der Stetigkeit der Projektion
auch, dass X und Y zusammenhéngend sind.

Seien und X und Y zusammenhdngend und 0.B.d.A. X # g # Y. Fiir
(r,y) € X xY sei C(x,y) die Zusammenhangskomponente von (z,y).
Wiéhle xg € X, yo € Y. Da Y zusammenhéngend ist, ist auch {zo} x Y’
zusammenhéangend. Also {xo} x Y c C(xg,y0). Fiir jedes y € X ist
analog X x {y} zusammenhéngend. Somit

X x{y} c C(zo,y) = C(x0,y0)-

Wir erhalten X xY = C(xg,yo) also ist X x Y zusammenhéngend.

(d) recht einfach, wird nicht ausgefiihrt



