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Zentraliibung Analysis 11

Punktweise und gleichmafiige Konvergenz

Aufgabe 1.
Man betrachte die Potenzreihe Y%, -

n=1 7 *
a) Bestimmen Sie den Konvergenzradius p dieser Potenzreihe.

b) Sei f: (-p,p) — R, z = Yooy L. Leiten Sie unter Benutzung der
Vorlesung f ab.

c) Leiten Sie einen einfachen Ausdruck fiir f her.

d) Konvergiert die Potenzreihe Y5, - gleichmiRig auf dem Intervall (—p, p)?
Begriinden Sie Thre Antwort.

Normierte Vektorraume

Wiederholung: Fiir p € [1,00) und = = (z;) € Abb(N, K) definieren wir

el = (Slest) "

Fiir p = oo setzen wir

|#]lp = sup ;]
jeN

Aufgabe 2. (Ubung VIIL.1.11 im Skript.) Zeigen Sie, dass ¢*(R) fiir alle
p € [1, 0] vollstindig ist.

Lésung. Im folgenden schreiben wir u(n) € Abb(N,R), k ~ aj. Wir schreiben
dann auch u(n) € Abb(N,R), k = ug(n), d.h. u(n) = (ug(n),ur(n),us(n),...).
Der Fall p < co. Sei (u(n))nen Cauchy-Folge in 2(R), d.h.

Ve>03Ing e NVn,me Ny, : |u(n) —u(m)l, = (Z lug(n) - uk(m)|P)5 <e.
k=0

Also auch
VkeNVe>03ng e NVn,m e Ny, : [ug(n) —up(m)] < |u(n) —u(m)||, <e.

Daraus folgt, dass fiir k € N fest, uy(n) eine Cauchy-Folge ist. Da R vollstandig
ist, existiert ug(o0) € R, sodass ug(n) — ug(oo) fiir n - oo. Als Cauchy-Folge



ist die Folge (u(n))nen beschrénkt in (¢P(R),|e|,) durch eine Konstante
C >0. Sei K €N, dann gilt:

QQWAMPYSHMMMsC-

1
Fiir n - oo erhalten wir (Zszo |uk(oo)|p)p < C. Fir K - oo erhalten wir

X |uk(oo)|1’)% = |u(o0)|, < C. Wir haben also u(oo) € (P(R) gezeigt. Es
bleibt noch zu zeigen, dass |u(n) —u(o0)|, - 0 fir n - oco.

Zu € > 0 wihlen wir ng wie am Anfang der Losung. Dann gilt fiir n > ng und
m > ng und fiir jedes K € N.

(;;) ug(n) - uk(m)|1’) "o Ju(n) —u(m)], <e.

Wir betrachten den Grenzwert m — oo und erhalten

(kzoluk(n) - uk(oo)|p)p < Ju(n) —u(m)|, < e

Im Grenzwert K — oo bekommen wir fiir n > ng: |u(n) — u(eo)|, < e. Somit
konvergiert u(n) fiir n - oo in P(R) gegen u(o0).
Der Fall p = 0. Sei (u(n)),en eine Cauchy-Folge, d.h. Ve >03nge NVn,m e
Ny, gilt

() = ) e = sp i () — () < Q0

Dann konvergiert fiir jedes k£ € N, die Folge (ux(n))ren gegen ug(o0), d.h. u(n)
konvergiert punktweise gegen u(o0) in Abb(N,R). Da u(n) eine Cauchy-Folge
ist, ist sie beschriankt in £=(R), d.h. es gibt ein C € R, so dass |ux(n)| < C fir
alle k,n € N. Das ergibt auch |u(o0)|, < C, also u(oo) € £=°(R). Schlieflich
erhalten wir aus (1) im Limes m — oo fiir alle £ € N und alle n > ng die
Aussage: |[ug(n) —ug(o0)| < € also

Ju(o0) = u(n) oo = sup fug(o0) = ux(n)] <e.

Dies ist also die Konvergenz von u(n) gegen u(oo) in ¢P(R). O

Metrische Raume, offene und abgeschlossene Men-
gen

Aufgabe 3. (Ubung VIL.1.3 im Skript.) Sei (M,d) ein metrischer Raum.
Dann ist N ¢ M abgeschlossen genau dann, wenn fiir alle N-wertigen Folgen,
die in (M, d) konvergieren, der Grenzwert in N liegt.

Lésung. Die Ubung ist inhaltlich identisch mit Ubung IV.5.17 (b). O



Aufgabe 4 (Das Innere einer Menge).
Sei A c X eine Teilmenge eines metrischen Raumes X. Das Innere von A (in
X) wird definiert als

/cl::U{BcX|BcAundBoffeninX}.

Zeigen Sie: Das Innere von A in X ist die grofste offene Teilmenge von X,
die in A enthalten ist. Insbesondere gilt:

o

A=A <= A ist offen.

Aufgabe 5.
Zeigen Sie:

a) offene Bélle sind offen,
b) abgeschlossene Bille sind abgeschlossen,

c) das Innere eines abgeschlossenen Balls ist im allgemeinen nicht der
offene,

d) der Abschluss des offenen Balls ist im allgemeinen nicht der abgeschlos-
sene.

Hinweis: bei Aufgaben vom Typ c¢) und d) konstruiert man am besten ein
Gegenbeispiel.

Lésung. Zu a) und b): man nutzt am besten die Aussage, dass x — d(z,xq)
stetig ist, siche Analysis I, Ubungsblatt 13, Nr. 4. In Proposition IV.5.11
haben wir gezeigt: Urbilder von offenen Mengen unter stetigen Abbildungen
sind wieder offen. Daraus folgt sofort: Urbilder von abgeschlossenen Mengen
unter stetigen Abbildungen sind wieder abgeschlossen.

Zu c) und d): Man betrachtet offene Bélle von Radius 1 auf einem Raum M,
der mindestens 2 Elemente besitzt und auf dem die Metrik die Eigenschaft
d(z,y) =1 fiir  # y hat. O



