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Ubungsblatt 5

Mini-Quiz 4. Bei richtiger Beantwortung erhalten Sie einen Bonuspunkt fiir die 50%-
Grenze zum Erhalt der Studienleistung:

e Wann nennt man O C P(X) eine Topologie auf X?

e Wann nennt man einen topologischen Raum folgenkompakt?

1. Aufgabe (4 Punkte).
Sei X ein topologischer Raum, N C X eine Teilmenge und x € X ein Punkt. Zeigen Sie:

o

a) N:X\mundN:X\m.

b) z € N < N ist eine Umgebung von z.

¢) x € N & fiir alle Umgebungen U von x gilt: U NN # (.

d) x € ON < fiir alle Umgebungen U von z gilt: UNN # ) und U N (X \ N) # 0.

Hinweis: Es kann nicht mit Folgen argumentiert werden, da wir hier topologische -
und nicht nur metrische - Rdume betrachten.

2. Aufgabe (4 Punkte).
Sei I eine Menge. Die kofinite! Topologie auf I ist definiert als

Oroi :={U C I'| I'\ U ist endliche Menge} U {0} C P(I).
Zeigen Sie:
a) O ist eine Topologie auf I, und fiir alle x € I ist {x} abgeschlossen in (7, Okos).
b) Ist I eine endliche Menge, so ist Oy die diskrete Topologie auf X.

c) Ist I eine unendliche Menge, so ist (I, Okn) zusammenhéngend und nicht Haus-
dorffsch.

d) Sei J C I irgendeine Teilmenge. Dann ist die auf J induzierte Topologie die kofinite
Topologie auf J.

1 finit“ ist ein lateinisches Fremdwort, dessen Bedeutung mit “endlich nahezu iibereinstimmt. Manche
Personen benutzen deswegen das Wort , koendlich“ statt ,,kofinit*“.



3. Aufgabe (4 Punkte).

Seien X und Y topologische Raume. Die Produkttopologiec Oxyy auf X x Y wird folgen-
dermaflen definiert: eine Teilmenge U C X x Y gehort zu Oxyy, wenn Familien (U;);er
und (V;)er existieren mit U; € Ox, V; € Oy fiirallei € I und U = {J,.,; U; x V;.

a) Zeigen Sie, dass die Produkttopologie eine Topologie auf X x Y ist, und dass eine
Teilmenge B C X X Y genau dann Umgebung von (zg,79) € X X Y ist, wenn
Umgebung U C X von x5 und Umgebung V' C Y von yq existieren mit U x V C B.

b) Seien f: Z — X,g9: Z — Y stetige Abbildungen. Zeigen Sie, dass die folgenden
Abbildungen stetig sind:

pri: X x X = X, (z,y) — x;
pry: X XY =Y, (z,y) = y;
(f,9): Z = X xY, 2 (f(2),9(2))

c) Seien X, Y Hausdorffraume. Zeigen Sie, dass X x Y ein Hausdorffraum ist.

d) Seien (X,dx), (Y, dy) metrische Rdume. Zeigen Sie, dass die Produkttopologie auf
X xY durch die Metrik

dxxy : (X xY) x (X xY) = Ry,
dxxy ((T1,91), (T2, 92)) := max{dx (21, 72), dy (y1,92) }

induziert ist.
Sie miissen nicht zeigen, dass dxxy eine Metrik ist.

4. Aufgabe (4 Punkte).

a) Ist X wegzusammenhingend und f: X — Y stetig, fiir X,Y topologische Réume.
Zeigen Sie, dass dann auch f(X) wegzusammenhéngend ist.

b) Sei X ein topologischer Raum. Zeigen Sie, wenn X wegzusammenhéngend ist, dann
ist X zusammenhéngend.

c) Es existiere fiir alle z € X eine wegzusammenhéngende Umgebung V' C X von z.
Zeigen Sie: Ist X zusammenhéngend, dann ist X auch wegzusammenhéngend.
Hinweis: Beweisen Sie, dass fir einen Punkt xg € X die Menge

{z € X | Es gibt einen Weg von x nach xo} C X

nichtleer, offen und abgeschlossen ist.
Sie diirfen hierzu fir reelle Zahlen a < b < ¢ benutzen: Eine Abbildung ~y: [a,c] — X
ist stetig, wenn | und y|pq stetig sind.



