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Mini-Quiz 3. Bei richtiger Beantwortung erhalten Sie einen Bonuspunkt fiir die 50%-
Grenze zum Erhalt der Studienleistung:

e Sei V ein Vektorraum, und seien || - || und || - ||" Normen auf V. Wann nennt man
die Normen #dquivalent?

e XY metrische Rdume. Was ist eine Kontraktion f: X — Y7

1. Aufgabe (4 Punkte).
Sei M eine Menge.
Erinnerung: Die diskrete Metrik dgis. auf M ist definiert tber

0 z=y
1 z#y

fir alle x,y € M. Nach Ana I, Blatt 12, Aufgabe 2b) wissen wir, dass (M, dgisc) metrischer
Raum ist und jede Teilmenge von M offen und abgeschlossen ist beziiglich dgisc-

ddisc<x’ y) = {

a) Sei (a,)nen eine Folge in M. Zeigen Sie:
(an)nen ist Cauchyfolge beziiglich dgis. genau dann, wenn ein N € N existiert mit
a, = ay fir alle n > N ("die Folge ist irgendwann konstant”).
Folgern Sie, dass (M, dgisc) vollsténdig ist.

b) Sei nun M := N.q. Definiere

dinVIM X M-)Rzo,
1 1

n m

diny(n,m) :=

Zeigen Sie, dass (M, di,y) ein metrischer Raum ist, der nicht vollstiandig ist.

c) Zeigen Sie, dass dgisc und di,, dieselbe Topologie auf M induzieren.

2. Aufgabe (4 Punkte).

Zeigen Sie, dass die Folge definiert iiber xg := 2, z,41 = /3 + /2, einen Grenzwert
i € [2,/6] hat, und folgern Sie, dass  eine Lésung der Gleichung z* — 62% — 24+ 9 =0
ist.

Hinweis: Banachscher Fizpunktsatz und dessen Beweis.



3. Aufgabe (4 Punkte).
Sei a < b. Zeigen Sie, dass (C°([a,b],R), | - |,)

a) fiir p = oo vollsténdig ist,
b) fiir p = 1 nicht vollsténdig ist.

Hinweise: Zur Losung von a) finden Sie wichtige Hilfsmittel in Kapitel VII. Zur Lisung
von b) kann eine Konstruktion dhnlich zu Kap. VIII, Beispiel 1.13 helfen.

4. Aufgabe (4 Punkte).
Sei a < b. Definiere C*([a,b],R) := {f : [a,b] — R | f ist stetig differenzierbar} und

1A ller = 1 lloo 4 11 Moo
fiir alle f € C'([a,b],R).

a) Zeigen Sie, dass (C'([a,b],R), || - [[¢1) ein Banachraum ist.
Hinweis: Hierfir kénnen Sie Aufgabe 3a) benutzen.

b) Sei xg € [a,b]. Definiert || f|l2, := |f(20)| + [|f'[l«c eine zu || - [[c1 dquivalente Norm
auf C'([a,b],R)?



