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Ubungsblatt 8

Mini-Quiz 8. In der Ubung wird eine der folgenden Definitionen abgefragt. Bei rich-
tiger Beantwortung erhalten Sie einen Bonuspunkt fiir die 50%-Grenze zum Erhalt der
Studienleistung:

e die R-wertige Folge (a;);en konvergiert gegen oo,
e Limes superior einer R-wertigen Folge,

e die Folge der Partialsummen.

1. Aufgabe (4 Punkte).
Sei (a,)nen eine C-wertige Folge und sei C' > 0 so, dass fiir alle n € N gilt

|an+2 - an—l—l‘ S C : |an+1 - an|
Zeigen Sie:
a) Fiir alle n € N gilt

|an1 — an| < C™ - |ay — aol .

b) Ist C' < 1, so ist (ay)nen Cauchyfolge.

2. Aufgabe (4 Punkte).
Sei (an)nen die R-wertige Folge, die wie folgt rekursiv definiert ist: ag := 5 und fiir alle

n € N:
1 )
Unt1 1= 5 an—f-a ;

Zeigen Sie, dass (a,)nen konvergiert (in R) und dass der Grenzwert x die Gleichung 2% = 5
erfiillt.

Hinweis: Zeigen Sie zundchst (a,)? > 5, indem Sie geometrisches und arithmetisches Mit-
tel vergleichen. Beweisen Sie dann, dass die Folge (a,,)nen monoton fallend und beschrinkt
ist. Um dann zu zeigen, dass der Grenzwert die gewiinschte Gleichung erfillt, beniitzen
Sie limy, o @, = limy, o0 Qppt-



3. Aufgabe (2+2+1 Punkte).
1 n

Fiir alle n € Nyq sei a,, := (1 + —) . Zeigen Sie:
n

a) Die Folge (ay,)nen., ist monoton wachsend.
Hinweis: Zeigen Sie die Ungleichung

n+1
1+ n_—H S 1_ 1
141 - n+1’
indem Sie die linke Seite auf die Form (1+ x)"™! bringen und dann die Bernoullische

Ungleichung (Blatt 5, Aufgabe 3) anwenden. Beniitzen Sie dann diese Ungleichung,
um “2 abzuschitzen.

b) Fiir alle n € Ny gilt: 2 < a,, < 3.

" 1
Hinweis: Zeigen Sie, dass fir alle k € N mit 1 < k <n gilt: (—"2 < oS < —
c¢) Die Folge (ay,)nen., konvergiert in R.

Zur weiteren Information: den Grenzwert nennt man die Eulersche Zahl e.

4. Aufgabe (4 Punkte).
Sei (a,)nen eine Folge positiver reeller Zahlen.

a) Zeigen Sie: gilt fiir ein ¢ € Ry

lim inf L > ¢, (1)

n—00 an,

dann gibt es ein jp € N, so dass fiir alle k € N gilt

k
Aftjo = C Uy -

b) Zeigen Sie: aus der Voraussetzung (1) folgt

lim inf {/a,, > c.

n—o0

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis benutzen, dass fir r € Ry gilt

lim Vr=1.

n—o0

c) Zeigen Sie folgende Ungleichung: lim inf “** < lim inf {/a,,.

n—oo n—oo



