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Ubungsblatt 5

1. Aufgabe (4 Punkte).
Seien A, B C R™ affine Unterrdume. Wir nennen ein Paar (ag,by) € A x B abstands-
minimierend, falls fiir alle a € A,b € B gilt d(ag, by) < d(a,b), d.h. falls gilt

d(a(), bo) = inf d(a, b) .

a€AbeB

Wir haben in Ubungsblatt 4 Aufgabe 2 gesehen, dass das Infimum angenommen wird,
also ein Minimum ist.

a)

c)

Zeigen Sie: (ag,by) € A x B ist genau dann abstands-minimierend, falls by —ag L A
und by — ag L B.
Bemerkung: Eine Implikation wurde bereits auf Blatt 4 gezeigt!

Sei (ag,by) € A x B abstands-minimierend, v € V4, w € Vp. Zeigen Sie, dass die
beiden folgenden Aussagen &quivalent sind:

i) (ap + v, by + w) ist abstands-minimierend
i) v=w
Folgern Sie, dass die Abbildung

VanVg — {(a1,b1) € Ax B | (a1, b;) ist abstands-minimierend}
V= (a0+v,b0+v)

wohldefiniert und eine Bijektion ist.

Folgern Sie: Sind A und B windschief, dann gibt es genau ein abstands-minimierendes
Paar (ag,by) € A x B.

2. Aufgabe (4 Punkte).
Sei A C R™ affiner Unterraum.

a)

Folgern Sie aus Aufgabe 1, dass es fiir jedes x € R" genau ein Element ag € A gibt
mit ag —x L A. Wir schreiben dieses eindeutig durch = und A bestimmte Element
ag als Py(x).

Dies definiert eine Abbildung

P,:R" = R",
x — Py(x),

die orthogonale Projektion auf A.



b) Zeigen Sie: Eine Abildung f : R® — R* ist affin linear genau dann, wenn fiir alle

r,y € R", A € R gilt

fOz+ (1 =XNy) =Af(z)+ 1 =N)f(y).

c) Folgern Sie aus b), dass P, affin lineare Abbildung ist.

Bemerkung: Benutzen Sie die Eindeutigkeit aus Teil a)!

d) Zeigen Sie P2 = Py und A = {z € R" | Ps(z) = z} = P4(R").

3. Aufgabe (4 Punkte).
Betrachten Sie fiir 0 < b < a die folgende Ellipse E := {(x, y) € R?| z—z +L = 1}. Zeigen

b2

Sie, dass eine Konstante R > 0 existiert, sodass fiir alle (z,y) € F

() 6)+(G)- () =

wobel ¢ = va? — b2.

o () () -2n-((3) ()

4. Aufgabe (4 Punkte).

Bezeichne wie immer (., .),1 dass Minkowskiskalarprodukt auf R"* und (., .),, das Stan-
dardskalarprodukt auf R™. Definiere S"! := {z € R" | (z, z),, = 1}, die n—1-dimensionale
Sphére.

a)

Zeigen Sie, dass die Abbildung

U:{-1,+1} xR" = {y € R+ | (Y, y)n1 = —1}

(s,2) (WW)

T

wohldefiniert und ein Homdomorphismus (d.h. bijektiv und sowohl ¥ als auch W~
sind stetig) ist.

Zeigen Sie, dass die Abbildung

O :Rx S = {yeR"™ | (y,y)n1 =1}
sinh(t)
(,2) = <cosh(t) : x)

wohldefiniert und ein Homéomorphismus ist.

Erinnerung: cosh(t) := et+—2€7t; sinh(t) = e15_26%

Zeichnen Sie die Mengen {y € R"™ | (y,y)p1 = 1} und {y € R"* | (y,y)1 = —1}
im Fall n = 1.



