Geometrie fiir Lehramt Gymnasium: Ubungen
Universitéit Regensburg, Sommersemester 2025

Prof. Dr. Bernd Ammann, Roman Schief}], Raphael Schmidpeter

Prisenzblatt fiir Ubungen von 2. Mai bis 6. Mai

1. Aufgabe.
Sei I : R® — R* irgendeine Abbildung. Zeigen Sie: F' ist genau dann affin, wenn

a) Flx+y—2)=F(x)+ F(y) — F(2)
b) F(Az) — F(A\y) = A(F(z) — F(y))
fiir alle x,y,2z € R” und X\ € R gilt.

2. Aufgabe.
Sei A € R**2 der linearen Teil einer affinen Abbildung f : R? — R2. Gilt det A—tr A+1 #
0, dann besitzt f genau einen Fixpunkt.

3. Aufgabe.
Man bestimme alle f € Aff(R?) mit f o f = id.

4. Aufgabe: Normalteiler von Aff(R™).
a) Zeigen Sie: Die Translationen bilden einen Normalteiler von Aff(R")

b) Versuchen Sie moglichst viele Normalteiler von Aff(R™) zu finden.

5. Aufgabe.
Sei A # () eine Teilmenge von R™. Sind die beiden folgenden Aussagen #quivalent?

(A) Aist ein affiner Unterraum von R™
(B) {p —q| p,q € A} ist ein Untervektorraum von R™

Untersuchen Sie, ob die Implikationen (A) = (B) und (B) = (A) gelten, indem Sie
jeweils entweder die Implikation zeigen oder ein Gegenbeispiel angeben.
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Ubungsblatt 1 (Version vom 26.4.2025)

Notationen und Definitionen fiir die 1. Aufgabe: Fiir d € R" definieren wir die
Verschiebung oder die Translation um d als die Abbildung

T;: R" —-R", p—p+d.

Fir b € R und A € R* := R\ {0} definieren wir die zentrische Streckung Z,, mit
Zentrum b und Streckfaktor X\ als

Zb)\ZRn—)Rn, pl—))\(p—b)—l—b

1. Aufgabe (4 Punkte).

a) Unter welcher Bedingung an b,d € R" und A\ € R* ist T, o Z,, eine zentrische
Streckung? Berechnen Sie gegebenenfalls das Zentrum und den Streckfaktor.

b) Unter welchen Bedingungen an b,b" € R und A\, \ € R* ist Z, y0Zy s eine zentrische
Streckung und wann eine Verschiebung? Berechnen Sie jeweils das Zentrum und den
Streckfaktor bzw. den Vektor, um den verschoben wird.

Notationen und Definitionen fiir die 2. Aufgabe: Sind p,q € R" verschieden, so
schreiben wir G, fiir die Gerade durch p und ¢, also

Gpq = {p+t-(¢g—p)|teR}.

Ein Vektor r € R™ \ {0} ist ein Richtungsvektor einer Geraden G in R", wenn es ein
ro € R™ gibt mit
G:={zo+t-r|teR}.

Der Richtungsvektor einer Geraden ist immer nur bis auf eine Konstante in R* bestimmt.
Zwei Geraden G und G’ nennen wir parallel, wenn sie einen gemeinsamen Richtungsvektor

haben.

2. Aufgabe: Parallelogramm-Satz (4 Punkte).

Gegeben seien a, b, ¢, d € R?, paarweise verschieden. Wir nehmen an, dass keine drei dieser
Punkte auf einer Geraden liegen. Wir versehen R? mit der Standard-Norm || - ||. Welche
der folgenden Bedingungen sind fquivalent? Beweisen Sie die Aquivalenz oder geben Sie
ein Gegenbeispiel an.

(i) a+c=b+d,
(ii) Gap ist parallel zu G4, und G, 4 ist parallel zu G,
(iii) [la = bll = [|[d = c[| und |la —d[| = [[b — ¢|
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Ubungsblatt 2

Fiir eine Matrix A € R"*" und b € R" definieren wir Aff; 4 als die Abbildung
R" — R",
x— Az +0b.

Aff(R™) := {Aff, 4 | A € R™*" ist invertierbar, b € R"} nennen wir die Menge der affinen
Bewegungen.

1. Aufgabe (4 Punkte).

a) 1) Bestimmen Sie die Dimension des affinen Unterraums
A= ((1,4,2,3)",(0,6,2,6)",(3,5,10,6)", (2,7,10,9)")
von R%. (1 Punkt)

ii) Bestimmen Sie den Schnitt von A mit

B:=((0,10,2,13)",(1,12,2,17)"). (1 Punkt)

b) Sei Do = (172>ap1 = (273)7172 = (372)

i) Zeigen Sie, dass (po, p1, p2) eine affine Basis von R? bildet. (1 Punkt)

ii) Geben Sie Thre Matrikelnummer an. Die letzten beiden letzten Ziffern nennen
wir a. (0 Punkte)

iii) Finden Sie A € R?*? b € R?, sodass Aff, 4 den Punkt py auf (a +4,a+4), den
Punkt p; auf (2a + 6,3a + 6) und den Punkt py auf (3a + 6, 5a + 4) abbildet.
(1 Punkt)

2. Aufgabe (4 Punkte).

Eine Teilmenge T'" C R™ nennt man kollinear wenn es eine affine Gerade in R™ gibt, auf
der mindestens drei Elemente von T liegen. Ist die Eigenschaft nicht erfiillt, so nennt man
T nicht-kollinear.

a) Wenn 7" hochstens 2 Elemente besitzt, ist dann 7" notwendigerweise nicht-kollinear
oder notwendigerweise kollinear?

b) Besitzt T' genau drei Elemente, T" = {pg, p1,p2}, so zeigen Sie: (pg, p1,p2) ist affin
linear unabhéngig genau dann, wenn 7" nicht-kollinear ist.

¢) Angenommen 7' besitzt mehr als drei, aber endlich viele Elemente. Ist dann die
Aussage in b) immer noch richtig? Beweisen Sie diese Aussage oder geben Sie ein
Gegenbeispiel an.

d) Angenommen 7T ist endlich und nicht-kollinear: Wieviele affine Geraden in R™ ent-
halten 2 Punkte von 77



3. Aufgabe: Affine Dimensionsformel (4 Punkte).
Fiir zwei affine Unterdume Ay, Ay C R™, A} # () # Ay, betrachten wir deren Verbindungs-
raum (A; U As), dies ist also der von A; und A, erzeugte affine Unterraum.

a) Seien p; € Ay und py € A, Stiitzvektoren. Zeigen Sie: der zu (A; U Ay) zugeordnete
Untervektorraum ist gegeben durch

Viauasy) = {v1 +v2 + A(p2 —p1) | v1 € Va,, 02 € Vg, A € R}
b) Folgern Sie die affine Dimensionsformel:

dlm(Al) + dlm(A2> — d1m(A1 N Ag), falls Al N A2 7é @
dim(A;) + dim(Ay) — dim(Va, NVa,) +1, falls A, N Ay =0.
(1)

Erinnerung: Fir Untervektorrdume Uy, Uy C R™ wissen Sie aus der Linearen Alge-

bra, dass dim((U; U Uy)) = dim(U;) + dim(Us) — dim(U; N Uy) gilt.

4. Aufgabe (4 Punkte).

a) Die affine Bewegung f € Aff(R?) erfiille, dass f(G) || G gilt fiir jede affine Gerade G
in R?. Zeigen Sie, dass ein A € R\ {0} und ein b € R? existiert, sodass f(z) = A\x+b
fiir alle z € R%

b) Seien F, G zwei nicht parallele affine Geraden in R? mit Schnittpunkt p. Seien
a,a’ € F\ {p} zwei unterschiedliche Punkte, und seien H bzw. H' zwei (von F
verschiedene) affine Geraden durch a und o, die ebenfalls nicht parallel zu G sind.
Seien s bzw. s" die Schnittpunkte von H bzw. H' mit G.

Zeigen Sie, dass H || H' genau dann gilt, wenn es ein f € Aff(R?) gibt mit f(p) =
p f(a) = 5, f(d) = 5.
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1. Aufgabe (4 Punkte).

a) Seien p = (p1,...,pn)?, ¢ = (q1, ., qu)T, v = (r1,...,7n)T drei Punkte in R™. Zeigen
Sie folgendes Kriterium:
p, ¢, 7 liegen genau dann auf einer affinen Geraden, falls (1, py, .., pn)7,(1,q1, -5 Gn) 7,
(1,71, ...,7,)T linear abhéngig sind in R™"*!.

b) Seien p,q,r € R?, p # q. Zeigen Sie: r € G,,, genau dann wenn
det(r,q — p) = det(p,q — p).

¢) Seien G,, und G, s zwei nicht-parallele affine Geraden in R?. Oder #dquivalent: ge-
geben seien p,q,r,s € R? und seien p — ¢ und r — s linear unabhingige Vektoren.
Dann berechnet sich der Schnittpunkt z € R? d.h. {z} = G,, N G, , als

1
© detlg—ps—)
B 1
a det<q —DP,s—= 7")
Hinweis: Nutzen Sie b).

(det(r, s—r)-(¢g—p)—det(p,g—p)-(s— 7"))

(det(r, ) - (4= p) — det(p.q) - (s = 7)) .

2. Aufgabe: Kriterium fir affin-lineare Unabhdngigkeit (4 Punkte).
Fir k£ € N gilt: pg,p1,...,pr € R” sind affin linear abhéngig, genau dann, wenn es ein
(ag,...,a;)T € R*1\ {0} gibt mit

k k

0= Zaipi und 0 = Zai.

1=0 1=0
3. Aufgabe: Schwerpunktsatz (4 Punkte).
Seien a, b, c € R? drei affin linear unabhingige Punkte. Wir setzen

1 1 1
My = 5(1)—1— c), my:i= §(a+ )y, Mme:i= 5(@—1— b)

(die Mittelpunkte der Verbindungsstrecken). Zeigen Sie, dass die Geraden Gy m,, Gom,
und G, sich in einem gemeinsamen Punkt s(a, b, ¢) schneiden (dem sogenannten Schwer-
punkt des von a,b, ¢ aufgespannten Dreiecks). Hier ist G, wie immer die Verbindungs-
gerade durch x und y.

Zeigen Sie weiterhin, dass s(a, b, c) = s(mg, my, m.) gilt.

4. Aufgabe: Kleiner Satz von Desargues (4 Punkte).
Seien F, G, H drei parallele, paarweise verschiedene Geraden und a,a’ € F,b,b' € G, ¢, €
H, sodass

Ga,b || Ga’,b’ und Gb7c || Gb’,c"

Zeigen Sie, dass dann auch G, || Gu o gilt.
Hinweis: Parallelogramm-Satz
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1. Aufgabe (4 Punkte).Fiir ein a € R betrachte die Quadrik

Qa:{c;) ’ax2+2xy—|—ay2+2x+2y—120}.

Man bestimme, fiir welche Parameter a diese Quadrik elliptisch, hyperbolisch, parabolisch
oder zylindrisch ist.

Hinweis: Man schreibe diese Gleichung in der Form pT Ap +vIp 4+ s = 0 und bestimme
ny, n_ und ng fir (-,-)a.

Definitionen zur 2. Aufgabe
Zwei Vektoren v, w € R™ heiflen orthogonal (geschrieben als v L w), falls (v, w), = 0. Ist
A C R" ein affiner Unterraum, dann ist w orthogonal zu A (geschrieben als w L A), falls
w L v fir all v € Vy.

Der Abstand zweier Punkte pg,p1 € R™ ist wie iiblich definiert als die euklidische
Linge des Verbindungsvektors d(po, p1) == [[p1 — poll = /{p1 — Po, P1 — Po)n.-

2. Aufgabe (4 Punkte).
Seien A, B C R" affine Unterrdume.

a) Sei W der von V4 und Vg aufgespannte Untervektorraum. Zeigen Sie: fiir jedes
r € R" gibt es x; € R” und xy € W mit

=2, +axyund z, L W.

Hinweis: Sie konnen zum Beispiel xy mit Hilfe einer Orthonormalbasis von W
konstruieren.

b) Es gibt ay € A und by € B, so dass
b —ag L Aund by —ag L B.

Hinweis: Wihlen Sie a € A und b € B und wenden Sie Teil a) auf v :=b— a an.
Konstruieren Sie dann ag € A und by € B mit by —ag = x| .

c¢) Seien ap und by wie in b). Zeigen Sie fiir alle a € A und b € B:

16— all > [|bo — ao| -



3. Aufgabe (4 Punkte).

Sei V' ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum und sei g: V' x V' — R eine symme-
trische bilineare Abbildung. Seien n,, n_ und ny die im Trigheitssatz gegebenen Zahlen.
Sie diirfen also annehmen, dass V = R™ und g(z,y) = 27 - I - y mit

1,, 0 0
I=| 0 -1, 0
0 0 0

Zeigen Sie:
a) my = max {dimW | W ist ein Untervektorraum von V' mit g|w <y positiv deﬁnit}
b) ng=dim{zx € V |Vy € V : g(z,y) = 0}

¢) Man folgere daraus, dass ny, n_ und ng nicht von der Wahl der Basis im Satz von
Sylvester abhéngen.

Hinweis zu a) Um zu zeigen, dass ny < max ... ), kinnen Sie einfach einen geeigneten
Unterraum W hinschreiben. Um zu beweisen, dass das Mazimum in a) nicht gréfer als n.
ist, nehmen Sie an, dass glwxw positiv definit ist fiir einen Untervektorraum W. Zeigen
Ste, dass die Projektion 11 : R™ — R™, (z1,...,2,) — (21,...,2n,) die Eigenschaft
g(z,2) < (H(z),1l(x)),, hat. Daraus folgt, dass |y : W — R™ injektiv ist und somit
dimW <n_,.

4. Aufgabe (2 Punkte).

Dies ist eine Wiederholungsaufgabe, Sie miissen nichts schriftlich abgeben, sich aber vor-
bereiten. Wiederholen Sie die folgenden Begriffe, die Ihnen aus den Vorlesungen des ersten
Jahres bekannt sein sollten, und beantworten Sie die Fragen. In den Ubungsgruppen soll
reihum jeder Teilnehmer und jede Teilnehmerin einen der Punkte erkldren und kann bis
zu 2 Punkte dafiir erhalten.

e Axiome eines normierten Vektorraums

e Axiome eines metrischen Raums

e Wie definiert man eine Metrik auf einer Teilmenge eines metrischen Raums?

e Definition von offenen und abgeschlossenen Teilmengen eines metrischen Raums
e Konvergenz von Folgen in metrischen Radumen

e (Folgen-)Stetigkeit von Abbildungen zwischen metrischen Réumen.

e Hiufungspunkte von Folgen und von Mengen

e der Rand einer Teilmenge eines metrischen Raums

e Abschluss von Teilmengen, das Innere von Teilmengen

e Wann nennt man eine Teilmenge eines metrischen Raums zusammenhéngend?

e wegzusammenhédngende metrische R&ume und Beziige zum Begriff ,,zusammenhéngend



kompakte metrische Radume (im Sinne von iiberdeckungskompakt)
folgenkompakte Mengen und Beziige zum Begriff , kompakt“
Wann nennt man eine Abbildung f: R¥ — R" differenzierbar?

Fiir obiges f: Was ist der Definitionsbereich und der Wertebereich der Ableitungs-
funktion von f?

Wann nennt man eine Abbildung f: R¥ — R” stetig differenzierbar?

Ist jede stetige bijekte Abbildung ein Homéomorphismus?
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1. Aufgabe (4 Punkte).
Seien A, B C R™ affine Unterrdume. Wir nennen ein Paar (ag,by) € A x B abstands-
minimierend, falls fiir alle a € A,b € B gilt d(ag, by) < d(a,b), d.h. falls gilt

d(a(), bo) = inf d(a, b) .

a€AbeB

Wir haben in Ubungsblatt 4 Aufgabe 2 gesehen, dass das Infimum angenommen wird,
also ein Minimum ist.

a)

c)

Zeigen Sie: (ag,by) € A x B ist genau dann abstands-minimierend, falls by —ag L A
und by — ag L B.
Bemerkung: Eine Implikation wurde bereits auf Blatt 4 gezeigt!

Sei (ag,by) € A x B abstands-minimierend, v € V4, w € Vp. Zeigen Sie, dass die
beiden folgenden Aussagen &quivalent sind:

i) (ap + v, by + w) ist abstands-minimierend
i) v=w
Folgern Sie, dass die Abbildung

VanVg — {(a1,b1) € Ax B | (a1, b;) ist abstands-minimierend}
V= (a0+v,b0+v)

wohldefiniert und eine Bijektion ist.

Folgern Sie: Sind A und B windschief, dann gibt es genau ein abstands-minimierendes
Paar (ag,by) € A x B.

2. Aufgabe (4 Punkte).
Sei A C R™ affiner Unterraum.

a)

Folgern Sie aus Aufgabe 1, dass es fiir jedes x € R" genau ein Element ag € A gibt
mit ag —x L A. Wir schreiben dieses eindeutig durch = und A bestimmte Element
ag als Py(x).

Dies definiert eine Abbildung

P,:R" = R",
x — Py(x),

die orthogonale Projektion auf A.



b) Zeigen Sie: Eine Abildung f : R® — R* ist affin linear genau dann, wenn fiir alle

r,y € R", A € R gilt

fOz+ (1 =XNy) =Af(z)+ 1 =N)f(y).

c) Folgern Sie aus b), dass P, affin lineare Abbildung ist.

Bemerkung: Benutzen Sie die Eindeutigkeit aus Teil a)!

d) Zeigen Sie P2 = Py und A = {z € R" | Ps(z) = z} = P4(R").

3. Aufgabe (4 Punkte).
Betrachten Sie fiir 0 < b < a die folgende Ellipse E := {(x, y) € R?| z—z +L = 1}. Zeigen

b2

Sie, dass eine Konstante R > 0 existiert, sodass fiir alle (z,y) € F

() 6)+(G)- () =

wobel ¢ = va? — b2.

o () () -2n-((3) ()

4. Aufgabe (4 Punkte).

Bezeichne wie immer (., .),1 dass Minkowskiskalarprodukt auf R"* und (., .),, das Stan-
dardskalarprodukt auf R™. Definiere S"! := {z € R" | (z, z),, = 1}, die n—1-dimensionale
Sphére.

a)

Zeigen Sie, dass die Abbildung

U:{-1,+1} xR" = {y € R+ | (Y, y)n1 = —1}

(s,2) (WW)

T

wohldefiniert und ein Homdomorphismus (d.h. bijektiv und sowohl ¥ als auch W~
sind stetig) ist.

Zeigen Sie, dass die Abbildung

O :Rx S = {yeR"™ | (y,y)n1 =1}
sinh(t)
(,2) = <cosh(t) : x)

wohldefiniert und ein Homéomorphismus ist.

Erinnerung: cosh(t) := et+—2€7t; sinh(t) = e15_26%

Zeichnen Sie die Mengen {y € R"™ | (y,y)p1 = 1} und {y € R"* | (y,y)1 = —1}
im Fall n = 1.
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1. Aufgabe (4 Punkte).
Berechnen Sie die Langen £(c;) und £(c2) der folgenden Kurven:

c1:]0,00) = R? ey(t) i=e <Z?§(<§)))

und

¢y [=2,In(27 + 1)] — R?, co(t) =

Hinweis: Sie diirfen Aufgabe 2a) und 2b) nutzen.

2. Aufgabe (4 Punkte).

a) Sei c¢: I — R" eine parametrisierte Kurve und seien I, I, Teilintervalle von I mit
LUIL,=T1und I NI, = {b}. Zeigen Sie

ﬁ(C) = £(6|]1) +£(C|[2) .

b) Seien I,I;, C R Intervalle mit I; C I C I3 C --- C I und I = [J;2, I und
c¢: I — V. Dann gilt

L(c) = lim L(cg).

k—oo

3. Aufgabe (4 Punkte).
Betrachten Sie die Kurve

c:[—1,1] = R? c(t) := <f1(tt)) mit f(t) := {g cos () ii g

a) Zeigen Sie, dass ¢ differenzierbar ist.
Hinweis: Benutzen Sie den Differenzenquotienten, um Differenzierbarkeit von f in 0
zu zeigen!

b) Zeigen Sie, dass ¢ nicht rektifizierbar ist.
Hinweis: Betrachten Sie die Unterteilung t; := —(mi)~Y/? firi=1,2,...,k und den
Grenzwert k — o0.

c) Wieso ist das kein Widerspruch zu Satz 11.31 aus der Vorlesung?



4. Aufgabe: Koch-Kurve (4 Punkte).

Seien
D, — (COS (5) —sin (%)) wnd D_ = D! — ( COS(%) sin (%))

sin(3) cos (% —sin %) cos (%)

die Drehmatrizen um den Winkel 4% und erhalten damit die affinen Bewegungen fy, fi,
fo und f3 in R%:

fole) = g ) = (§) + 3D

3

folz) = (%) + %D_x fa(z) = (%) ™ %x

Definiere mit diesen f; nun iterativ Kurven ¢, : [0, 1] — R? fiir alle n € Ny wie folgt:

()

e}

folcn(4t)) fir0<t¢t<1

filea(4t —1)) fir t <t <! o |
n(t) = = filca(4t — 1)) fir I <t < &L
C +1( ) fQ(Cn(4t_2)) fiir % <t S% f(c ( @)) ur 15U

f3(cn(4t —3)) fir 2 <t <1

Sie diirfen ohne Beweis die Ergebnisse der unten stehende Bonusaufgabe nutzen. Die
parametrisierte Kurve ¢ = lim,,_,, ¢, heiit Koch-Kurve.

a) Zeigen Sie, dass die Kurven ¢, stetig sind (1 Punkt)

b) Zeigen Sie L(c) = co. (3 Punkte)
Hinweis: Betrachten Sie fir alle n € N die Unterteilung t; = ﬁ,O < 5 < d4n
und zeigen Sie fir all m > n, dass ¢, (tj) = cn(tj). Nutzen Sie den zugehirigen
Polygonzug.

OO P

(©XKKkairri (original made by Solkoll commonswiki), Public domain, via Wikimedia Commons

5. Aufgabe (4 Bonuspunkte).
Zeigen Sie, dass fiir die f; aus der 4. Aufgabe, alle i € {0,1,2,3} und alle x,y € R? gilt:

Ifi(=) = fiw)ll = 3llz = yll -

Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (¢, )nen, aus der 4. Aufgabe gleichméfig gegen eine
stetige Grenzfunktion c : [0, 1] — R? konvergiert (also zu zeigen: (c,)nen, ist Cauchyfolge
fiir die Metrik d(¢, ¢) := sup;epo 1) [|€(t) — e(t)]]).
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1. Aufgabe (4 Punkte).

Zeigen Sie Satz I1.45 im Skript: Sind z,y,z € V' \ {0} linear abhéngig, dann ist einer der
drei Winkel <{(z, z), <{(z,y) und <{(y, z) die Summe der beiden anderen, oder es gilt
<z, 2) + <](z,y) + <(y, z) = 2.

Hinweis: Sie diirfen Satz 11.48 nutzen.

2. Aufgabe (4 Punkte).
Sei X C R” und f : X — R* Abbildung. Wir nennen f Lipschitz-stetig (mit Lipschitz-
konstante K > 0), falls

d(f(x), f(y)) < Kd(z,y)
fiir alle z,y € X. Dann gilt fiir jede parametrisierte Kurve ¢ : I — R™ mit ¢(/) C X, dass
L(foc) < KL(c).

Definition zu 3. Aufgabe Sei V' ein Vektorraum, x,y € V. Wir definieren die Strecke
zwischen x und y als die Menge

[z, yl ={(1 -tz +ty |t €[0,1]}.
3. Aufgabe (4 Punkte).
a) Ist V ein euklidischer Vektorraum, x,y € V. Dann gilt
eyl = {z € V|l —all + ly— 2l = Iy — ]} 1)

Fiir z € V \ [z,y] gilt ||z — z|| + ||ly — z|| > ||y — z||. (3 Punkte)

Hinweis: Ein Lésungsansatz ist, eine Zerleqgung
z—r=ty—z)+( (ly-—=z

zu konstruieren und dann Pythagoras anzuwenden. Man kann aber z.B. auch mit
Cauchy-Schwarz argumentieren.

b) Sei nun V = R? mit der Maximumsnorm ||(ay, as)?||o := max{|a;|, |az|} versehen.
Zeigen Sie an Hand eines Beispiels, dass (1) nicht mehr gilt. (1 Punkt)



4. Aufgabe: (Kugelkoordinaten der Sphdire) (4 Punkte).
Seien N := (0,0,1)7 und S := (0,0, —1)" der Nord- bzw. Siidpol der Sphiire S?. Wir
wollen zeigen, dass die Punkte z € S? ,in Kugelkoordinaten dargestellt werden kénnen®.
Hiermit ist folgendes gemeint, was Sie bitte zeigen sollen:

a) Die Abbildung

F:[0,7] x [0,27) — S?

sin @ cos ¢
(0,0) — | sinfsin ¢
cos

ist wohldefiniert, glatt und surjektiv.
b) Die Einschrankung Fjio rxjo.2r : (0,7) x [0,27) — S\ {N, S} ist bijektiv.
c) Fiir alle (6, ¢o) € [0, 7] x [0,27) sind die Vektoren 2= (6, ¢o) und g—{;(@o, ¢p) ortho-

gonal, aber im Allgemeinen nicht orthonormal.
Berechnen Sie | %—5(90,@50)” und | g—i(@o, ®o) |-

5. Bonusaufgabe (3 Bonuspunkte). A
Sei I’ die Abbildung aus der 4. Aufgabe. Zeigen Sie, dass I := Fj(y »)x(0,2r) ¢in Homéomorphismus

auf sein Bild ist, d.h. dass (F )~ ! stetig ist? Bleibt die Aussage richtig fiir F(or)x[o,2m?
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1. Aufgabe (4 Punkte).

a) Seien x,y € R? und seien r; die Drehung um 0 € R? um den Winkel a und ry

die Drehung um (é

Bewegung 75 o 1 : R? — R? gemif Beispiel I1.63 im Skript.

um den Winkel 5. Bestimmen Sie den Typ der euklidischen

b) Seien A, A" C R"™ Untervektorrdume. Wann ist Sar 0 S4 = Sanar?

2. Aufgabe (4 Punkte).

a) Seien a,b,c € R? (bzw. d/, v',c e R?) nicht-kollinear. Zeigen Sie mit der Vorlesung
(und evtl. einer vorherigen Ubung), dass genau ein f € Aff(R?) existiert mit f(a) =

a,fb)y="V,f(c)="¢.
b) (1. und 2. Kongruenzsatz): Zeigen Sie, dass die folgenden Aussage dquivalent sind:
i) f ist eine euklidische Bewegung
i) [1¢' = @'l = 1o all, I¢' 'l = lle = al| uad [}¢' = ]| = flc =]
iii) [|b" = d'[| = [[b—al], [| = d'[| = |[c = a| und < (V, ') = <a(b, )

3. Aufgabe (4 Punkte).
Sei F': R" — R" eine euklidische Bewegung mit F? = id. Zeige, dass

A:=Fix(F):={z e R" | F(x) = x}

ein nicht-leerer affiner Unterraum ist und dass F' = Sy, d. h. dass F' die Spiegelung an A
ist.

Hinweis: Fiir F' = Affy, ps, M € 0(n) kann es hilfreich sein, Elemente von der Form z— M -z
zu betrachten.



4. Aufgabe (4 Punkte).

a)

b)

Berechnen Sie die Lénge eines Breitenkreises beschrieben durch den Winkel 6 zur
z-Achse (d. h. # wie in Aufgabe 4. von Blatt 7.) in Abhéngigkeit vom Erdradius R.

Sei die Abbildung F' wie in Aufgabe 4. von Blatt 7. Finden Sie eine Kurve ¢ nach
S?% die in (1,0,0) startet und

1)
< (10, 5 o) =

(1)

0,
T
— 2
" 2)
tiir alle ¢ erfiillt.

Hinweis: Wihlen sie den Kugelkoordinaten-Ansatz c(t) = F(t, ¢(t)) und bestimmen
sie ¢(t) so gut wie méglich, indem sie ¢(t) als ¢/(t) = a(t)%5(c(t)) + b(t)g—g(c(t))
schreiben und (2) benutzen.

Interpretation: 25 (c(t)) ist der Vektor, der von c(t) nach Siiden zeigt, und ¢/(t) ist
der Richtungsvektor der Kurve, also bedeutet (2), dass die Kurve ¢(¢) immer nach

Stidwesten oder Siidosten gehen soll.
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1. Aufgabe (5 Punkte). (Je 1 Punkt pro Teilaufgabe)
a) Sei X C R", F' € Euk(R"). Zeigen Sie (1 Punkt)
Sym(F (X)) = FSym(X)F ' :={Fo foF ' | fcEukR")}.
b) Sei zyp € R™ und [ := [0,00) C R. Bestimmen Sie (kurze Begriindung ausreichend)

die Mengen Sym ({zo}) C Euk(R"), Sym(I) C Euk(R') und Sym(I x {x¢}) C
Euk(R™*!) an

c) Sei G := Z"™ C R" das Standardgitter. Bestimmen Sie alle Elemente von Sym(G).
Ist Sym(G) = Sym(Conv(G))?

d) Sei N e N, N > 3 und

[ (cos (2m%) )
Dann ist Conv(Uy) das gefiillte regelméfliige Standard N-gon. Bestimmen Sie die

Anzahl der Elemente von Sym(Conv(Ux)). Ist Sym(Uy) = Sym(Conv(Uy))?

e) Nun betrachten wir R? als Teilmenge von R?, d.h. wir identiﬁzieren also (z,y)7
(z,y,0)7). Dann ist Uy auch eine Teilmenge von R3. Sei SymY. (U ~) die Gruppe
der orientierungserhaltenden Symmetrien von Uy C R3. Konstruieren Sie einen
Isomorphismus von Gruppen

Sym(Uy) — Sym.. “(Uy).
2. Aufgabe (4 Punkte).
a) Sei A C R™. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

i) A is konvex.
ii) Fir alle k > 1, x1,...,2x € Aund Ay, ..., A\ € [0, 1] mit Zle A = 1 ist

k
Z \a; € A.
=1

iii) Fir jedes m > 0 und jede affin lineare Abbildung f : R — R™ ist f(A)
konvex.

Folgern Sie die explizite Charakterisierung von Conv(X) aus der Vorlesung, d.h.
zeigen Sie fiir X C R"”

Conv(X {Z i

=1

k
kENxZeX/\601Z }



b) Zeigen Sie:

i) Fir py,...,py € R" gilt

Vel o }

i) Fiir D := {(z,y)T € R?* |z > 0,]y| < 1—x}und B := {(0, 1), (0, -1), (1,0)T}
1st

Conv({p1,....,pn}) = {Z)\zpz
=1

D = Conv(B),
aber
D#{ X+ (1-Ny|z,ye B,\el0,1]}.

3. Aufgabe (4 Punkte).
Sei g € Aff(R™). Wir nennen g winkelerhaltend, falls fiir alle p,q,r € R™ mit r # p,q # p
gilt

o (9(r), 9(q)) = (7, q).

Zeigen Sie, dass g genau dann winkelerhaltend ist, falls ein f € Euk(R") und ein A > 0
existieren mit g = A\f (d. h. fiir alle p € R™ gilt g(p) = A f(p)).
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Auf dem folgenden Ubungsblatt sind sowohl analytische als auch synthetische Beweise
zugelassen. Synthetische Beweise erfordern jedoch, dass die verwendeten Eigenschaften
zuvor in der vorlesung oder den Ubungen analytisch gezeigt wurden und dass sorgsam
auf die Lage von Punkten relativ zu Geraden und der Anordnung von Winkeln geachtet
wird.

1. Aufgabe (4 Punkte).
In einem Dreieck P(A, B, C) seien ¢ das Lot durch C' auf die Seite ¢ und w die Winkel-

halbierende des Dreiecks in C'. Zeigen Sie: Der Winkel zwischen ¢ und w ist @

2. Aufgabe (4 Punkte).

Sei P(A, B,C) ein Dreieck mit v = 7 und |[|al| < [|b]|. Der Kreis mit Radius ||a|| um C
schneidet also die Seite ¢ in einem weiteren Punkt F echt zwischen A und B, und die
Tangente an diesen Kreis in F schneidet die Seite b in einem Punkt D echt zwischen A
und C.

Zeigen Sie: |[E — D|| = ||A— D||.

3. Aufgabe (6 Punkte).
Zeigen Sie folgende , klassische® Aussagen aus der Dreiecksgeometrie der gymnasialen
Mittelstufe:

a) In einem Dreieck P(A, B, C') schneiden sich die Mittelsenkrechten der drei Seiten in
einem Punkt M; der Punkt M ist der Mittelpunkt eines Kreises, genannt Umkreis,
auf dem A, B und C liegen. Das gefiillte Dreieck P(A, B, C) ist im gefiillten Kreis
enthalten.

b) In einem Dreieck P(A, B, C') schneiden sich die Winkelhalbierenden der drei Seiten
in einem Punkt I; der Punkt [ ist der Mittelpunkt eines Kreises kj,,, genannt

Innkreis, so dass gap, gpc und gca Tangenten von ky,, sind. Der Innkreis ist eine
Teilmenge des gefiillten Dreiecks P(A, B, C).

¢) In einem Dreieck schneiden sich die Lote (= die Hohen) in einem Punkt H, ge-
nannt der Hohenschnittpunkt. Geben Sie — kein Beweis notig — eine hinreichende
und notwendige Bedingung fiir H € P(A, B,C) an.



4. Aufgabe: Kiirzeste Verbindungsstrecke auf der Kugeloberfliche S? (4 Punkte).

a) Sei f:[a,b] — R stetig differenzierbar. Zeigen Sie, dass

b
/ £ = 1£0) - f(a)],

und dass Gleichheit genau dann gilt, wenn f monoton ist (d.h. f' > 0 oder f’ < 0).

b) Sei F' wie auf Blatt 7, Aufgabe 4.
Sei ¢ : [0,1] — S? eine stetig differenzierbare Kurve. Wir nehmen an, dass stetig
differenzierbare Funktionen ¢ : [0,1] — (0,27),6 : [0, 1] — (0, 7) existieren mit

und ¢(0) = ¢(1). Zeigen Sie, dass L(c) > |#(1) — 0#(0)| und dass Gleichheit genau
dann gilt, falls ¢ konstant und 6 monoton ist.
Hinweis: Folgern Sie aus der Kettenregel, dass

(1) = 0/6) 55 (6(0).6(0) + ()5 (0(0), 0(0)

gilt, und benutzen Sie Teil a).
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1. Aufgabe (4 Punkte).
Wir nennen das Viereck V := P(A, B,C, D) ein Drachenviereck (beziiglich der Ecke A),
falls |A— Bl =||A— D|| und |B-C| = ||D - C|.

a) Sei gac die Gerade durch A und C und d := [B, D] die Diagonale von V durch B
und D, und sei M der Schnittpunkt von gac und d.
Zeigen Sie: V ist Drachenviereck beziiglich der Ecke A genau dann, falls gac und d
senkrecht aufeinander stehen und M die Strecke d halbiert.
Hinweis: Zeigen Sie zundchst: ist eine der Bedingungen erfillt, so enthdlt die Sym-
metriegruppe ,interessante” nicht-triviale Elemente.

b) Sei wieder V ein Drachenviereck beziiglich der Ecke A. Zusétzlich sei V konvex and
habe rechte Winkel in B und D. Zeigen Sie: V hat einen Umkreis (also einen Kreis,
der A, B,C und D enthilt).

2. Aufgabe: Stereographische Projektion (4 Punkte).
Sei n > 1 und " = {(z1, ..., xn1)T | 75 ()% = 1} € R™! wie iiblich. Sei N =
(0,...,0,1)T € S"*! der Nordpol. Definiere die stereographische Projektion

P:S"\ {N} = R"
1
17551714»1

x| T

1
17$n+1

n

also P(z) = —2% -p(x) falls p(x1, ..., Tn, Tpg1) = (T1, 0, Tn)-

1—xpy

Zeigen Sie:

a) (geometrische Interpretation) Fassen wir R™ als die Teilmenge R™ x {0} von R"*!
auf, so ist P(x) der Schnittpunkt der Geraden durch N und z mit R".

b) P ist ein Homdomorphismus.
Hinweis: Benutze Teil a), um die Umkehrabbildung zu finden!

¢) Bonusaufgabe (2 Punkte): Fiir zwei stetig differenzierbare Kurven ¢y, ¢y : I — R”,
to € I mit ¢1(ty) = ca(to) definieren wir

Ly (1, 02) 1= <Ay (1), &5(1)),

der Winkel zwischen ¢; und ¢y zum Zeitpunkt .
Zeigen Sie: P ist winkelerhaltend, d.h. fir alle ¢1,¢ : [ — S™ ty € [ mit ¢1(tg) =
Co (to) ist

<It0<P001,POCQ>:<{t0(01702).



Hinweis: Zeigen Sie die Behauptung fiir die Umkehrabbildung F' = P~!. Reduzieren
Sie das Problem mit der Kettenregel darauf zu zeigen, dass fiir alle y € R™ das Diffe-
rential dF, : R" — R™*! winkelerhaltend ist (berechnen Sie dazu (g—i(y), g—yF(y)) =
A(y)d;; fiir ein A(y) > 0 und benutzen Sie das Argument von Blatt 9, Aufgabe 4

und g—;(y) = DF,(e;)).

3. Aufgabe (4 Punkte).

Sei P(A, B, (') ein Dreieck, und sei S der von C verschiedene Schnittpunkt der Winkelhal-
bierenden von C' und dem Umkreis von P(A, B, (). Zeigen Sie mit einem synthetischen
Beweis, dass S auf der Mittelsenkrechten von [A, B] liegt.

Hinweis: 1. Eine Mdoglichkeit, die Aufgabe zu losen, ist, den Peripherie-Zentriwinkelsatz
auf verschiedene Art und Weise auf Sehnen im Umkreis von P(A, B,C) anzuwenden.
2. Sie diirfen ohne Beweis nutzen: Q liegt auf der Mittelsenkrechten von [A, B], genau
dann, wenn |A — Q| = ||B — Q||

4. Aufgabe (4 Punkte).

Seien D, E, F' die Fupunkte der Lote in einem spitzwinkligen Dreieck P(A, B, C'). Zeigen
Sie: Die Lote von P(A, B, (') halbieren die Winkel des Dreiecks P(D, E, F).

Hinweis: Es reicht natirlich zu zeigen, dass einer der Winkel von P(D, E,F) durch das
zugehorigen Lot von P(A, B,C) in zwei gleich groffe Winkel geteilt wird. Betrachten Sie
dazu die drei Kreise mit Durchmessern jeweils gegeben durch die drei Seiten von A, B,C
und benutzen Sie die Sdtze aus der Vorlesung, um genug kongruente Dreiecke zu finden.
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1. Aufgabe (4 Punkte).

a)

b)

Zeigen Sie, dass die Abbildungen
O(m) - O(m, 1)

10
A”“‘::(o A)

R+~ O(m,1)

cosha sinha 0
a— R, :=|sinha cosha 0

0 0 1,1

und

wohldefiniert und Gruppenhomomorphismen sind.

Wir definieren M, := {x €e R™! | (z,x) = s} fiir s € R. Zeigen Sie: Fiir alle 2 € M, und
AeO(m,1) gilt Az e M.

2. Aufgabe (4 Punkte).
Wir identifizieren in dieser gesamten Aufgabe ein Element X = (¢, 21, %, 23) € R®! mit

der komplexen Matrix X = (

a)

t+x3 T1—1T9
Ty +1r9 t—x3

)e M(C).

Zeigen Sie, dass unter dieser Identifikation
R¥ = {Ae My(C)| A* = A},

wobel wie immer A* definiert ist tiber

(o) -(0)
c d b d)
Zeigen Sie (X, X)), 1 = —det(X) fiir alle X e R®L.
Folgern Sie, dass fiir jedes Element S € SLy(C) := {S € M5(C) | det(S) = 1} die
Abbildung
Ag:R¥ - R
x> SXS*
wohldefiniert und eine Isometrie ist, also Ag € O(3,1), und dass
SLy(C) - O(3,1)
S Ag

ein Gruppenhomomorphismus ist.
Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis die Formel (AB)* = B*A* fiir alle A, B € M5(C)
verwenden.



3. Aufgabe (4 Punkte).

a) Sei v e R™! zeitartig. Zeigen Sie, dass ein A € O(m), ¢, € R existiert mit

t
14
ta-v=|0] und t* - 2 = —(v,v) = A>0.
0
Zeigen Sie nun, dass es ein « € R gibt mit

/A

Ry-tqa-v=

Hinweis: 1a)

b) Seien v, w € R™! kausal. Beweisen Sie die umgekehrte Cauchy—Schwarz—Ungleichung
fiir v und w:

(v, w)? > (v, v) {w, w)
Hinweis: Reduzieren Sie auf den Fall, dass v zeitartig ist, und benutzen Sie a).

4. Aufgabe (4 Punkte).

Ein Kreis k£ beriihrt einen groferen Kreis K im Punkt P, und sei @ € k ~ {P}. Also
schneidet die Tangente t an k im Punkt () den grofien Kreis K in zwei Punkten A und B.
Zeigen Sie, dass die Gerade durch P und @ den Winkel < p(A, B) halbiert.

Hinweise: Zeigen Sie, dass es eine zentrische Streckung S mit Streckzentrum P gibt, die
k auf K abbildet (insbesondere also S(g) || ¢ fiir jede Gerade ¢), und wéhlen Sie eine der
folgenden beiden Strategien:

a) Seien C'und D die Schnittpunkte der Geraden g4p und ggp mit k~{P}, und wenden
Sie den Peripherie-Zentriwinkelsatz {iber der Sehnen [Q, D], den Wechselwinkelsatz
fiir gap und gop und den Sehnen-Tangentensatz iiber der Sehne [C, Q] an.

b) Seien M der Mittelpunkt von K und @’ der Schnittpunkt von ggp mit K ~ {P},
zeigen Sie, dass gy die Mittelsenkrechte von [A, B] ist und wenden Sie den Kon-
gruenzsatz (SSS) sowie zweimal den Peripherie-Zentriwinkelsatz an.
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1. Aufgabe (3 Punkte).
a) (1 Punkt) Sei N € N, N > 3 und und fiir i = Ny sei

p . (€08 (27%) .
! sin (2#%)
Bestimen Sie den Flidcheninhalt des Dreiecks P(0, P;, Pi11) als

voly (7)(07 B, Pz'+1)) = %sin(Qw/N) ,

wobei Sie entweder Wissen aus Thren Grundvorlesungen oder Definition V.14 des
Skripts nutzen diirfen.

b) (1 Punkte) Leiten Sie nun den Flicheninhalt eines regelméfBigen N-Ecks mit Sei-
tenldnge a her.

¢) (1 Punkt) Bestimmen Sie nun den Flidcheninhalt des Randes (= die Vereinigung
aller Seitenflichen) eines regelméafiigen Oktaeders mit Kantenlidnge a.

2. Aufgabe (4 Punkte).
Im Dreieck P(A, B, C) sei g die Winkelhalbierende in B. Sei D der Schnittpunkt von g
und [4, C]. Es gelt nun

1B = Al =D - Bl =|c-DJ.
Bestimmen Sie den Winkel <(¢(A4, B).

3. Aufgabe: Die Torusfliche (4 Punkte).
Zeigen Sie, dass der Torus

2
T:={(z,y,2) €R’| (\/x2+y2—2> +22=1} cR?

eine Fliche (also eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit) in R? ist.



4. Aufgabe: Volumen der n-dimensionalen Sphdre (5 Punkte).
Ziel der folgenden Aufgabe ist die Berechnung des Volumens der n-dimensionalen Sphére

S" = {x € R"™ | ||z|| = 1}, also den Oberfliicheninhalt des (n + 1)-dimensionalen
Einheitsballs B = {x e R"™ | ||z| < 1}.

a) (2 Punkte) Zeigen Sie: Ist U eine offene Teilmenge von R"™! und +: U — R™ eine
lokale Parametrisierung von S™ !, so ist

Uy Ux (0,7) > R"™ =R"®R
(z,0) — ((Sin 0) - @0(%))

cosf
eine lokale Parametrisierung von S™.
Im folgenden diirfen Sie ohne Beweis nutzen:

e Die Abbildung ¢;: (0,27) — R?, ¢ > (cos ¢, sin ¢)7 ist eine lokale Parametrisierung
von S!

e Diese Parametrisierung erfasst alles auler einer Nullmenge, d.h. vol; (S*\ Bild ¢;) =
0 und vol; (S*) = vol; (Bild ).

o Setze iterativ ¢, = ¥,  flirn = 2,3.... Dann erfasst v, die Sphéare S™ bis auf eine
Nullmenge, d.h. vol,(S™) = vol,(Bild ¢,,).

b) (1 Punkt) Fiir die Parametrisierung 1, von S! verwenden wir die Notation von De-
finition V.14 des Skripts. Zeigen Sie gi;(x) = 1 und berechnen Sie v; := vol;(S!) =
VOll (Blld 7701)

¢) (2 Punkte) Die g;;-Symbole zur Parametrisierung 1),,_; nennen wir g;;(z) und die
gij-Symbole zur Parametrisierung 1), nennen wir g;;(z, #). Zeigen Sie

(sinf)?g;;(x) falls1<i,j<n-—1

) 0 falls1<i<n—1und j=n
9ij(x,0) = .
0 falls1<j<nmn—1lundn=n
1 fallst=7=n
Zeigen Sie
det ((gij(:c, 0>)1§i,an) = (sin§)** % det ((gij(az))lgi’jgnil) )
d) (2 Punkte) Sei v, := vol,(S™) das n-dimensionale Volumen der n-Sphére. Zeigen

Sie v, := vy—1 [, sin(0)"'d0 fiir alle n > 2. Berechnen Sie damit v, und v;.



