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Vorwort

Dies ist das Vorlesungsskript der Vorlesung Analysis IV, die ich im Sommersemester 2020 an der
Universitidt Regensburg halte. Das Skript ist geprigt von der Corona-Pandemie, wiahrend derer

das Abhalten von Prasenzveranstaltungen nicht moglich war.

Das Skript basiert in Teilen auf meiner Vorlesung vom Sommersemester 2015. Die damalige
Version wurde von Herrn Daniel Heif3 in IATpXaufgeschrieben. Zudem hat er entscheidenden Anteil
an den Style-Files dieses Skripts. Fiir beides sei ihm herzlich gedankt. Vielen Dank auch an Frau
Bonn fiir das fleiflige Korrekturlesen.

Falls Sie einen Tippfehler finden oder sonstige Verbesserungsvorschldge haben, so senden Sie

bitte eine Email an mich.

Leider enthélt das Skript bisher noch nicht sehr viele Bilder und Zeichnungen. Freiwillige Bei-
trage oder verbesserte Versionen werden gerne entgegengenommen. Bei einigen fehlenden Bildern

ist ein griiner Kommentar im Skript.

Bernd Ammann, Regensburg

Verfiigbarkeit des Skripts

Die aktuelle Version des Skripts ist hier in Normalgréfle zu finden:

http://www.mathematik.ur.de/ammann/lehre/
2020s_analysisIV/AnalysisIV.pdf.

Und hier in vergréferter Form

http://www.mathematik.ur.de/ammann /lehre/
2020s_analysisIV / AnalysisIV-grossdruck.pdf.

Kommentar zum Titelbild

Das Bild auf der Titelseite stellt die Boysche Fliche© dar. Die Boysche Fliche ist das Bild ei-
ner Immersion der reell-projektiven Ebene RP? in R3. Genau genommen gibt es hier eine ganze
Schar von solchen Flchen, die konkrete hier stammt von Robert Kusner. Die konkrete Form der
Flache berugt auf denselben Plénen wie die berithmte Visualisierung der Boyschen Fldche am
Mathematischen Forschungsinstitut Oberwolfach. Zur Entstehungsgeschichte dieser Flache emp-
fehle ich sehr diesen Artikel von Hermann Karcher und Ulrich Pinkall. Auf der englisch-sprachigen
Wikipedia-Seite und in einem Artikel von Rob Kirby finden Sie viele interessante Information zu
dieser Fliche. Interessant ist insbesondere, dass sie unter allen Immersionen F : RP?2 — R? die
sogenannte Willmore-Energie

H2d NF(RPQ)
F(RP?)

minimiert, siehe hierzu einen Artikel meines fritheren Biiro-Kollegen Robert Kusner.
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Konventionen und Notationen

In dieser Vorlesung nutzen wir folgende Konventionen und Bezeichnungen

e 0 ist keine natiirliche Zahl, 0 ¢ N, 0 ist weder positiv, noch negativ.
Ny = NU {0}.

e Die leere Menge (mit der einzig moglichen Topologie) ist zusammenhéngend.

e C" bezeichnet einen Raum von r-mal stetig differenzierbaren Funktionen, der Definitions-
bereich und Zielbereich dieser Funktionen ist hierdurch nicht spezifiziert. Erlaubte Werte

hierbei sind r € Ny und r = co. Das Wort , glatt“ bedeutet ,von Regularitat C>°«

e C¥ sind die (reell-)analytischen Funktionen, das heifit die glatten Funktionen, die in jedem

Punkt lokal von ihrer Potenzreihe dargestellt werden.

e Steht ein Quadrat m unmittelbar nach einem Korollar, einer Folgerung oder dergleichen, so

bedeutet dies, dass bereits alles hierfiir zu zeigende bewiesen ist.

e A C B bedeutet ,A ist eine Teilmenge von B“, und A C B bedeutet ,A ist eine echte
Teilmenge von B*, das Symbol C ist bedeutungslos (in der Vorlesung). Dies weicht zum

Beispiel von der Konvention auf den Ubungblittern etwas ab.

e Die Standardbasis von R"™ wird mit eq,..., e, bezeichnet, einetypische Orthonormalbasis

eines Vektorraums endlicher Dimension zumeist mit E1, ..., E,,.

Seite viii Analysis IV



1 Geometrie von Untermannigfaltigkeiten

1.1 Motivation

Di 21.4.

Ziele

Ziele des Vorlesungsteils ,,Geometrie von Untermannigfaltigkeiten* sind:

e das Verstdndnis von Kurven in der Ebene und im Raum: das Studium der Kriimmung von

Kurven in der Ebene, das Studium der Kriimmung und Torsion von Raumkurven

das Verstandnis von (gekriimmten) Flachen im Raum,

die intrinsische, sowie extrinsische Kriimmung von Flichen im Raum.

Verallgemeinerungen auf beliebige (endliche) Dimensionen
e Verallgemeinerung dieser Kriimmungsbegriffe auf Untermannigfaltigkeiten im R™.

Wir wollen diese Begriffe so einfithren, dass die im néchsten Kapitel folgende Abstraktionsstufe
gut vorbereitet ist. Man mochte dort ndmlich verstehen, was es bedeutet, dass ein Raum ,in
sich* gekriimmt ist. Haben wir dies verstanden, so sind wir wichtigen Anwendungen, wie zum
Beispiel einem guten Verstindnis der Allgemeinen Relativititstheorie (ART) ein gutes Stiick nidher

gekommen.

Wieso ist dies fir ART hilfreich?

Ich will dies am Beispiel der ART etwas genauer erkldren: Die Kriimmungstheorie von viel-
dimensionalen Rdumen wurde von Bernhard Riemann im Rahmen seiner Habilitation 1854 ini-
tiiert, und viele von Riemanns Errungenschaften sind auch heute noch von zentraler Bedeutung.
Alles was wir in diesem Kapitel machen werden, geht zum Beispiel im wesentlichen auf diesen

Habilitationsvortrag zuriick, ohne dass wir ihn dann schon ganz erfasst haben werden.

In der speziellen Relativitéitsteorie (SRT) von Einstein (1905) wird unser Raum (3 Dimensio-
nen) mit der Zeit zu einem 4-dimensionalen Raum vereinigt. Dieser 4-dimensionale Raum ist aber
etwas anders strukturiert als die uns vertrauten euklidischen Vektorrdume. Anstelle eines eukli-
dischen Skalar-Produkts (= symmetrische, positiv definite Bilinearform) triigt die Raumzeit R*

eine indefinite symmetrische Bilinearform wie folgt:

t t
x T 3
! , ~1 = —CQti—f— Zl‘ji‘j.
T2 T2 =1
T3 z3

Hierbei ist ¢ € Ry die Lichtgeschwindigkeit. Der entscheidende Unterschied zum euklidischen
Raum ist hierbei nicht der Faktor c¢. Man kann durch geschickte Wahl der Einheiten sogar ¢ = 1
wahlen: Ein Raumschiff hat dann halbe Lichtgeschwindigkeit, wenn seine Geschwindigkeit 0,5
ist. Und auch in der modernen Physik ist ¢ keine Naturkonstante, sondern seit 1983 eine explizit
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definierte ganze Zahl mit Einheiten versehen:
¢ = 299792 458 %

die so gewahlt wurde, dass sie mit den davor durchgefithrten Eichungen und Experimenten gut
zusammenpasste, siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Lichtgeschwindigkeit fiir Details.

Also kurzum: der Wert von ¢ # 0 ist irrelevant.
Nein, der wichtige Unterschied ist das Minuszeichen!

Wenn man dieses Vorzeichen mit einbezieht, dann werden auf dieser Raumzeit die Maxwell-
Gleichungen ganz einfach: wir werden dies im hinteren Drittel der Vorlesung erkldren. Man braucht
keine komplizierten Transformationsformeln fiir das elektromagnetische Feld in bewegten Syste-

men mehr.

Kurz nach Aufstellung der speziellen Relativitatstheorie wurde aus physikalischen Griinden die
Annahme naheliegend, dass Materie die Raumzeit kriimmt, dies fithrte dann zur allgemeinen
Relativitatstheorie (ART) von Einstein (1915).

Aus mathematischer Sicht ist die ART deutlich umfangreicher als die SRT. Die Mathematik
dazu ergab sich aber ganz einfach aus der von Bernhard Riemann entwickelten Kriimmungstheo-
rie, indem man an den richtigen Stellen die Vorzeichen wechselte. Deswegen konnte Einstein die
ART auch so schnell entwickeln. Kurioserweise waren die zunéchst vorgeschlagenen ,Einstein-
Gleichungen* falsch, oder sagen wir besser: nicht ganz richtig, die richtige Formulierung wurde
erst in Zusammenarbeit mit dem beriihmten Mathematiker David Hilbert! gefunden. Wenn Sie
also die ART verstehen wollen, dann sollten Sie zunéchst die Kriimmung von Fldchen verstehen —
viel kompliziertere Falle kénnen sich sowieso die wenigstens Leute vorstellen, und man lernt schon

viel dabei. Und das ist nur eine von vielen Anwendungen.

Darstellungsarten von Untermannigfaltigkeiten

Zunéchst einmal werden wir Untermannigfaltigkeiten besser verstehen missen. Hier wird also
Kapitel 9 Abschnitt 6 (Untermannigfaltigkeiten) aus der Analysis II sehr wichtig werden, und
dadurch wird auch der Abschnitt zuvor iiber den Satz iiber implizite Funktionen, ndmlich Ab-
schnitt 5 eine wichtige Rolle spielen. An Hand einfacher Beispiele wollen wir nochmals verschiedene

Moglichkeiten wiederholen, wie man Untermannigfaltigkeiten beschreiben kann.

t
Hierzu betrachten wir die Parabelkurve { <t2> € R?

T € R} C R2. Sie kann gegeben werden:

e als Graph der Funktion R — R, z +— 2?;

t
R — R2, t»ﬁ( )
t2

IHilbert ist iibrigens der Doktorvater des Doktorvaters des Doktorvaters des Doktorvaters des Doktorvaters meines
Doktorvaters; und damit bin ich keineswegs alleine: mindestens 33597 promoviert Mathematiker(innen) gehen
weltweit so indirekt auf Hilbert zuriick. Dies deutet seinen immensen Einfluss auf die Mathematik an.

e durch eine Parametrisierung
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oder eine alternative Parametrisierung wie zum Beispiel

t3
R—R?  t+— o)

e oder implizit als Losungsmenge der Gleichung y = x2.

Zentral fiir den Ubergang zwischen den verschiedenen Moglichkeiten ist der oben erwihnte Satz
iber implizite Funktionen, siche Analysis 11, Kapitel 9, Satz 5.2. Die Anwendung dieses Satzes

funktioniert dort gut, wo die Fliche ,glatt® ist und die Parametrisierung ,nicht singuldr® ist.?

Singularitaten

Problematischer sind Situationen, bei denen ,Singularititen“? vorhanden sind. Hierzu betrachten
wir als Beispiel die Funktion
15
R — R, t—
t2

Diese Parametrisierung hat eine Singularitit in ¢ = 0. Eine Skizze dazu:

In- und Extrinsische Kriimmung

Es gibt zwei verschiedene Typen von Kriimmungen einer Ebene: Die intrinsische Kriitmmung ist
eine Grofe der ,inneren Geometrie®; sie misst Distanzen in der Untermannigfaltigkeit. Die extrin-
sische Kriimmung beschreibt, wie die Ebene sich im umgebenden Raum kriimmt.

Als Beispiel betrachten wir einen Zylinder: er ist intrinsisch flach, aber extrinsisch gekriimmt.
Vergisst man nun den umgebenden Raum, so bleibt nur die innere Geometrie sichtbar. Man stu-
diert dann keine Untermannigfaltigkeiten mehr, sondern geht iiber zu Mannigfaltigkeiten, die wir

im zweiten Kapitel dieser Vorlesung eingehend untersuchen werden.

Physikalische Anwendungen

Anwendungen dieser Theorie in der Physik sind z.B.:
e Differentialformen beschreiben Elektrodynamik.
e Klassische Integralsétze der Physik: Satz von Stokes, Divergenzsatz von Gauf, . ...

e Klassische Mechanik: Hamilton- und Lagrange-Formalismus.

2Es wird erst spéter erklirt bzw. wiederholt, wie die Begriffe in Anfiihrungsstrichen definiert sind. Die Parabelkurve
jedenfalls ist glatt, die Parametrisierung ¢ — (t,t?)T nicht singulir, wohingegen die Parametrisierung ¢ —
(3,t5)T in 0 singular ist.

3Singularititen sind hier die Punkte, in deren Umgebung die gegebene Menge M keine Untermannigfaltigkeit ist;
man sagt auch M ist nicht glatt in diesen Punkten.

SS 2020 Seite 3


http://www.mathematik.uni-regensburg.de/ammann/lehre/2019s_analysisII/analysisI+II.pdf

{

vgl. Analysis I, Ka-
pitel 9, Def. 6.1

1

e Allgemeine Relativitdtstheorie: Schwarze Locher, ,,Urknall“, dunkle Energie.
e Beschreibung von Symmetrien mithilfe von Lie-Gruppen.

e Spektralberechnung von Differentialoperatoren fithren zum Orbitalmodell eines Atoms.

Mathematische Anwendungen

Aber es gibt auch mathematische Anwendungen:

e Viele Aussagen iiber Fliachen, zum Beipsiel der Eulersche Polyedersatz, der Satz von Gaufi—

Bonnet
e Visualisierungen von Kurven und Flachen.

e Tiefliegende kiirzlich bewiesene Sétze der modernen Mathematik: z.B. die Poincaré-Vermu-

tung.

e Einfache bodenstdndige Mathematik: z.B. Straflenplanung, Planung von Eisenbahnstrecken,

Konstruktion von Gebauden usw.

Poincaré-Vermutung

Henri Poincaré vermutete 1904:

Ist M eine kompakte einfach-zusammenhéngende 3-dimensionale (Unter-)Mannigfaltigkeit,

dann gibt es eine glatte bijektive Abbildung
M= s?
mit glatter Umkehrabbildung.

Diese Vermutung wurde 2002 von dem Differentialgeometer Grigori Perelman gelost. Es handelt
sich dabei um eines der sieben Milleniumprobleme, fiir deren Losung das Clay Mathematical Insti-
tute ein Preisgeld von je einer Million Dollar versprochen hat. Die Losung basiert auf einem guten
Verstiandnis von der Kriimmung von Mannigfaltigkeiten, verbunden mit dem cleveren Studium

von partiellen Differentialgleichungen.

1.2 Wiederholung Untermannigfaltigkeiten
Das Ziel dieses Abschnitts ist es, den Abschnitt tiber Untermannigfaltigkeiten (Analysis II, Kapi-

tel 9, Abschnitt 6) aus der Analysis IT zu wiederholen. Wir werden auch einige Beweise durchfiihren,

die wir damals tibersprungen haben. Konvention 0 ¢ N, Ny := N U {0}.

1.2.1 Definition und Charakterisierung von Untermannigfaltigkeiten

Definition 1.1. Seien k,n,r € Ng. Seir > 1, k > n. Sei M eine Teilmenge von R¥. Wir nen-

nen M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R* mit Regularitit C”, falls es zu jedem
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p € M offene Mengen U,V C R¥ und einen C"-Diffeomorphismus ¢ : U — V gibt, so dass p € U

und o(UNM) =V N (R"™ x {0}). Solch ein ¢ nennt man eine Untermannigfaltigkeitskarte
von M.

Anschaulich: der Diffeomorphismus ¢ verbiegt UNM in eine offene Teilmenge von R x {0} C R*
Siehe auch Abbildungen 1.1 und 1.2.

Abbildung 1.1: In einer Untermannigfaltigkeitskarte wird die Mannigfaltigkeit auf eine offene Teil-
menge eines Untervektorraums abgebildet.

Dty

Abbildung 1.2: Verschiedene Teile der Untermannigfaltigkeit werden im allgemeinen durch ver-
schiedene Untermannigfaltigkeitskarten erfasst.
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vgl. Analysis II, Ka-
pitel 9, Def. 6.3

vgl. Analysis II, Ka-
pitel 9, Satz. 6.7

vgl. Analysis II, Ka-
pitel 9, Def. 6.15

vgl. Analysis II, Ka-
pitel 9, Satz 6.17

Bemerkung 1.2 (Triviale Untermannigfaltigkeiten). Sei U C R,

(i) Dann ist U C RF eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R¥ genau dann, wenn
U C RF offen ist.

(ii) Dann ist U C R* eine O-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R* genau dann, wenn U
diskret ist.

Definition 1.3. Sei U C R" offen und F: U — R™ sei r-mal stetig differenzierbar (mit r > 1).
Dann heifst y € R™ ein reguliarer Wert, falls gilt

Vpe F~Yy): F'(p) hat Rang m.

(Das heifst F'(p) beschreibt eine surjektive lineare Abbildung.)

Ist y kein reguldrer Wert, so nennt man y einen singuliaren Wert.
Satz 1.4 (Satz vom reguliren Wert). Sei M eine Teilmenge von R*, r > 1. Aquivalent sind:
(1) M ist n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R¥ mit Regularitit C".

(2) Zujedem p € M exzistiert eine offene Umgebung U in R* und eine Funktion F € C"(U,RF~"),
so dass 0 regulidrer Wert von F ist und F~1({0}) =UnN M.

(3) Zu jedem p € M existiert eine offene Umgebung U in R* und eine Funktion F € C™(U,RF™™),
ein z € RE=" s0 dass z regulirer Wert von F ist und F~1({z}) =UN M.

(4) Lokal ist M nach Permutation der Komponenten von R* der Graph einer Funktion, genauer:
zu jedem p € M existiert ein o € Sk, eine offene Teilmenge V von R™, eine offene Teilmenge
W wvon R¥=" und eine C"-Funktion f : V — W, so dass

(VxW)N L,(M) = Graph(f).
T2 A

Zu (4):

Abbildung 1.3: Im oberen Rechteck ist die Untermannigfaltigkeit lokal der Graph einer Funktion
von x1 nach xo. Im rechten Rechteck ist sie der Graph einer Funktion von x5 nach
xIq.

Definition 1.5. Sei W eine offene Teilmenge von R™ und ¥ : W — RE. Man nennt ¥ eine
Immersion , wenn U stetig differenzierbar ist und wenn fir alle p € W die Matriz V' (p) Rang n
hat (d.h. die zu W'(p) gehorende lineare Abbildung R™ — R¥ 2+ W/(p) - x ist injektiv). Man

nennt ¥ eine C"-Immersion?, wenn zusdtzlich ¥ € C", r > 1.

Satz 1.6 (Immersionssatz). Sei W eine offene Teilmenge von R™ und ¥ : W — R¥ eine C"-

4 Also: C'-Immersion=Immersion
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Immersion, v > 1. Dann gibt es zu jedem p € W eine offene Umgebung U C W, so dass ¥(U)
eine n-dimensionale C"-Untermannigfaltigkeit von R* ist und so dass ¥|y : U — U(U) ein

Homdomorphismus ist.

Beweis: ° Sei U: W — R¥ eine Immersion und p € W. Da ¥'(x() Rang n hat, sind die Vektoren

%(p) é‘;—( ) linear unabhanglg in R*. Deswegen existieren k — n Vektoren v, 1,...,v; in
RF so, dass (g— e dTn Y (), vpi1, .- 7/Uk) eine Basis von R* ist. Betrachte nun die Abbildung

k
O:W xR — R¥ (2,a) — U(x) + Z a,;v;,
j=n+1

wobei x € W und a = (ay41, ..., ) € R¥=". Offensichtlich ist ® € C". Wir rechnen:

ov ov ov
0.0 = (o) o) o (B) v e )

Die Spalten bilden — wie oben konstruiert — eine Basis, d.h. ®'(p,0) ist eine invertierbare Matrix.

Nach dem lokalen Umkehrsatz existieren eine offene Umgebung V; von (p,0) in W x Rk
und eine offene Umgebung Vo von ®(p,0) = ¥(p) in R, so dass ®|y, : Vi — Vi ein C"-

Diffeomorphismus ist.

Durch Verkleinern von Vi und V5 konnen wir erreichen, dass V; von der Form V4 = U x U’ ist
(mitpe UCW,0eU’).

Dann ist ¢ := ((I>|UXU/)71 : Vo — U x U’ eine Untermannigfaltigkeitskarte von U(U) = ®(U x

{0}). Da ®|yxpyr : U x U — Vi ein Homdomorphismus ist, ist auch ¥|y = (®|yxp/)

Ux{o}
Ux{0}=2U — ¥(U) ein Hombomorphismus. ]

vgl. Analysis 1T, Ka-
pitel 9, Def. 6.24

Definition 1.7. Sei M C RF eine Teilmenge. Eine n-dimensionale lokale C"-Parametrisierung

von M st eine C"-Immersion W : W — R* mit den folgenden Figenschaften:

(a) W C R™ ist offen,
(b) W(W) ist offen in M, das heifit (W) =U N M fiir eine offene Teilmenge U von R¥,
() ¥: W — UW(W) ist ein Homdéomorphismus.

Beispiel 1.8. Betrachte die Abbildung
t3
U: R — R?, t— o)
Wegen ¥/(0) = 0 ist ¥ keine lokale Parametrisierung. Hingegen ist ¥

von P (R*).
Die Abbildung

eine Parametrisierung

R*

t
Uy: R — R?, t—s <t2>

5Grau hinterlegt, da es in der Analysis II genau so schon behandelt wurde.
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pitel 9, Lemma 6.20

[vgl. Analysis I, Ka-

J

[vgl. Analysis II, Ka-

pitel 9, Satz 6.21

J

ist eine Parametrisierung von W(R) = ¥(R).
Fir ,W C R" offen und eine Abbildung ¥ : W — M schreiben wir im folgenden oft abkiirzend
\I/
R"> W — M.

Lemma 1.9. Sei R" © W -5 M eine lokale C"-Parametrisierung von M und p € U(W). Dann
gibt es eine Untermannigfaltigkeitskarte ¢: U — R™ x RF=" mit p € C", p € U @ R* und

x —
po lII|\IJ’1(UﬂM)(x) = <O> Ve e UTHUNM) C W. (1.1)

Auferdem gilt UNM C U (W).

Beweis: Die im Beweis des Immersionssatzes 1.6 konstruierte Abbildung ¢ erfiillt die gewi{insch-

ten Eigenschaften. [ |

Lemma 1.10. Sei M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R* mit einer Unterman-
nigfaltigkeitskarte ¢ : U — V, p € UNM, und sei ¥ : W — R* eine injektive Immersion
mit W(W) C M und p € Y(W). Sei T, C R* das Bild von ¥'(¥~1(p)) € RF*". Dann gilt
¢'(p) - Tp = R™ x {0}

Es sei hier bemerkt, dass der Raum T}, sich spéter als der Tangentialraum T, M erweisen wird.

Beweis: Setze Wy := U~1(U) C W und x := ¥~ !(p). Man priift leicht, dass m, o ¢ o |y, :
Wy — R*~" alles auf 0 abbildet. Nach Kettenregel ist dann

0= m(p() -¢'®) - ¥ (zo),
——

- (0 1k:—n>

das heifit, das Bild der Matrix A := ¢'(p) - V' (xg) liegt in R™ x {0}, und da ¥’'(z() Rang n besitzt
und ¢’ (p) invertierbar ist, wissen wir, dass das Bild von A gleich R™ x {0} ist. Da das Bild von A

gleich ¢'(p) - T}, ist, folgt die Behauptung. ]

Satz 1.11. %Sei ¥ : W — R* eine injektive C"-Immersion, r > 1. Dann ist W(W) eine C"-

Untermannigfaltigkeit von RF genau dann, wenn ¥ : W — U(W) ein Homéomorphismus ist.

Beweis: Setze M := U(W).

,<= “: Wir wollen zeigen, dass M eine C"-Untermannigfaltigkeit von R¥ ist. (Vergleiche hierzu
Abbildungen 1.4 und 1.5.) Wir iiberpriifen dazu die Untermannigfaltigkeitseigenschaft auf einer
Umgebung von p € M. wir schreiben dazu p = ¥(z) fiir ein zy € W. Nach dem Immersionssatz 1.6
gibt es eine offene Umgebung W’ von z¢ in W, so dass M’ := U(W’) eine C"-Untermannigfaltigkeit
von RF ist. Da ¥ : W — ¥(W) ein Homdomorphismus ist und da W’ offen in W ist, ist
M’ = U(W’) eine offene Teilmenge von M = W(W), d.h. es existiert eine in R™ offene Menge U
mit M/ =U; N M.

6Dieser Satz und sein Beweis sind keine Wiederholung im strikten Sinne, da wir den Beweis in Analysis IT aus
Zeitgrinden iibersprungen haben.
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—o— —g—
Xo Xo

Abbildung 1.4: Ilustration zum Beweis von Satz 1.11 <= ‘: Zunéchst sehen wir nur ¥ (links),
dann nutzen wir den Immersionssatz (rechts)

Sei g : Uy — V5 eine Untermannigfaltigkeitskarte von M’ mit p € Us. Setze U := Uy NUs > p,
V = ¢o(U) und ¢ := wg‘U.7 Dann sind U und V offen in R¥, und ¢ : U — V ist ein C’-

Diffeomorphismus, fiir den gilt:

e(UNM)=pa(UNM)=VNp(M)=VnNVoan(R" x {0}).
=V

Also ist ¢ : U — V eine Untermannigfaltigkeitskarte von M mit p € U.

= “: Wir zeigen, dass ¥~! : M — W folgenstetig ist. (Vergleiche hierzu Abbildungen 1.6,
1.7 und 1.8.)  Sei hierzu eine Folge (p;)ien in M gegeben mit lim; ., p; = p € M. Da nach
Voraussetzung M eine C"-Untermannigfaltigkeit ist, konnen wir eine Untermannigfaltigkeitskarte
@ : U — V mit p € U wihlen. Es liegen fast alle p; in U N M und deswegen sind fast alle
gi = 7z 0 o(p;) € m(V) C R™ wohldefiniert und konvergieren gegen ¢ := m, o ¢(p) € R".
Insbesondere ¢(p;) = (¢;,0).

Setze Wy := U=1(U) C W und zp := ¥~1(p). Wie im Lemma 1.10 gezeigt, ist das Bild von
@' (p)¥' () gleich R™ x {0}.
Somit ist
(2 09 0 ¥lw, ) (z0) = m,((p)) - ¢'(p) - V' (0)
——
= (1n O)
eine invertierbare Matrix in R”*". Also ist nach dem lokalen Umkehrsatz p := 7,000 ¥ |y, lokal um

xo umkehrbar und x; := p~1(g;) — w0 := p~1(q). Wegen ¥(x;) € M haben wir poW¥(z;) = (¢;,0)
und aus der Injektivitit von ¢ folgt W(z;) = p;, also ¥~ (p;) = 2; — 29 = ¥~1(p). Wir haben

"Es kam hier die Frage auf: wieso ist es notwendig, dass man auf U einschrénkt? Ich denke, die Abildungen zeigen,
was sonst schief gehen kann.
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Abbildung 1.5: Illustration zum Beweis von Satz 1.11 ,<=: die Untermannigfaltigkeitskarten s
und .

n=A k=2 im Bily

{
2

=X ¢

°

)

Abbildung 1.6: Zum Beweis von Satz 1.11 ,= “: Am Anfang wissen wir noch nicht, dass ¥~1(p;)
gegen xg = ¥~1(p) konvergiert. Das ist eben zu zeigen! Vergleiche mit Beispiel 1.12.

Seite 10 Analysis IV



n=A k=2 im Bidd
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)

Abbildung 1.7: Zum Beweis von Satz 1.11 ,— “: Nun wihlen wir die Untermannigfaltigkeitskarte.
Man beachte: U N M und ¥ (W) sind offene Umgebungen von p in M, aber wir wissen
weder U N M C ¥(W) noch (W) C UN M. Dies ist aber kein Problem, denn durch
Einschrinken konnten wir beides erreichen. Wir schranken aber nur W zu Wy ein, das
reicht uns. Da ¢ stetig ist, wissen wir bereits, dass ¢(p;) — @(p).
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Abbildung 1.8: Zum Beweis von Satz 1.11 ,— “: Nun komponieren wir ¢ o ¥ mit der Projektion 7,
auf die ersten Komponenten und erhalten die Abbildung p, von der wir mit dem lokalen
Umkehrsatz zeigen, dass sie auf einer Umgebung von p ein Diffeomorphismus auf ihr Bild
ist. Da die Umkehrabbildung eines Diffeomorphismus stetig ist, ist der Beweis nun dem

Ende nahe.

-
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Abbildung 1.9: Zu Beispiel 1.12: Ist ¢; eine Nullfolge aus positiven Zahlen, z.B. t; = 1/i, dann
konvergiert ¢; nicht in (0,27). Andererseits gilt ¥(¢;) — (0,0) = ¥(7) € R2.
Hieraus folgt, dass U—! nicht folgenstetig ist, ¥ ist also kein Homéomorphismus
auf sein Bild. Der Satz 1.11 besagt dann also, dass M keine Untermannigfaltigkeit
ist. Dies sieht man auch mit anderen Methoden, vgl. Ubungsblatt 2, Aufgabe 3b).

also die Folgenstetigkeit und somit die Stetigkeit von U= : M — W gezeigt. ]

Beispiel 1.12. Man betrachte die Abbildung

<3 t
U (0,27) — R2, W(t) = (bm )
sin 2t

und setze M := ¥((0,27)). Die Abbildung ist eine injektive Immersion, und natiirlich ist das Bild
von ¥ offen in M, denn es ist ja sogar gleich M. Dennoch ist es keine lokale Parametrisierung,

denn die Abbildung ist kein Hom6omorphismus auf das Bild.

Zeichnen Sie die Kurve auf und iiberlegen Sie, wieso es kein Homéomorphismus ist, siehe Ab-
bildung 1.9.

Auflerdem ist M keine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Proposition 1.13. & Sei M C R¥ eine Teilmenge. Dann sind dquivalent:
(a) M ist eine n-dimensionale C"-Untermannigfaltigkeit.

(b) Fir alle p € M existiert eine n-dimensionale lokale C"-Parametrisierung von M der Regu-
laritdt C™, deren Bild p enthdlt.

Beweis: ,(a) = (b)“: Sei p € M beliebig. Sei p : U — V eine Untermannigfaltigkeitskarte

8Diese Proposition und ihr Beweis sind keine Wiederholung im strikten Sinne, da wir den Beweis in Analysis II
aus Zeitgriinden iibersprungen haben.
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24.4.

[vgl. Analysis I, Ka-

pitel 9, Def. 6.30

J

Abbildung 1.10: Zu Proposition 1.13 (b)==(a), dargestellt fiir n =2 und k¥ = 3

von M mit p € U. Definiere W := V N (R™ x {0}) und ¥ := (p~1)|: W — RF. Dann ist
W offen in R™, und ¥ ist C" (da ¢! € C"). Man rechnet leicht ¥'(z) = (¢™') (2)rnx (o} €
REX™ Fiir jedes « € M entspricht diese Matrix einer injektiven Abbildung, da sie die Restriktion
einer invertierbaren linearen Abbildung R¥ — R ist. AuBlerdem gilt U(W) = o~} (W) = U N
M; und ¥ : W — ¥(W) ist die Einschrankung eines Homdomorphismus im Defintionsbereich
und entsprechend im Bild, ist also selbst ein Homéomorphismus. Somit haben wir gewiinschte

Parametrisierung erhalten.

»(b) = (a)“: (siehe Abbildung 1.10) Sei p € M beliebig. Sei ¥: W — R* eine lokale C"-
Parametrisierung von M mit p € W(W). Wir definieren 2o := ¥~1(p). Nach dem Immersions-
satz 1.6 gibt es eine offene Umgebung Wy von zg, so dass W(Wy) o p eine Untermannigfaltigkeit

ist.

Da U~ : U(M) — M stetig ist, ist U(Wy) offen in W(W). Wegen (b) von Definition 1.7 ist
U (W) offen in M, insgesamt ist also W(Wy) offen in W(W). Es gibt also eine in R¥ offene Menge
U > p mit ¥(Wy) = U N M. Wir haben also zu jedem p € M eine in R* offene Umgebung U
gefunden, so dass U N M eine Untermannigfaltigkeit von R* ist. Da die Untermannigfaltigkeitsei-
genschaft eine lokale Eigenschaft ist, folgt daraus, dass M eine C"-Untermannigfaltigkeit ist. m

1.2.2 Der Tangentialraum

Definition 1.14. Sei M C R* eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und p € M ein Punkt.

Der Tangentialraum an M im Punkt p ist

T,M = {veR¥|3e>0undc: (—¢,e) — R* ist C*-Kurve mit
c((—€,€)) € M,c(0) = p und ¢'(0) = v} C RF.
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Proposition 1.15. Sei M C R¥ eine Untermannigfaltigkeit und p € M ein Punkt. vgl. Analysis II, Ka-
pitel 9, Prop. 6.31

(a) Sei W: W — R¥ eine n-dimensionale lokale C*-Parametrisierung von M um p. Sei xo :=
U~1(p) € W. Dann gilt
T,M = Bild (¥ (z0)).

(b) Sei p:U — V eine Untermannigfaltigkeitskarte von M um p. Dann gilt

T,M =¢'(p)~" - (R" x {0}).

(c) Sei U C RF offene Umgebung von p und F: U — RF=™ C™ mit 0 als regulirem Wert und
F~1({0}) =UnN M. Dann gilt
T,M = ker(F'(p)).

Insbesondere ist T, M ein n-dimensionaler Untervektorraum von R-.

Beispiel 1.16. F' : R?* — R, F(z) := ||z]|> — 1. Dann ist 0 ein regulirer Wert von F und
5% = F~1({0}). Man rechnet nach F’(p) = 2pT € R'*3. Somit

Tp52 =ker(F'(p)) = pt o= {X € R3 | X L p}.

1.3 Abbildungen, Atlanten und Vektorfelder
1.3.1 Parametrisierungswechsel

Im folgenden sei M immer eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R* der Regularitit C".

Lemma 1.17. Seien ®: R" >V — M und ¥: R™ © W — M zwei lokale C" - Parametrisierungen
von M mit r € NU {co}. Dann ist

Vol )i THE0NNEI) — wTH@V)T (1)

S(V)NT(W)

ein C"-Diffeomorphismus.

Beweis: Die Bijektivitéit ist klar, da ®: V — (V) und ¥: W — U(W) Bijektionen sind.
Sei nun y € <I>_1(<I>(V) N \I/(W)) Dann ist zu zeigen, dass W' o @ auf einer Umgebung von y
r-mal stetig differenzierbar ist. (Dass die Umkehrabbildung auch C" ist, folgt durch Vertauschen
von ® und V¥):
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Wende Lemma 1.9 mit p := ®(y) an und wir erhalten eine Untermannigfaltigkeitskarte ¢, die
(1.1) erfiillt. Definiere V := ®~(&(V) N ¥(W))?. Fiir jedes beliebige § € V @ V @ R" gilt

00 B(i) = (po W) o (110 0)(7) = (Wl : W) CR" xR

Das ¢ und ® in C" sind, haben wir ¢ o ® € C"; also nach obiger Rechnung ¥~ o <I>|‘~/ eCn. [

1.3.2 C"-Abbildungen

Im Folgenden seien alle Untermannigfaltigkeiten glatt!?, das heifit von Regularitit C>°. Alle lokalen

Parametrisierungen seien glatt, ebenso alle Untermannigfaltigkeitskarten.!!

Notation 1.18. Seien N” C R¥ und M™ C R’ glatte Untermannigfaltigkeiten. In diesem Fall
bedeutet der Exponent n (bzw. m), dass n = dim(N) (bzw. m = dim(M)).1?

Fiir eine offene Teilmenge U eines topologischen Raums X schreibe U @ X.

Eine Inklusion von X in Y notieren wir als X «— Y. Man schreibt oft auch einfach ¥=! o ®

an Stelle von ! o @’@,1 ( denn es ist ja sowieso klar, dass ¥~! o ® auBerhalb von

B(V)NT(W))’
&~ (®(V) N ¥ (W)) gar nicht sinnvoll definierbar ist.

Definition 1.19. Seien N™ C R* und M™ C R (glatte) Untermannigfaltigkeiten. Eine Abbildung
f: N — M hat Regularitit C", falls es zu jedem p € N eine in R* offene Menge U und eine
Funktion F € C"(U,R") gibt, so dass p € U und das folgende Diagramm kommutiert:

NAU o
3

U—FHR‘

Proposition 1.20. Mit den Notationen von Definition 1.19 sind dquivalent:
(i) f: N — M hat Regularitit C",
(i) Es gibt ein U @ R¥ mit N C U und F € C"(U,R*) mit F‘N =f,
(iii) Fir jede lokale Parametrisierung ®: V — N ist die Komposition

vE NS MR

in C",

9Dies ist also im Bild die blaue Menge links unten.

OWir haben definiert: glatt=C>.

'Man kann die Ergebnise auch problemlos auf geringere Regularitit erweitern, die Diskussion der Regularitét
lenkt aber von den wesentlichen Inhalten der Vorlesung ab. Deswegen betrachten wir im Folgenden nur den
glatten Fall. Ist dieser richtig verstanden, so kann man sich spéter leicht iiberlegen, was davon noch gilt, wenn
die Untermannigfaltigkeiten, die lokale Parametrisierungen oder dergleichen nur noch C” mit r € N ist.

12Djes ist eine zunichst schlampig erscheinende Konvention, denn eigentlich denkt man, dass N ja fiir das n-
fache Produkt N x --- X N stehen miisste. Nach ein bisschen Eingewthnung fiihrt dies aber ganz selten zu
Missverstandnissen und ist eine sehr effiziente Notation.
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Abbildung 1.11: Zu Definition 1.19

(iv) Zu jedem p € M gibt es eine lokale Parametrisierung R" © V 2y N mit (V) 2 p, so dass
die Komposition

v NI R

in C" ist.

Abbildung 1.12: Zu Proposition 1.20 (ii)

Die offene Menge U, deren Existenz in (ii) behauptet wird, muss deutlich gréfer sein, als in
Abbildung 1.11 dargestellt. Sie muss ganz N enthalten, siche Abbildung 1.12 fiir ein mégliches U.
Es gibt allerdings Untermannigfaltigkeiten N C R* und glatte Funktionen f: N — R, die man
nicht zu einer glatten Funktion F' : R¥ — R fortsetzen kann; in anderen Worten man kann in
diesen Fillen in (ii) nicht U = R¥ erreichen. Haben Sie eine Idee, wie so ein Beispiel aussehen

koénnte?

Beweis: ,(ii) = (1)“: Klar.
»(1) = (ii)“: wollen wir nicht zeigen. Der Beweis ist doch nennenswert aufwéndiger als die

anderen und wir werden diese Aussage auch spéter nicht benutzen.

» (1) = (ili)*: Zu z € V wihle p := ®(x) und dann wihle U und F wie in Definition 1.19.
Setze V := @ 1(U) @ V @ R™. Dann gilt f o (I>|‘~/ =Fo (I)}V € C"(V,R) nach Kettenregel.
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»(ill) = (iv)“: Klar.
»(iv) = (1)“: Zu p € M wihle eine Untermannigfaltigkeitskarte

0:U—RF, oy <“01(y)> € R" x RF".
©2(y)
wie in Lemma 1.9 mit ¥ := ® und p € U. Das Lemma besagt, dass fiir alle ¢ € U N N gilt
(® 0 ¢1)(q) = ¢q. Nach Voraussetzung, d.h. nach (iv), gilt f o ® € C"(V,R?). Wir setzen U= {z e
U | ¢1(z) € V}. Dann ist U eine offene Umgebung von p in R, und Ak U— V @ R"ist
wohldefiniert und glatt.

Wir setzen nun F := f o ® o ¢y € C"(U,RY).
Aus (P oy1)(q) = ¢ Vg € UNN folgt nun F(q) = f(q).

Da solch ein U und F fiir jedes p € N finden kénnen, haben wir Definition 1.19 gepriift und

somit (i) erhalten. ]

Definition 1.21. Seir € NU{oco} ={1,2,3,...} U{oco}. Schreibe
CT(N, M) := { fiN— M | f hat Regularitit cr}

Eine Abbildung f: N — M heifit C"-Diffeomorphismus, falls f bijektiv ist und falls gilt:
feC(N,M) und f~* € C"(M,N).

'ACHTUNG!. Die Bezeichung ist nicht zuldssig fiir r = 0. Ein Diffeomorphismus muss min-
destens stetig differenzierbar sein. Im Fall ¥ = 0 erhdlt man aus obiger Definition die Definition
eines Homéoomorphismus. Im Fall r = 0 wird ein anderes Wort gewdhlt, da die Menge aller Ho-
maoomorphismen recht verschiedene Eigenschaften hat als die Menge aller C"-Diffeomorphismen,

wohingegen die Abhingigkeit von r € NU {oo} in gewissem Sinne nur gering ist.1?
Korollar 1.22. Ist ®: V — N eine glatte lokale Parametrisierung, so sind ®:V — &(V) und

&1 ®(V) — V glatte Diffeomorphismus.

Beweis: Wende Proposition 1.20 (iv) mit f := ®~!, N := ®(V) C R¥, M := V @ R" an. Erhalte
f € C* aus Proposition 1.20 (iv), denn f o ® =idy € C*. [

Das Korollar ist auch wahr, wenn man in der Voraussetzung und der Aussage , glatt* durch ,,C",
r € NU {oo},* ersetzt. Den Beweis hiervon kann man durch offensichtliche Modifikationen des

obigen erhalten.

1.3.3 Karten, Atlanten und Koordinaten

Im folgenden wird vor allem der Fall » = oo wichtig sein. Wenn also die Regularitat nicht explizit

angeben ist, ist immer von Regularitdt C* auszugehen.

13Hier muss ich leider vage bleiben, ich hoffe aber, dies reicht, um den Gebrauch der verschiedenen Begriffe zu
erklaren.
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Abbildung 1.13: Zum Beweis von Proposition 1.20 (iv)=-(i)
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Definition 1.23. Die Umkehrabbildung einer Parametrisierung ®: V. — N von N nennt man

eine Karte ¢ von N oder Koordinaten ¢ auf N. Dabei ist

mit U @ N.
FEin Atlas ist eine Menge {@;: U; — V; }ier von Karten von N so dass Uiel U,=N.

Eine Karte besteht also aus
e ciner offenen Teilmenge U von M,
e einer offenen Teilmenge V' von R™ und

e ecinem Diffeomorphismus ¢ : U — V.

!ACHTUNG!. Karten und Untermannigfaltigkeitskarten sind (zundchst) etwas verschiedenes,
auch wenn wir beide mit kleinen griechischen Buchstaben ¢, 1,...bezeichnen. Mit den obigen
Definition sind Karten auf offenen Teilmengen von M™ definiert und gehen auf offene Teilmengen
von R™ . Untermannigfaltigkeitskarten ¢ sind Diffeomorphismen von einer offenen Menge W @ RF
auf eine offene Teilmenge von R*. Durch Einschrinkung solch einer Untermannigfaltigkeitskarte
auf U == W N M und durch Identifizierung von R™ mit R™ x {0} C R¥ erhalten wir aus der
Untermannigfaltigkeitskarte ¢ die Karte ¢ := @ly : U — V = ¢(U) @ R™ C R¥. Dann ist
D= (p) = (S5|U)71 : V. — U C R eine lokale Parametrisierung von M.

Korollar 1.24. Sei f: M™ — N und die Notation wie oben. Dann sind dquivalent:
(i) fistinC",
(ii) o f|f71(U) ist in C" fir alle Karten ¢: U — V von N,

(iii) @ o f|f_1(U) ist in C" fir alle Karten ¢: U — V aus einem Atlas von N .

(iv) po fo w_llw(ffl(U)mW) ist in C" fir alle Karten ¢: U — V aus einem Atlas von N und
fiir alle Karten ¢: W — Z aus einem Atlas von M.

Beispiel. Sei N” C R’ eine Untermannigfaltigkeit, dann bildet
o = {<p: U—V | ¢: U —V ist eine C"-Karte von N}

einen Atlas, der maximaler Atlas von N genannt wird.

Beispiel 1.25 (Kugelkoordinaten auf S?).
Sei M =§%:= {(z,y,2)' € R® | 2% +y?+ 22 = 1}. Betrachte
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®: (0,27) x (0,7) — R3

cos(¢) sin(¥) x
(¢,9) — | sin(¢)sin(W) | = |y
cos(9) z
Setze
x
U:=im(®) =82\ [0 >0, ze€R 3 @S
z

(¢=0)-Bogen

Man kann ¢ und ¢ auch als Funktionen U — R betrachten:

arccot(z/y) firy >0
Wz, y, z) := arccos(z), d(z,y,2) =<7 firy =0
m + arccot(z/y) firy <0
Die Funktionen ¢ und ¢ sind glatte Funktionen auf U, ¢ ldsst sich nicht auf S? fortsetzen, aber 1

lasst sich stetig auf S? fortsetzen, ist aber am Nord- und Siidpol nicht mehr differenzierbar. Aber
cos(V¥(x,y,2)) = z ist glatt auf S2.

Wiederholung zu Be-
ginn der Vorlesung
am 28.04.

1.3.4 Vektorfelder

28.4.

Definition 1.26. Sei M™ C R* eine Untermannigfaltigkeit, r € Ng. Ein C"-Vektorfeld auf M
oder einfach ein Vektorfeld auf M ist eine C"-Abbildung

M 25 RE, pr— X|,

mit X|p € T, M fiir allep € M.
Wird nichts zur Regularitat eines Vektorfeldes gesagt, so meint man zumeist ein glattes Vektorfeld.
Die Menge aller (glatten) Vektorfelder auf M wird mit X(M) bezeichnet.

Im Spezialfall m = k, das heiBt wenn M eine offene Teilmenge von RF ist, ergibt diese Definition
den in Analysis III, Kapitel I, Abschnitt 1.2 verwendeten Begriff eines Vektorfeldes.

Beispiel 1.27. Ist ®: V — M™ C RF eine Parametrisierung und ¢ := ®~1: U := &(V) — V

eine Karte. Dann definiere fir 1 < i < m die Vektorfelder

XY MoU— R”
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p— ®'(¢(p)) -e; € T,M
k
GR Xm

wobei ey, ..., e, die Standardbasisvektoren von R™ sind. Da U offen in M ist, ist U eine m-

dimensionale Untermannigfaltigkeit von R¥ und es gilt X;” € X(U).

Die Matrix ®'(p(p)) € R¥*™ hat Rang m, also ist (Xf ,

T,U. Man nennt X;” das i-te Koordinatenvektorfeld. Wenn klar ist, welche Karte zu verwen-

9
9¢tlp
Die Schreibweise des Koordinatenvektorfelds als partielle Ableitung wird in Abschnitt 1.7 in der

,...,Xnﬁ‘p) eine Basis von T,M =

den ist, wird oft auch einfach X; geschrieben. Man schreibt auch oft

an Stelle von Xﬂp.

Erklarung nach Gleichung (1.12) begriindet. In unserem Vorlesung nutzen wir zunéchst die Nota-
tion X7 |p, und dann spéter — wenn wir den Bezug zu partiellen Ableitungen verstanden haben —

die Notation %
©

P

Beispiel 1.28 (Fortsetzung von Beispiel 1.25). (Siehe auch Abbildung 1.14). Rechne

—sin(¢) sin(¥)  cos(¢) cos(V)
D'(p,9) = | cos(¢)sin(¥)  sin(e) cos(d)

0 —sin(99)
Dann haben wir
— sin(¢) sin(¥)
X1 B(69) = cos(¢) sin(v¥)
0
und
cos(¢) cos(¥)
Xy B(b0) = sin(¢) cos()
— sin(99)

Im Sinne einer besseren Anschauung ist es oft sinnvoll, bei der S? an unseren Erdglobus zu denken
und die zugehorigen Begrifflichkeiten zu benutzen. Auch dieser wird ja durch Karten erfasst, die zu
einem Atlas zusammengefasst werden. Die ¢-Koordinate ist dann der Léangengrad (in mathemati-
schen Einheiten ¢ € [0, 27| statt ¢ € [0,360°]) und die ¥-Komponente ist 7/2 minus Breitengrad
auf der Nordhalbkugel. Das Vektorfeld X st tangential an die Breitenkreise nach Osten ori-
entiert, und das Vektorfeld X o tangential an die Langenkreise nach Siidden orientiert. Beachte
HXl‘I’_l = sin(¥9) und HX2<1>_1 =1.

Proposition 1.29 (Koordinatenvektorfelder unter Kartenwechsel). Sei M™ C R* eine Unter-
mannigfaltigkeit.
Sindp: M2oU —V eR™ undp: M oW — Z @ R™ Karten von M, so gilt firpe UNW:

2t ‘«J(p) 7 1p

m .
o'y
Y| — P
j=1
Merkregel: identifiziere ¢* = x?

a "o 9
Dt _Z e

dpi i

Jj=1
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Abbildung 1.14: Das Vektorfeld X7 " auf der 2-Sphire

Man kann also 997 ,wegkiirzen®.

Schreibweise: fiir die Ableitung der Funktion f an der Stelle p schreiben wir zwecks besserer
Ubersichtlichkeit oben und im folgenden f’ ‘p statt dem sonst iiblichen f/(p).

- ~1y/ ce, = S O(opTtY .
Beweis: Rechne (1po¢™") o €= i1~ g |sa(p)ej
—_———
A SN
Definiere aﬂp = a(ng+)|¢(p). Die Abbildung ¥ := ¢~ ': Z — W @ M C RF ist eine lokale
Parametrisierung.

Rechne fiir p € U N W:14

Xiw‘p = <(‘0_1)/‘<p(p) T € = (1/}_1 oto ‘p_l),k,,(p) T € = ("/}_1)/‘,/,(1,) : ("/} © (p_l)/lw(p) © €
= (Wl 2 el] e = 2 el] Wl i
j=1 j=1 S—— ]

x|
J 1Ip

1.4 Die Ableitung von Funktionen zwischen Untermannigfaltigkeiten

Definition 1.30. Seien M™ C R¥ N™ C R Untermannigfaltigkeiten, f € C*(M,N) undp € N.
Dann definiere die Ableitung (oder das Differential) d,f: T,M — T;u,)N von f in p wie

folgt:

Wéhle W @ R* mit p € W und F € CY(W,R?) mit F‘WnM 15

= f’WnM. Dann definieren wir

(dpf)(X):=F'(p)- X VX €T,M.

Lemma 1.31. Fir das in Definition 1.30 beschriebene d, f gilt:

MMatrizenprodukte sind mit - gekennzeichnet, dies gilt auch fiir Produkte von Matrizen mit Vektoren ((n x 1)-
Matrizen). Produkte von Skalaren mit Vektoren ohne Punkt.

15Streng genommen ist dies noch keine Definition, denn es muss dafii zunéchst die Wohldefiniertheit gepriift werden,
siehe das folgende Lemma.
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(i) Die Definition von d,f héingt nicht von der Wahl von W und F ab.
(ii) Es gilt im(d,f) C Ty N.
(iii) Ist c: (—e,e) — M eine Ct-Kurve mit ¢(0) = p, so gilt (d,f)(¢(0)) = %‘tzo(f oc)(t).

Aus (i) und (ii) folgt die Wohldefiniertheit von d, f.

Beweis: Sei ¢ wie in (iii), W und F wie in Definition 1.30. Wihle § € (0,¢] mit ¢((—6,6)) C
U=WnM.
Nach Voraussetzung gilt foc= Foc € C! ((—(5, 5)) Rechne

d

Tlimolf 0@ = F'(p) - ¢(0).

Wir schreiben wieder ¢(t) fiir die Ableitung ¢/(t) von ¢ nach ,der Zeit* ¢. Die linke Seite ist unab-
héngig von F', also auch die rechte Seite. Da sich jeder Vektor in T}, M als so eine Kurve ¢ schreibt,
folgt (i).

AuBerdem gilt &1 (foe)(t) =d,f(¢(0)), woraus (iii) folgt.

dt{t=0
Beachte weiter: f o c: (—§,d) — N ist eine C'-Kurve in N mit (f o ¢)(0) = f(p). Das heifit
%|t:0(f oc)(t) € Tfp) N nach Definition von T,y N und damit ist auch (ii) gezeigt. ]

Bemerkungen 1.32. (a) Im Fall M @ R* und N @ R, das heifit, wenn m = k und n = £ ist
diese Ableitung dasselbe wie die Ableitung der Analysis II.

(b) Ahnlich hierzu: ist ¢ : (a,b) — N eine C!'-Abbildung, dann ist ¢/(t) = d;c(er). Mit der
iiblichen Identifizierung von linearen Abbildungen und Matrizen ist auBerdem dic(e;) = dsc.
Also ¢/(t) = dyc € To;y N C R und wir schreiben fiir Kurven oft é(t) fiir ¢/(t).

(¢) Aus dem oben Gezeigten folgt direkt, dass die Kettenregel im folgenden Sinn gilt. Sind M,
N, @ Untermannigfaltigkeiten und f: M — N und g : N — @ stetig differenzierbar, so

ist auch g o f stetig differenzierbar'®, und es gilt:

dp(go f) =dspygodyf.

1.5 Erste Fundamentalform, Isometrien und Langenmessung

Sei M™ C RF eine Untermannigfaltigkeit, o: U — V eine Karte von M, p € M, ® := ¢~ ! eine
Parametrisierung und T, M C R¥ der Tangentialraum.

Dann gilt 7], = #'(0(p)) - ¢; = (@) ().

Die Vektoren Xﬂp, ceey Xnﬁ|p bilden eine Basis von T}, M.

16 A1l dies wiirde auch fiir (total) differenzierbare Funktionen gelten, wenn wir unsere Definitionen allgemeiner
gefasst hétten
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Definition 1.33. Die Abbildung

9" (p) = (e, L T,M x T,M — R

|T,,M><T,,M'

ist bilinear und symmetrisch. Das heifit, es gilt
M * *
9" (p) € T,M ® T, M,

wobei THM := (T,M)" der Kotangentialraum ist.
Die Abbildung
M — U T,M ® T M, pr—>gM(p)::g;9V[
peM

heifit die 1. Fundamentalform (kurz: 1. FF). Sie ist ein Beispiel einer Riemannschen Metrik
auf M und misst die ,innere Geometrie*.

Definiere weiter

95@) = (X |y Xl lg)) = (@(0) -0, @ (2) ) VzeV.

Dann gilt
(95(2))i; = (@'(x))T @' (x)

und gf; € C*(V,R) heifit die Koordinatendarstellung der 1. Fundamentalform.

Offensichtlich gilt gf; = g7

Bemerkung. Kennt man die Funktionen g;; : V' — R, so kennt man bereits die 1. Fundamen-
talform. Schreibe dazu X,Y € T,M als X = Y7 X7X7 und Y = Y7, YFA?, dann erhlt

man

m m m m
ME)XY) = O xixr Y vhag) =3 N XivRae xy)
J=1 k=1 Jj=1k=1
m m
= 2.2 XV gy
Jj=1k=1
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Ist ¢: [a,b] — M eine Kurve, dann definieren wir die Lange von c:

¢) = / eyl a = / S G )

Beispiel 1.34 (Langen von Kurven in Koordinaten). Sei ¢: U — V eine Karte von einer

Untermannigfaltigkeit M™ und c¢: [a,b] — U eine C!-Kurve. Definiere

YH(t)
poct) =1()=| :
7™ (t)
Man sieht dann
&(t) = (dye )3 = ([dye™) [ DA e | =D A 0] |ew).
j=1 j=1

Dann rechne

<é(t),é(t)>=<Z"yi(t)?ff|c<t>az T(6)XF. t>> Zgu ()47 (1)

Jj=1 4,5=1

b

b
o= [ VeEmama= [ |3 a6 o

@\ ij=1

Definition 1.35. Seien (E;, (e, ),) fir i = 1,2 euklidische Vektorrdume und A: By — Ej
linear. Dann heifst A isometrisch, falls gilt

(z,y), = (Az, Ay), Vz,y € E.

Die Abbildung A heifit Isometrie, falls A isometrisch und bijektiv ist.

(Beachte, dass eine isometrische Abbildung automatisch injektiv ist!)

Definition 1.36. Seien M™ C RF, N™ c R’ Untermannigfaltigkeiten und f: M —s N sei
in C'. Dann heifit f ein lokaler C'-Diffeomorphismus, wenn fir alle p € M die Abbildung
dpf: T,M — Ty N ein Isomorphismus ist. Dies ist dquivalent zur Forderung, dass fiir alle
p € M eine offene Umgebung p € U C M ezistiert, so dass f(U) C N offen ist und f|U: U—
f(U) ein Diffeomorphismus ist. (Dies impliziert n = m.)

f heifst isometrisch, wenn fiir alle p € M das Differential d,, f isometrisch ist.
f heifit lokale Isometrie, wenn f isometrisch und ein lokaler Diffeomorphismus ist.’”
f heifst Isometrie, falls f: M — N ein Diffeomorphismus und isometrisch ist. (Dies impliziert

n=m.)

Bemerkung. Ist ¢: [a,b] — M eine Kurve, f: M — N isometrisch, dann erfiillt die Lénge

von c:

C):/abHé(t)”dt:/ab\/mdt:/ab\/g}v(c(t)) (i(foc)(t),(i(foc)(t)>dt

TWir erlauben hier auch den dquivalent Sprachgebrauch ,lokal ein Diffeomorphismus ist.
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— Z(fo0).

Beispiel 1.37. Sei'® k > 2 und M := R? x {0} C R*. Offensichtlich ist M eine Untermannigfal-
tigkeit von R¥. Betrachte die Abbildung

f: M — f(M)=:NCR?

x cos(x)
REs [y | — | sin(2)
0 Y

Wir nennen N einen Zylinder, sieche Abbildung 1.15.

Abbildung 1.15: Zu Beispielen 1.37 und 1.40. Die Parametrisierungen sind zur leichteren Darstell-
barkeit in der Abbildung auf einer kleineren Menge definiert als im Text.

Dann gilt T,M = R? x {0}. Wegen

—sin(z) 0
f'((z,9,0)) = | cos(z) 0
0 1
erhalten wir
1
—sin(x) cos(x)
Tf((L%O))N =<t coso(x) +se3 | t,s€ER = Smo(x)

Die Spalten der Matrix f’(p) sind orthonormal und bilden eine Basis von T, N. Dies bewirkt,
dass die zugehérige lineare Abbildung isometrisch ist.'® Die Abbildung f ist deswegen isometrisch,

18Man denke am Besten an die Fille k = 2 und k = 3.
19Dieser Schluss sollte aus der Linearen Algebra bekannt sein, wenn nicht, dann versuchen Sie es bitte zu beweisen.
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ginn der Vorlesung

Wiederholung zu Be-
am 05.05.

|

5.5.

und zwar sowohl, wenn wir sie als Abbildung f : M — N betrachten, als auch, wenn wir sie
als Abbildung f : M — R? betrachten. Deswegen ist f eine lokale Isometrie von M auf N. Die
Abbildung ist keine Isometrie von M auf N, da sie nicht injektiv ist.

Lemma 1.38. Sei f: M — N ein lokaler Diffeomorphismus. Wahle U @ M so dass f‘U
injektiv ist und p: U — V eine Karte ist, d. h. f|U: U — f(U) ist ein Diffeomorphismus und

P:=¢o (f|U)_1 ist eine Karte von N. Dann bildet df das Koordinatenvektorfeld X7 auf X7 ab:

X7l =Wt (¥7],) WpeU.

Beweis: Man sieht

Xiw fp) — dw(p) (‘5_1) (e;) = dw@)(f © LP_l)<ei) Kettenr. (dpf)(dw(p)‘to_l)(ei> =dpf (Xﬂp) :

[
Proposition 1.39. In obiger Notation gilt, dass d,f genau dann isometrisch ist, wenn fir x :=
o(p) gilt N
95 (@) = g5 ().
Das heifst f‘U ist genau dann eine Isometrie, wenn gf;- = g;’}.
Beweis: Rechne mit z = p(p),pe U, z € V.
77$“:
Sy P N (B
gij(x) = <X | 1)7/1} ‘(p*l(:v)> - <Xi | ’X' |f(p)>
Lemma Vor.
= (df (X21,) s (%7],)) <X*"| xf|,) =g (@),
,<=*  Schreibe Y,Z e T,M alsY =% ", Yin‘p und Z = Z;ﬂzl ZjXﬂp. Dann rechne
WIOLFEZ) = S viE (af (x¢],).df (271,))
i=1j=1
Lemma NNy [ 7 ¢
S (A X i)
i=1 j=1
m Vor .
- Y ngu ZY 2795 (x)
i,
m m
-2 7 (7|, X7, ) = (V. 2).
=1 j=1
Also ist d,, f isometrisch. [
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Beispiel 1.40 (Fortsetzung von Beispiel 1.37, Beispiel zu Proposition 1.39). Sei & > 2 und
M = R? x {0} C R* eine Untermannigfaltigkeit, siche nochmals Abbildung 1.15. Betrachte die
Abbildung

f: M — f(M)=: NCR?

x cos(x)
y | — | sin(x)
0 y
Wihle die Parametrisierung

x

2 k z
o,: R2 — RF, — |y
Y 0

—1 -1 -1

von M. Dann gilt qu)l =e; und X;l = ey, das heif}t es gilt g?;-l =4
Symbol bezeichnet, d.h. §;; = 1 fiir i = j und d;; = 0 fiir ¢ # j.

Sei nun ¢z := fo ‘I>1|(

ij, wobei d;; das Kronecker-

eine Parametrisierung von N. Rechne

&,3+2m) xR
—sin(z) 0
Oz(z,y) = | cos(z) O
0 1
—1
Das heif3t g;};i = 0;;. Damit haben wir nochmals gezeigt, dass f eine lokale Isometrie ist.

Einschub: Abzahlbare Basis der Topologie

Erinnerung 1.41. Sei (X, Ox) ein topologischer Raum, das heifit Ox ist eine Topologie auf X.
Eine Basis der Topologie ist eine Menge %4 C Ox, so dass fiir alle U € Ox eine Teilmenge
o C A existiert mit U = (Jy,, V. Besitzt die Topologie Ox von X eine abzéhlbare Basis, so
sagt man auch, dass (X, Ox) das 2. Abzahlbarkeitsaxiom erfiillt.

Beispiel 1.42. Eine Basis der Standardtopologie Or~» auf R™ ist gegeben durch das Mengensystem
B = {Br(x) ‘ reR” re R+}.

Aber auch das Mengensystem
%= {B.(2) | v€Q", reqQt}

ist eine Basis von Ogn.

Dabei hat # die Méchtigkeit von R (das heifit es existiert eine Bijektion ## — R), aber %y ist
abzéhlbar. Das heifit R™ mit der Standardtopologie besitzt eine abzdhlbare Basis, es erfiillt also
das 2. Abzihlbarkeitsaxiom.

Bemerkung 1.43. Ist & eine Basis eines topologischen Raumes (X,Ox) und Y C X habe die
Teilraumtopologie Oy, dann ist By := {VNY | V € B} eine Basis von Oy.
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Lemma 1.44. Ist M™ C R* eine Untermannigfaltigkeit, so besitzt M eine abzihlbare Basis der
Topologie.

Beweis: Aus den obigen Uberlegungen folgt, dass jeder topologische Unterraum von R* (d.h.
jede Teilmenge von R¥ mit der von R* induzierten Topologie) eine abzihlbare Basis der Topologie

besitzt. Somit auch alle Untermannigfaltigkeiten. [

Korollar 1.45. Sei {y;: U; — V;}ier ein Atlas einer Untermannigfaltigkeit M, dann gibt es
eine abzdhlbare Teilmenge J C I so dass M = UjeJ Uj.
Insbesondere ist {¢;: Uj — V;}jes ein abzéhlbarer (Teil-)Atlas von M.

Beweis: Sei Z eine abzihlbare Basis der Topologie von M. Dann setze
#:={Ues |zier: vcu}.

Nun ist %’ auch eine Basis der Topologie auf M.
Begriindung: Fiir jedes U @ M und jedes @ € I ist U N U; eine offene Teilmenge von M. Da %

eine Basis der Topologie ist, gibt es hierzu ein Mengensystem o7; C %, so dass

uvnui= |J v
Ve

Dann gilt sogar o C %B’. Weiter gilt

v=Junuy=\JJv=UV
el i€l Ve, Ved
mit o =y, % C B,
Wihle zu jedem U € %' ein iy € I mit U C U;,, und setze J := {iy | U € #'}. Da % abzéhlbar

ist, ist auch %’ abzahlbar und somit auch J. Aus

M>Jui=JU,> |JUu=M

jeJ Ue%’ Uec%’

folgt M = J,c;U; und damit die Behauptung. ]

1.6 Integration auf Untermannigfaltigkeiten

Erinnerung (Aus Analysis III). R™ ist ein topologischer Raum. Die von der Topologie erzeugte
o-Algebra ist die Borel-Algebra Bg= mit den Borel-messbaren Mengen als Elementen. Vervoll-
stdndigt man diese bzgl. des Lebesguemafles A, so erhalten wir die Lebesguesche o-Algebra Lgm ,
deren Elemente wir als die Lebesgue-messbare Mengen bezeichnen. Lebesgue-messbare Mengen
unterscheiden sich von einer Borel-messbaren Mengen nur um eine Nullmenge.

Ist ¢: R™ © U — V @ R™ ein Diffeomorphismus, dann ist es auch ein Homéomorphimus und
bildet ist A C U genau dann Borel-messbar, wenn ¢(A) C V Borel-messbar ist. Auf Grund der
MafBtransformationsformel (Analysis II1, Kapitel II, Satz 7.2) bilden ¢ und ¢~ Nullmengen auf
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Nullmengen ab. Deswegen ist A C U in R™ genau dann Lebesgue-messbar, wenn ¢(A) C V
Lebesgue-messbar ist. Ab jetzt bezeichnet der Begriff ,messbar® immer die Messbarkeit im Sinne

von ,,Lebesgue-messbar.

Definition 1.46. Sei M™ eine Untermannigfaltigkeit und {@;: U; — V; | i € I} ein Atlas. Es

heifsit A C M eine messbare Menge, wenn eine der dquivalenten Bedingungen erfillt sind:
(i) Fir alle Karten ¢: U — V gilt o(ANU) € Lgm.

(il) Fir allei € I gilt o;,(ANU;) € Lgm.

Beweis der Aquivalenz: (i) = (ii)*: Klar.

»(il) = (1)“: Sei ¢p: U — V eine Karte. Es ist zu zeigen, dass p(ANU) € Lgm.
Nach Korollar 1.45 besitzt der Atlas {¢;: Uy — V; | i € I} einen abzahlbaren Teil-Atlas
{pi: Uy — Vi |i € J}, J C I. Insbesondere | J;. ; Us = M. Es gilt also

AﬂUzAﬂUﬂ(UUZ) :U(AmUﬂUi).

icJ icJ
Nun gilt
ieJ messbar messbar
Diffeomorphismus nach (ii) da offen
messbar, siehe Erinnerung
Also ist die Menge ¢(A NU) messbar. ]

Man tiberpriift leicht: die messbaren Mengen bilden eine o-Algebra auf M. Insbesondere gilt dann
fiir eine Funktion f: M — R: sei hierfiir ein Atlas {p;: U; — V; | i € I} von M gegeben.

f ist messbar
< fiir alle Karten p: U — V ist fop ': V — R messbar

< firallei e Iist foyp; ':V; — R messbar

Satz 1.47 (Transformationsformel). Seien Vi, Vo G R™, sei 3: Vo — Vi ein Ct-Diffeomorphismus. [Vgl- Analysis I1I, Ka- ]
pitel 11, Satz 7.1

(1) Fir messbare Funktionen F: Vy % gilt
/ Fd)\nz/ (Fop)-|dets| d\, (1.2)
Vi Va
In anderen Worten:

F(y) dy = / (F o B)(z) - | det f'(z)| da. (1.3)
%% Vo

(2) Eine Funktion F:V; — R ist genau dann integrierbar, wenn (F o 8) - |detf'|: Vo — R
integrierbar ist. In diesem Fall gilt ebenfalls (1.2) bzw. (1.3).
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(Ein solches Bild sollte\
man sich eigentlich
fast immer vorstellen
oder aufmalen, wenn
man eine Aussage zu
einem Kartenwechsel
verstehen oder bewei-

sen will.

. J

P (z) ... ()

oz Oxn

Notation: J,3 = f'(z) = Jacobi-Matrix von 8 an der Stelle .
9Bn 9Bn
Lo(z) ... P(x)

Proposition 1.48. Seien ¢,: U, — V,, (fir a = 1,2) Karten von M™.

(1) Fir messbare Funktionen f: Uy NUs Rk gilt:

/ (four") det(gg’}l(-))i.dAmZ/ (fowyt) Jdet (¢f7(+)), dAm.
01 (U1NU3) J ©2(U1NU2) ’
(1.4)

(2) Fiir messbare Funktionen f: UyNUs — R gilt: ist der Integrand der rechten oder linken Seite

von (1.4) integrierbar, so auch der Integrand der anderen Seite und es gilt wiederum (1.4).

Beweis: Man kann annehmen, dass U := U; = U, gilt, denn sonst schrinke ¢; und ¢o auf
Ui NUs ein und fahre mit U; N Uy an Stelle von U7 und Us fort.

Die positive Definitheit und Symmetrie des Skalarprodukts impliziert, dass die Matrix (g:»';-l (x))”
positiv definit ist. Also ist det(g;'(+)) > 0 und damit der Ausdruck wohldefiniert. Analog gilt
det(gi-’f(-)) > 0.

a e

p2(p) 1 (1;)
Vo @ R™ Vi e R™

Nach Proposition 1.29 gilt fir p € U:

Xﬁ"2| :ia(sﬁlio ?y)" ©1
b =1 Oz’ oa(p) © P
und damit
m —1\¢ —1\r
Ap10py ) Ap10opy )
@2 _ ®2 P2 _ 2 2 ®1 @

9ij (72 (p)) = <Xi o2 %5 ‘p> B 421 ox' 2(p) O ‘tpz(:ﬂ) <X€ b 1"’>.

r= —_—

=g, (v1(p))

Wenn man dies in Matrizenform schreibt, so erhélt man

(952 (22(0)), = (Joatm (01092 1) " (95 (21(0)) gy Tatr) (01 0 03 1),

J

wobei Jy f die Jacobi-Matrix von f an der Stelle y bezeichnet. Also gilt

det((977 (2(p))):g) = (det (Jpu (01093 1)) det (97 (2210)),., )
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und somit

det((g77 (@))i.5) = |det (Ju(p1 0 931)] Jdet (65 (prows'@)),,) (15)
fur alle x € V5.

Wir betrachten zunéchst den Fall einer nicht-negativen numerischen Funktion f, das heifit den

zu beweisenden Fall (1). Wir wenden hierzu die Transformationsformel (Satz 1.47, Teil (1)) fur
F=(fopr"),/det (g;'}l(-))ij und 3 := ¢ 0y an:

/sol(m (foer!) - \/det (g5 (), dAm

Pef. F / Fd,
»1(U)
Trafo / Fo(pio <p2—1) . |det (J(sﬁl °© 802_1)) | dAm
»2(U)
Def. F / (fowy')- \/det (95 o prowy (#),; - |det (J(p1 0@y ")) | dAn
»2(U) ]
W (feur) a0
2(U)

Dies beweist Aussagenteil (1). Der andere Aussagenteil (2) folgt ganz dhnlich, indem wir Teil (2)

in der Transformationsformel 1.47 statt Teil (1) nutzen. ]

Lemma 1.49. Sei M™ eine Untermannigfaltigkeit. Sei weiter of = {p;: U; — V; | i € I} ein

Atlas. Dann gibt es eine abzdhlbare Teilmenge J C I und messbare Teilmengen A; C U; (mit

jeJ)mit M= A;.
jeJ

Hierbei bezeichnet |J die disjunkte Verwinigung, das heifit es gilt M = |J A; und die A, sind
jedJ jeJ
paarweise disjunkt.

Beweis: Wéhle mit Korollar 1.45 einen abzéhlbaren Teilatlas o/’ = {U; RN Vi}tjes von .
O.B.d. A. kénnen wir J = N oder J = {1,...,¢} C N annchmen. Definiere

Ug \ ng_ll A; fallsg</?

A1 = Ul, A2 = UQ\Al, Aq =
U g>{oder J=N

Man sieht leicht, dass alle A; messbar sind und das Gewiinschte erfiillen. [ |

Definition 1.50. Wir nutzen die Notation von Lemma 1.49.

0,00 . . .
(1) Angenommen f: M —— ist messbar, so definieren wir

/ fdu?:= / (fo cpj_l) det (g4 (*)), ,dAm € [0, 0] (1.6)
A ©i(45)
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und dann

/ F M ::Z/ £ du € [0, 00). (1.7)
M jer A

Es folgt dann unmittelbar aus Proposition 1.48, dass der Wert von fA f duM weder davon
abhdngt, wie wir M als disjunkte Vereinigung der A; schreiben, noch davon, welchen Atlas

wir benutzen. Siehe hierzu auch Lemma 1.51.

(2) Wir nennen nun eine Funktion f: M — R integrierbar, wenn [,,|f| du™ < oo und

dann setzen wir

/M fdu™ = /M max{f,0} du™ — /M max{—f,0} du™ € R.

(3) Ist B eine messbare Teilmenge von M, so definieren wir

/deuM = /M Xpf dp.

Hierdurch wird im nicht-negativen numerischen Fall eine Zahl in [0, 00| definiert, im reellen
Fall die Bedeutung von ,,f ist auf B integrierbar® oder dquivalent ,f|p ist integrierbar® und

im Falle der Integrierbarkeit eine Zahl in R.

(4) Fir eine messbare Teilmenge B von M definieren wir das m-dimensionale Volumen von
BcM.
pM(B) = Z/ det (974 (*)),, dAm € [0, 00]. (1.8)
jeJ’ei(BNA)
Es folgt wiederum unmittelbar aus Proposition 1.48, dass der Wert von u™ (B) weder davon
abhdngt, wie wir M als disjunkte Vereinigung der A; schreiben, noch davon, welchen Atlas

wir benutzen. Siehe hierzu auch Bemerkungen 1.52.

Lemma 1.51. Sei M eine Untermannigfaltigkeit und f: M 9% messbar. Dann ist fo duM
unabhdngig von der Wahl dem Atlanten <f , dem Teil-Atlanten o/’ und der Zerlegung in A;.

Beweis: Schreibe wieder M = |J A; mit J C I abzéhlbar, o = {p;: U; — V;}ier und
i€J
messbaren A; C U;.
Schreibe andererseits M = |J B; mit J C I abzihlbar und &/ = {¢;: W; — Zj}jer mit
jeJ
messbaren B; C W;.
Fiir (4,5) € J x J gilt A; N B; C U; N W, also gilt nach Proposition 1.48:

/ XAiﬁij dM(p? :/ XAiﬁij dqu
A R

i J

Rechne also:

Z/ fdwzz/ S Xas, | f
Ai Ai jeJ

icJ i€J

Xa.

i
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:ZZ/A_XAmij dp®

i€d jeJ

= ZZ/B XAmij d/ﬂ/ﬁ

jeJied

=3 [

jes [ ]

Bemerkungen 1.52. (a) Man kann einfach zeigen, dass die in Definition 1.50 (4) definierte
Abbildung pM ein Maf auf der o-Algebra der messbaren Teilmengen von M ist. AuBerdem
folgt direkt daraus

uM(B)Z/ 1dp™,
B

wobei die rechte Seite der in Definition 1.50 (1) definierte Ausdruck ist. Mit Lemma 1.51
folgt dann die Unabhéngigkeit von den getroffenen Wahlen.

(b) Man kann nun ganz leicht iiberpriifen, dass das in Analysis III definierte Integral sowohl im
nicht-negativen numerischen Fall als auch im reellen Fall dieselbe Bedeutung fiir das Integral
Joy [ dp™ wie in Definition 1.50 (1) ergibt. Im Vorgriff auf diese Tatsache, haben wir den

Ausdruck in Definition 1.50 (1) bereits so genannt?°.

Eigenschaften 1.53. Sei M™ C R¥ eine Untermannigfaltigkeit und {¢;: U; — V;}ies ein Atlas

von M. Wihle A; C U; messbar mit M = |J A; und A; # 0 gilt fiir abzihlbar?! viele i € I.
i€l

(i) Sei #(M):= {Ae€ M | A messbar}. Dann ist . (M) eine o-Algebra auf M, und p ist
ein vollstindiges Maf auf .# (M). Wir nennen p (M) das m-dimensionale Volumen von
M und schreiben hierfiir vol,,, (M) oder einfach vol(M).

(ii) . (M) ist die Vervollstindigung von der Borel-Algebra By von M bzgl. p?.

(iii) Sei A C M. Dann ist A genau dann eine p™-Nullmenge, wenn fiir alle i € I die Menge
vi(ANU;) C R™ eine Nullmenge ist.

(iv) Ist N* C R¥ eine Untermannigfaltigkeit mit N C M™ und n < m. Dann ist N eine Null-
menge in M.
Beispiel: Seien Untermannigfaltigkeiten N* € M? C R3 gegeben. Dann ist N eine Null-

menge in M und in R? und M ist eine Nullmenge in R3, aber M ist keine Nullmenge in M.
(v) Eine messbare Funktion f: M — R ist Lebesgue-integrierbar, wenn

(a) Fur alle ¢ € I gilt

s ::/ ’fogp{l‘ det(gf}i(O)) dA,, < .
vi(Ai)

20Wer dies logisch verwirrend findet, soll bitte im meinem Skript Analysis IV vom Sommersemester 2015 nach-
schauen. Dort ist zunéchst nur das MaB p™ definiert und das Integral dann wie in Analysis IIT definiert. Der
didaktsche Vorteil des Vorangehens in der aktuellen Vorlesung ist, dass die fiir konkrete Berechnungen ganz
wichtigen Formeln 1.6 und 1.7 bereits als Definition sichtbar sind.

21 abzihlbar“ ist hier im Sinne von ,abzihlbar unendlich“ oder ,endlich®
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(b) Ziel s; < 00.

Ist f Lebesgue-integrierbar, dann gilt

v o @i ')y/det (97 (), dAm.

wobei die Reihe wegen (b) absolut konvergiert.

(vi) Ist N™ C R® eine Untermannigfaltigkeit und h: N — M eine Isometrie. Dann ist f: M —

R genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn f o h: N — R Lebesgue-integrierbar ist. In

| orat= [ (ronap.

(vii) Ist £1(M) der Vektorraum der integrierbaren Funktionen f: M — R. Dann ist die Abbil-
dung

diesem Fall gilt

LY M) — R, f»—>/ fdu™M
M

linear (Analysis III, Kapitel II, Proposition 4.10) und monoton (Analysis III, Kapitel II,
Eigenschaften 4.11) und erfiillt auch die iibrigen in diesem Umfeld genannten Eigenschaften

eines Integrals.

(viii) Ist M eine offene Teilmenge von R¥, so ist das Integral das bereits bekannte Lebesgue-

Integral aus Analysis III.

Beweis: ,,(iv)“: Siehe Ubungsblatt 4, Aufgabe 4
+Rest“:  Leichte Ubung! [

Beispiel 1.54. Sei c: (a,b) — R™ eine glatte Kurve und ¢(t) # 0 fiir alle ¢ € (a,b). (Solche
Kurven ¢ nennt man reguliare Kurven.) Aulerdem sei ¢ ein Homéomorphismus auf M := im(c).
Also ist ¢ eine globale Parametrisierung von M, und M ist eine 1-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit. Es gilt X'|c¢) = ¢(t) und somit:

g11(t) = (¢(t), &(t)) = [|é(t)]?, also det(gi;(t)) = ||¢(t)|] und damit rechnen wir

pran = [ et an = [Tl = 2,

Beispiel 1.55 (Ebene Kurven). Sei c: (a,b) — R? wie in Beispiel 1.54. Dann ist

der Tangentialvektor von ¢ an der Stelle ¢(t). Dies liefert eine Abbildung
T: (a,b) — S' C R%

Weiter ist
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der Normalenvektor an der Stelle ¢(¢) und es gilt

Also gibt es eine glatte Funktion k.: (a,b) — R so dass

T(t) = ke(t) ()] N(1) Ke :(» /{< 0

gilt. Dabei heifit x. die (parametrisierte) Kriimmungsfunktion von ¢.?> Man nennt x.(t)
auch die Kriitmmung von M = ¢((a,b)) im Punkt p = ¢(¢). Wir schreiben diese Kriimmung als
H.:= k.oc™!: M — R. Man rechnet leicht nach, dass |H.| unabhingig von der Parametrisierung
von M ist. Das Vorzeichen von H héngt davon ab, in welcher Richtung die Kurve durchlaufen

wird. Wir fixieren diese Richtung.?

t
Schreibe nun T(t) = C?S(p( ) fiir eine glatte Funktion p: (a,b) — R
sin(p(t))

Es gelten dann

Sei a < a < < b dann gilt:

B B
Y= K ¢ = ) = — (o).
/cqa,/a])Hc d 7/11 () el dt /a p(t) dt = p(B) — p(e)

Also ist das Integral iiber k. die Differenz der Winkel zur z-Achse modulo 27.

Abbildung 1.16: Eine regulire Kurve c : [0,4] — R?. Markiert sind T'(j), j = 0,
gilt dann p(0) = /2, p(1) = 57/6, p(2) = /2, p(3) = 3m/4, p(4
p(4) = p(0) =7/2.

Im Fall, dass M eine Fliache, d.h. eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit, ist, nennt man
vola(M) auch den Flicheninhalt von M und schreibt oft area(M). Im Staatsexamen®* wurde

hierfiir auch schon der Begriff Oberflacheninhalt verwendet.

22Dies ist die 2-dimensionale und orientierte Version der Kriimmung einer Kurve, die auf Ubungsblatt 2, Aufgabe
1 diskutiert wurde.

23Wir sagen dazu spéter: wir wihlen eine Orientierung von M. Auch der Tangentialvektor und Normalenvektor
in p € M andern unter Parametrisierungswechsel héchstens das Vorzeichen. Das Vorzeichen éndert sich genau
dann, wenn die Kurve anders herum durchlaufen wird (Orientierungswechsel).

24Genau: Analysis gym. Lehramt Herbst 2017 Aufgabe 5 (b)
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Beispiel 1.56 (Rotationsflichen). Sei f : [a,b] — Ry eine stetig differenzierbar. Die Rotati-
onsfliche Rot(f) C R? des Graphen von f sei die Untermannigfaltigkeit

Rot(f) = {(2,4,2)" € [a,b] x R? CR® |y + 2% = f(x)*},

siehe Ubungsblatt 4, Aufgabe 2. Man kann dann leicht berechnen (Zentraliibung am 12.5.), dass

b

area(Rot(f)) = 27r/ fO\ 1+ (f’(t))2 dt.

a

1.7 Ableitungen von Funktionen und Vektorfeldern
1.7.1 Tangentialbiindel und 1-Jet

Definition 1.57. Sei M™ bzw. N™ eine Untermannigfaltigkeit von RF bzw. R®. Dann nennen
wir
TM = [ ({p} x T,M) c R*
peM

das Tangentialbiindel von M. Eine Abbildung f € CY(M, N) induziert eine Abbildung
Jf:TM — TN, (p,X) 5 (f(p),dpf(X)),

genannt der 1-Jet von f.%°
Ubung 1.58. #¢
(a) TM ist eine 2m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R?*.

(b) Gilt f € C"(M,N) firr € N, so folgt Jf € C’“il(TM,TN). Gilt f € C*(M,N), so folgt
Jf € C®(TM, TN).

Losung:

(a) Sei pg € M, U eine offene Umgebung von py in R*, 0 sei regulirer Wert von der glatten
Abbildung F : U — R¥*=™ und M NU = F~1(0). Wir definieren dann die glatte Abbildung

G:UxRF — R2K-—m)
(p,X) — (F(p),F'(p)-X)

Offensichtlich gilt dann TM N (U x R¥) = T(MNU) = G~1(0). Wir berechnen G’ in Blécken
beziiglich der Auspaltungen R?* = R¥ @ R¥ und R2(:—m) = RF=m g RF—m:

G/(p,X) _ (F'(p) 0 )

* F'(p)

25Im Fall N = R ist der 1-Jet Jf ist also fast dasselbe wie das Differential df. Der Unterschied von Jf zu df
ist, dass man hier auch noch f dazunimmt. Dieser Unterschied wird dann im Ubergang zu Mannigfaltigkeiten
verschwinden.

26Dies ist deswegen eine Ubung und kein Lemma, da ich davon ausgehe, dass Sie dies nun inzwischen selbst
durchfithren kénnen sollten.
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wobei * ein Ausdruck ist, der keine weitere Rolle mehr spielt. Diese Matrix hat maximalen
Rang (Rang= 2(k — m)) in jedem p € M, da F’(p) maximalen Rang hat. Also ist 0 ein

reguldrer Wert von G und deswegen TM lokal eine 2m-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

(b) Sei pg € M. Nach Definition 1.19 von C"(M, N) gibt es eine offene Umgebung U von pg in
R* und eine C"-Abbildung f: U — R, so dass f|xnv = f|nno- Nach Definition von d,, f
gilt fiir (p,X) € T,M, p e U:

Aus f € C" folgt f/ € C"~* und damit Jf € C"(TM,TN). n

Ist Y € X(M) ein glattes Vektorfeld, so ist (idp,Y): M — TM, p — (p,Y|,) eine glatte
Abbildung M — TM.

1.7.2 Ableitung reellwertiger Funktionen und Koordinatenkovektorfelder

Es sei C*(M) := C*(M,R). Fiir € R gilt T,R = R. Somit ist das Differential von f im Punkt
p € M (im Sinne von Definition 1.30) eine lineare Abbildung d,f: T,M — R. Nach Definition

des Dualraums (siehe Lineare Algebra) haben wir also
dpf € TyM := (T,M)" = Hom(T,M,R).

Wdh.: Man nennt T/ M den Kotangentialraum von M in p.
Definition 1.59. Die Abbildung®”
df: M — | T;M
peM

pr—dpf

heifit das Differential®® von f.
Schreibweise: Wir schreiben auch Ox f := (dpf)(X) fiir die Ableitung von f in Richtung X €
T,M.

Lemma 1.60. Ist f: M — R glatt und Y € X(M). Dann ist

df(Y): M — R
¢ — (dgf)(Y],)

glatt, also df(Y) € C=*(M).

Beweis: df(Y) ist die Verkettung der glatten Abbildungen (id,Y): M — TM, Jf: TM —
TR = R? und 7,: R? — R, (z,y) — y, also ebenfalls glatt.

27Es wire formal etwas besser, hier die disjunkte Vereinigung statt der mengentheoretischen Vereinigung zu nehmen,
ich mochte hier aber den Formalismus méglichst einfach halten. (Ignorieren Sie diesen Fufinote, wenn Sie sie
nicht verstehen.)

28Man beachten den kleinen sprachlichen Unterschied: In Definition 1.30 hatten wir vom , Differential in (einem
Punkt) p“ gesprochen
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Details: J fo(idas, Y)(q) = T f(q, Y‘ flq),dgf Y‘ ) und daraus folgt w07 fo(idar,Y)(q) =
def(Y],)- ]

Bemerkung. Ist ¢: (—¢,e) — M mit ¢(0) = p € M, ¢(0) = X dann gilt

Gliolf 00 = (e 1) (&(0)) = Ou0) f = Ox f.

Ist o: U — V @ R™ eine Karte mit ¢ = ((pl, .. .,<pm)T mit ' € C°>°(U). Dann gilt

i i _ Kettenr. i _ (%) i
dpp (Xﬂp) = dp’ (Ao (07)(eg) = dp (9’ 0 9T)(eg) = 7 (es) = b5,
wobei 7 : R™ — R die Projektion auf die i-te Komponente ist, und wobei wir an der Stelle (x)

benutzt haben, dass ¢’ o ! (z!,...,2™) = 2’ = 7'(x).

Erinnerung 1.61 (aus der Linearen Algebra). Ist V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum mit
Basis by, . . ., b,. Dann existiert im Dualraum V* := Homg(V, R) eine dazu duale Basis b'*, ..., o™

definiert durch b™*(b;) := §;;.

)

Wir erhalten also aus obiger Rechnung:
Ergebnis 1.62. Die Vektoren Xﬂp, ey Xnﬁ|p bilden eine Basis von T,M und die Differentiale
dpt, ..., dpe™ bilden die dazu duale Basis von TjM.

Wir nennen d,¢* das i-te Koordinatenkovektorfeld®.
Korollar 1.63. Ist ¢: U — V eine Karte von M™ undY € X(M). Dann ist

de'(Y): U — R
g— (dge’) (V],)

glatt, also dp'(Y) € C>°(U). Auferdem gilt

Zd<p ) & (1.9)

EC“’(U) Ex( )

Beweis: Die Glattheit von dp'(Y) € C>®(U) folgt direkt aus Lemma 1.60, in dem wir die
Untermannigfaltigkeit M von R* durch die Untermannigfaltigkeit U @ M von R* ersetzen. Zu
verifizieren bleibt (1.9).

Sei p € U. Dann schreibe Y’p =y, aiXﬂp fir ' € R. Dann gilt
dpe’ Y| Zaﬂ p<p X‘P|

%/_/
=04;

29Diese Bezeichnung ist auflerhalb unserer Vorlesung wohl nicht iiblich, erscheint mir aber logisch, angemessen und
fiir alle mit dem entsprechenden Hintergrund versténdlich.
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Die Funktionen de’(Y) sind also die Koeffizientenfunktionen des Vektorfelds Y in der Karte
@ : U — V. Sie geben an, wie man Y punktweise als Linearkombination der Koordinatenvektor-
felder schreiben kann. Wenn aus dem Kontext heraus klar ist, welche Karte verwendet wird, so
ist es iiblich, Y := d¢*(Y') zu schreiben.3°

Korollar 1.64. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Atlas A := {U, 2% V,, | @ € A}. Sei Y ein
CO-Vektorfeld auf M. Dann ist Y glatt genau dann, wenn fir alle a € A und i € {1,...,m} gilt,
dass d(a)'(Y): Uy — R glatt ist. ]

1.7.3 Vektorfelder operieren auf Funktionen

Wiederholung: Wir schreiben auch Oxf := (d,f)(X) fiir die Ableitung von f in Richtung
X € T,M. AuBerdem C*(M) = {f : M — R glatt}

Ist Y € X(M) ein Vektorfeld auf M und f € C*°(M), dann ist nach Lemma 1.60
df(Y)=0vf: M — R, p»—>dpf(Y‘p):5‘y‘pf

eine glatte Funktion. Also ist dy € End (C>(M)). Offensichtlich gilt fiir f1, fo € C*°(M) und
Y,Y € x(M):

Opy f2 = f1(0y f2)
Oy 5 fo=0vfa+ 03[

Ubung 1.65. Zeige die Produktregel

Oy (f1- f2) = (Ov f1) fo + [1(Oy f2) (1.10)

fir alle f1,fo € C*(M), Y € X(M).

Losung Nr. 1: Wir zeigen die Gleichung in p € M. Sei ¢(—¢,€) — M eine Kurve mit ¢(0) = p,

¢(0) =Y|,. Unter Nutzung von Lemma 1.31 (iii) erhalten wir:

d

Oy, (fi-f2) = dp(fi-f)(Y]p) = T

(1 f2)ectt))
—_————
F1(e(®))-f2(c(t))

] (o) - 3] (o)

t=0

|
Losung Nr. 2: Sei F: M — R2, F(p) := (f1(p), f2(p))? und p : R2 — R, (z,y) — xy. Nach
Kettenregel gilt fiir p € M und der Formel d(, . u(A, B)T = zB +yA erhalten wir fiir X € T,M

dp(f1- fo)(X) = dp(po F)(X) =d (s ), a7 © dpF(X)

30Diese Schreibweise ist in der Physik omniprésent.
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—~
=

dp fa(X
fi(p)dp f2(X) + fa(p) pf1

* X
= d(fy () (o) THO ( :

Hierbei haben wir an der Stelle (x) die offensichtliche Tatsache genutzt, dass die Ableitung einer

Funktion F : M — R’ gleich der komponentenweisen Ableitung ist. [

Sei ¢: U — V @ R™ eine Karte von M. Schreibe ¢ = (<p1, cee @m)T. Dann gilt

(027 (1) ) = (@) (X7],) = (@) (dyiy (071N (e) = dpy(Fo™Nes)  (L11)

= (for V(o) e = 22E7)

- . 1.12
ox? {w(p) ( )

Anschaulich in Worten ausgedriickt: axf ist — in Koordinaten ausgedriickt — gleich der partiellen
Ableitung in die i-te Richtung. Spéter (siche Lemma 2.5.6 in Kapitel 2) wird gezeigt, dass die
Abbildung X(M) — End(C*>*(M)), X —— Ox injektiv ist, und man identifiziert dann X mit dx.
Mit dieser Identifikation ist also — in Koordinaten ¢ ausgedriickt — X7 gleich der partiellen

o j X;"|p , die in Beispiel 1.27

Ableitung in die i-te Richtung, und dies erklart die Schreibweise 567 |
eingefiihrt wurde, denn ¢° ist ja die i-te Variable. Manche Biicher nutzen den Buchstaben z als

Bezeichnung fiir Karten an Stelle von ¢, dann wird der Bezug zur partiellen Ableitung noch

deutlicher.

Der Satz von Schwarz impliziert

ax;’ (Q\ef’f) = %b(m = axf (nyf)

Warnung: Im Allgemeinen haben wir dxdy # dyJx.

1.7.4 Kovariante Ableitung von Vektorfeldern

Definition 1.66. Sei M™ C RF eine Untermannigfaltigkeit und T,M der Tangentialraum von
M im Punkt p. Setze N,M := (T,M)* = {X € R* ‘ X L T,M} als den Normalraum von M
in R* im Punkt p.
Die Orthogonalprojektionen 71';: R* — T, M und 71'2]: R* — N, M nennt man die Tangential-
und Normalprojektionen.

Fiir X € R* gilt

X=m (X)+m(X) mit m (X)L (X).

Sei nun Y € X(M) und n € T,M fir p € M. Die (innere) Ableitung - auch kovariante
Ableitung genannt — von Y in Richtung n ist definiert durch

VoY i=m, ((d,Y)(n) =7, (0,Y) € T, M.

Hierbei ist 0,Y so zu verstehen, dass man in jeder Komponente von Y die obige Definition von

On anwendet.
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Ist Z € X(M), dann ist die Abbildung

VzY:M— | T,M
peEM

pr— Vz‘py
glatt.
Firne T,M ist V,)Y € T,M, firZ e X(M) ist VzY € X(M).

Bemerkung 1.67 (Lokale Formeln). Sei ¢: U — V eine Karte, Y, 1,V wie oben. Definiere
glatte Funktionen I'j;: V' — R (die Christoffel-Symbole) durch

m

X(U) > VasXf = (T3 00) X

s=1

das heifit
FZZ V — R, T — F:](.’L‘) = (d¢—1(z)30§) (VXAPX | o (a) )

ist in C>°(V'). Schreibe Y € X(M) als
= Zyj(p) Xf|p (1.13)
Jj=

fiir alle p € U. Dann ist wegen Korollar 1.63 Y7 € C>(U). Da es etwas aufwindig ist, in Gleichun-
gen wie (1.13) immer {iberall p hinzuzufiigen, betrachtet man in Gleichung (1.13) Y7 als Funktion
C>°(U) und X(U) als C*>°(U)-Modul, dann hat man die einfachere Formel:

Y = Zm:Yij,
j=1

was dann eben konkret so zu lesen ist, dass iiberall wie oben p zu ergénzen ist, und es dann fiir
alle p € U zu gelten hat. In derselben Art und Weise schreibt man dann X = >, X*X7 mit
X' e C>®(U). Weiter sein=>"1", niXﬂp € T,M. Dann gilt:

VY =1 (0,Y) = | 05, (VA7)
J

m

m
(1.10) i : :
Z n'r, <8X*0|p YU(“’)) = Z n'm, ((8;(;0‘ij> Xf|p —i—Ypr@Xﬂpr)

1,7=1 1,0=1
= > 0 (0, Y?) 7L,V MOk, X) )
ij—=1 N———
=V e, X = :L:l(l—‘fjogo)XIf‘p
=D Do O, YO+ Y a Y )T 0 0(p)) | X7,
=1 \i=1 i,j=1
Also folgt:
VxY =3 [ D X (0xY") + ZXYJ ©) | A (1.14)
=1 \i=1 i,j=1

SS 2020 Seite 43



1

ginn der Vorlesung
am 12.05.

[Wiederholung zu Be-

|

Einschub: Einsteinsche Summenkonvention

Einsteinsche Summenkonvention:
Taucht in einem Ausdruck (genauer einem Summanden) in einer Formel derselbe Index
oben und unten auf, so wird tiber diesen Index summiert. Steht die GréBe im Nenner, so

invertiert sich die Stellung von ,oben* und ,unten®.

Abgekiirzt wird dies mit (ESK). Wenn man diese Konvention so sieht, hat man den Eindruck,
dass sie recht unprézise ist. Sie haben sicherlich Ideen fiir Ausdriicke, bei denen nicht so recht klar
ist, ob in ihnen iiber einen gewissen Index summiert werden soll oder nicht.?! In der Praxis ist es
allerdings meistens klar, und in den wenigen Fiéllen, in denen es nicht klar ist, sollte man sowieso
meistens die Summen besser ausschreiben und , keine ESK*“ dazuschreiben. Der Grund, wieso dies
gut funktioniert, ist dass diese Index-Schreibweise vor allem eine Methode ist, um die Objekte der
Multilinearen Algebra und ihre Verkniipfungen effektiv — aber leider koordinatenabhéngig — zu
beschreiben. Man lernt die ESK am besten an Hand von Beispielen.

) -
. 9
Verwechslungen mit X* zu vermeiden — verwendet. Schreibe zudem kurz 0; fiir aX;o =0 2.
Damit lautet die obige Formel (1.14): ”

Wie in Beispiel 1.27 bereits eingefithrt wird ab jetzt zumeist die Notation fir X7 — um

in, e}

8<pi

9 , o
i _Z ) = 9. V"t iy I(Tt. i
(Y 3@) = (XYY" + XY (I}; 0 ) gl (1.15)
Hier wird auf der linken Seite iber ¢ und j summiert. Auf der rechten Seite stehen nach Ausmul-
tiplizieren zwei Summanden. Im ersten Summanden wird tber ¢ und ¢ summiert und im zweiten

Summanden iiber i, j und ¢, wie in (1.14).
Diese Formel ist dquivalent zu

9 , .y
? 7 _ [ A i ¥4
dep (inaiﬂ_ <YJ3<,07>) = (X'(6,Y")+ X Y7 (Ty; 0p)).
Allerdings wird hier nun weder auf der linken noch auch der rechten Seite iiber ¢ summiert. Es
ist nun eine skalare Gleichung?®?, die fiir jedes ¢ gilt, wohin die Gleichung zuvor eine vektorielle

Gleichung?®?® war, die von keinen Parametern mehr abhiingt.

Ende des Einschubs
Seinun ® := p~1: V — U @ M™ C R* eine Parametrisierung. Dann:

0 . Det. Def. 0P
Oyt ’p ! |P (o) ®)es ox’ |w(p)

31Sie ist aber schon mal treffender als jede andere Beschreibung, die ich irgendwo gelesen habe.
32das heift: beide Seiten sind Skalare
33das heifit: beide Seiten sind Vektoren
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und

ai Def. o 9 =90 37@ o — 9 87(1) o
Zagpj - 321’ 8@] B Bif a.’I]] Y= ami a.'lfj ¢

o 82(1) o Schwarz 82(1) o o 8i
-~ \ 0zt0xd L OzI Oz’ v T 0t

o o f. 0 (. 0 )
_ 9 ) A : 1.1
Vogg =T (al aw) ! (aj W) Ve as (1.16)

Und damit schlie3lich:

Weiter:

. . o\ 9\ _ s
by ep=de (vaii 8%0j> i (vas@@@i) = haoe

s __ S
- Fij _I‘ji.

Bemerke zudem, dass V lokal ist, das heif3t seien M™, Mm™ Untermannigfaltigkeiten des R* und
Vektorfelder X,Y € X(M), sowie XY € %(]\/Z) Angenommen es existieren ein W @ R¥ mit
MAW =MnW und

X’MnWEX‘JVmW’ Y’me Y|1\70W'

Dann gilt

vXY|MnW - vfy‘zﬁmw'

Eigenschaften 1.68. Sei p € M. Die innere Ableitung erfillt fir f € C*(M), Y,Z € X(M),
X, X1 € TyM oder X, X; € X(M), a € R:

(i) VyxY = fVxY und Vxix,Y =VxY + Vx, Y. (C*(M)-Linearitdt im 1. Argument)
Das heifit X — VxY ist ein C*°(M)-Modulhomomorphismus.

(i) Vx(Y+2) =VxY + VxZ. (Additivitdt im 2. Argument)
Zusammen mit Vx(aY) = aVxY ergibt sich die R-Linearitdt im 2. Argument, das heifit
Y —— VxY ist eine R-lineare Abbildung.

(iii) Vx(fY)=00Oxf)Y + fVxY. (Produktregel I)
(iv) Via%},» = Viﬂ%ﬂ fir alle ¢, € {1,2,...,m} und alle Karten ¢. (Torsionsfreiheit)
dp? pd
(v) Ox (Y, Z) =(VxY,Z) +(Y,VxZ). (Produktregel IT)
Beweis: ,,(i)“: Rechne

Vimx,Y =7, Orpx1,Y) =m (f(P)x,Y) = f(p)m, (9x),Y) = f(p)Vx),Y-

Vx+X1Y = 7T;F (8x+X1Y) = 7T;f (6Xy+ 8X1Y) = ﬁg (6Xy) —|—7Tg (8X1Y) =VxY + ley

(1)

Vx(Y+2Z)=m (0x(Y + 2)) =7 (0xY +0xZ)
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= 7rg (0xY) + 7TpT (0xZ2) =VxY +VxZ.

(i)«
Vx(fY) = 7T @0x (1Y) € 7T ((0x )Y + fOxY)

= Ox[)Y + frT(0xY) = (Ox f)Y + fVxY.

Hierbei haben wir in der Umformung () die Produktregel (1.10) komponentenweise angewendet.

»(iv)*:  In Gleichung (1.16) gezeigt.
”(V)“:

Ox (Y, Z) = (0xY,Z) + (Y, 0x Z) = (x"(0xY), Z) + (Y, n" (0x Z))
= <Vva, Z> + <Y, VXZ) .

Notation. Setze I';;o(y) := <i

Bt |p,V%‘ 9 > fiir p = ¢~ !(y), genannt Christoffel-Symbole
Pt P

O
mit gesenktem Index.

Lemma 1.69. Es gilt T';;, = 1 (%’;jf + %iif - %Q;'Z)-

Beweis: Nach Eigenschaften 1.68 (iv) gilt I';;o = I'ji¢. Rechne nun:

G 90 a0 Ny, [0 0NV
Ot B Azt \ Opi 4 "It 4 ~ \Toer \ 9pd’ 0yt 4

Eig. 1.68 (v) 0 0 1 0 0 1
S (Tan) o+ (g Vg ) oo et

Hierbei wurde beim ersten Gleichheitszeichen die Definition der g;; genutzt. Man beachte, dass %

die partielle Ableitung im Sinne der Analysis II bezeichnet und somit auf Funktionen V' — R

operiert, wohingegen 0_o_ die hierzu entsprechende Ableitung auf M ist, die auf Funktionen
Ot

U — R operiert. Und weiter folgt durch Vertauschung der Indizes

9gie
o Ljie + Tjoi = Tije + Ljes
D91
aié =T4ij +Leji =Lty + Tjui

Also erhélt man zusammen die Behauptung:

9gje , 99ic _ 09ij _ o1
Oxt  Oxi  Oxt it [ ]

Notation 1.70. Sei wieder ¢: U — V eine Karte und g;; = g;;. Es bezeichne (" (z));; die
Matrix (g;(z));;' fir 2 € V. Also gilt g% ()gje(z) = 60 und g;(x)g’*(x) = 6;¢. Hierbei wurde

natiirlich die Einsteinsche Summenkonvention verwendet.
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Es ergibt sich also

0 0 0 s 0 R
Lijeoyp = <8<p"vaif?8g0j> = <8<P€7 (Fij © <P)&ps> = (Fij o p)(ges © ¥)
Dies ist dquivalent zu I';;, = L'?iges und dies wiederum zu

7 =g"Tije.

Wir erhalten also insgesamt:

1 A , g
1_‘;] _ 7985 (ang + agjé . 891]) ' (117)

Korollar 1.71.

2 Oxi ~ Oxt  Oxt
Bemerkung. Die rechte der Seite der Gleichung (1.17) ist intérinsisch definiert, das heifit sie hiangt
nur von den Funktionen g;; ab. Unter der inneren oder intrinsischen Geometrie einer Un-
termannigfaltigkeit versteht man Strukturen und Eigenschaften, die unter Isometrien invariant
sind. Mit dem unten stehenden Korollar folgt also, dass die kovariante Ableitung zur inneren Geo-
metrie gehort. Dies ist erstaunlich, denn unsere Definition 1.66 der kovarianten Ableitung nutzt
auch Strukturen der extrinsischen Geometrie, d.h. solche, die nicht durch g;; ausdriickbar
sind, nidmlich die Ableitung OxY im umgebenden Raum oder die Orthogonalprojektion 77. Es
ist gar nicht definierbar, was es heiBen soll, dass OxY und 7T unter Isometrien invariant sind. Es

sind keine Objekte der inneren Geometrie.

Korollar 1.72. Ist f: M™ —s M™ eine Isometric und X,Y € X(M). Wir setzen

Xi) = @A X)) V] =) (V])

fir alle p € M. Dann gilt

V¥, = (@f) (vxy|p) Vp € M.

Das heifst die kovariante (= innere) Ableitung bleibt unter Isometrien erhalten.

Bemerkung. Als Merkregel, wie im obigen Korollar und an vielen weiteren Stellen der Vorlesung

X mit X verbunden ist, schreibt man es als Diagramm wie folgt:

Jf T

T™M TM (p,v) — (f(p),dpf(v))
) R (an‘P) (ﬁ7X|ﬁ)
(idar,X) (d5.X) (id7X)I I(id,)?)
P P
M / M !

Wenn das Diagramm kommutiert, so sagt man X ist f-verwandt mit X. Das Korollar 1.72 sagt
also: Ist X mit X f-verwandt, und Y mit Y f-verwandt, dann ist auch VxY f-verwandt mit
VY.
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15.5.

Beweis von Korollar 1.72: Sei ¢: U — V eine Karte von M. Wir schreiben dann alle

k

Strukturen auf M mit einem Dach, also z. B. fl- fiir die Christoffelsymbole. Dann ist ¢ := U:=

J

pof~Ll: f(U) — V eine Karte von M. Da [ eine Isometrie ist, gilt g;; = gfj und damit I';;p = fijg

E _ Tk
also folgt I'7; = I'j;. ]

1.8 Hyperflachen und 2. Fundamentalform
1.8.1 Einheitsnormalenfelder

Definition 1.73. Sei M™ C R* eine Untermannigfaltigkeit. Man nennt M eine Fliche, falls
m=2. Gilt k=m+ 1, so heifst M eine Hyperflache.

Beispiel 1.74. Die m-Sphire S™ C R™*! ist eine Hyperfliche.

In diesem Abschnitt gilt & = m + 1 und somit dim(N,M) = 1, aufler wenn explizit anders

angegeben wird.

Definition 1.75. Sei U @ M. Ein (auf U definiertes) lokales Einheitsnormalenfeld (kurz:
lokales ENF ) ist eine stetige Abbildung

v:U — S™, p—v

)
p

so dass V’p € N, M fiir allep € U.
FEin Einheitsnormalenfeld (kurz: ENF) ist ein auf ganz M definiertes lokales Einheitsnorma-
lenfeld.

Beispiel 1.76. Sei p: U — V eine Karte von M, ® := ¢~ ': V — U @ M C R™*!. Dann ist

a%ﬂ ) = 3‘3 und somit ist %| R, a{?n eine Basis von Tg(,) M.
Sei Y| () der Vektor mit
o o
Y >: — .., = R™HL,
< ’q}(m),v det <8x1 REREES-yern x,v) Y €

Die Abbildung
0P 0P

det(azl x,...781:7m

ist linear. Sei g € R (m+1) die zugehorige Matrix, d. h. ein Zeilenvektor. Dann gilt

: ) :R™ R
T

_ AT m+1
Y|q>(z) =" eR .
Formel: Sei sgn(o) das Signum von o € Sp41 := Perm{1,...,m + 1}. Dann
a@a‘(l) a(I)U(m)
Y’Cb(’r) = Z SgD(O’) Ozl T ™ €o(m+1)

0ESm+1
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€1

d o 2
—dets | 220

m+1
EISEREEie e eR .

€m+1

Hierbei bedeutet ,, det “, dass die {ibliche polynomiale Formel fiir die Determinante einer (m+1) x
(m + 1)-Matrix auf den Ausdruck in der Klammer angewandt wird, obwohl der Ausdruck in der
gar keine (m + 1) x (m + 1)-Matrix ist, denn in der letzten Spalte stehen Vektoren an Stelle von

Skalaren. Es gilt stets Y“P(%) 1L gﬁ N fir alle 1 <7 <m.

Da die gﬁ | linear unabhéngig sind, gilt Y| B(2) # 0. Auflerdem gilt Y

Die Abbildung

o(z) € N@(m)M

T —> Y}@(x)

ist glatt.

Definiere nun ein lokales Einheitsnormalenfeld durch

Y|

v:U — S™, 1/|p = W

Dieses Einheitsnormalenfeld ist glatt.

Betrachte nun die Spezialfille m € {1, 2}:
Fiir m = 1 sei ®: I — ®(I) C R? eine Kurve mit I = (a,b), ®(t) = (<I>1(t),<I>2(t))T. Rechne

Pl . . — P2 0 —1).
Yoo —=det|[.. V)] =dleg—d2e=| . |= .
(I)Q €9 (I)l 1 0

o Tay = 20 N@(t):<0 _1> To(t).

Also gilt

= ||e(t)

[¥1aco

Das heifit V|<1>(t) = No(t).
Fiir m =2 sei ®: R2 ® V — U C R3. Dann rechne

€1
oP 0P 0P 0P

— ==, | = == X =—.
ozl’ 0z2’ ozl = Ox?
€3

Y o® =det

Damit ist ein lokales Einheitsnormalenfeld gegeben durch

0% 02

v = azlxw )
[Fram |

Sind v: U — S™ und #: U —» S™ zwei lokale Einheitsnormalenfelder von M. Dann definiere
e:UNU — R mit e(p) = <V|p,17|p>. Dann gilt e(p) € {1}, denn aus I/|p,ﬁ’p € N, M folgt

V‘ = :I:ﬁ| . Also ist € lokal konstant (da € stetig). Insbesondere ist € glatt. Es gilt {ibrigens © = ev.
P P

Proposition 1.77. Jedes (stetige) lokale Einheitsnormalenfeld ist glatt.
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Beweis: Sei 0 ein auf U definiertes lokales Einheitsnormalenfeld.
Zeige Glattheit von # auf einer Umgebung von p € U. Sei @: U — V eine Karte von M mit
p € U. Konstruiere ein lokales Einheitsnormalenfeld v wie in Beispiel 1.76. Dann ist v: U — S™

glatt und ﬁ}UmU [ |

=& V|UnU'

Bemerkung 1.78. Nicht jede Hyperfliche besitzt ein (auf ganz M definiertes) Einheitsnorma-
lenfeld. Betrachte zum Beispiel das Mobiusband:

Wir erhalten das Mobiusband M C R? als Bild der Abbildung
(1+ L cos(s/2)) cos s

O:Rx (—1,1) — R (s5,t) — | (1 + £ cos(s/2)) sin(s)
Lsin(s/2)

Spéater wird — in Definition 3.7.4 — der Begriff einer Orientierung von M definiert. Dann wird
man sehen, dass eine Hyperfliche M genau dann orientierbar ist, wenn M ein (auf ganz M defi-

niertes) Einheitsnormalenfeld besitzt.

1.8.2 Weingarten-Abbildung und zweite Fundamentalform

In diesem Unterabschnitts wird angenommen, dass M ein Einheitsnormalenfeld v besitzt (auler

explizit anders angegeben).

Definition 1.79. Sei M™ C R™*! eine Hyperfliiche mit ENF v. Dann ist die Weingarten-
Abbildung von (M,v) in p € M definiert als

W,(X)=—-0xv e R™™ VX € T,M.
Lemma 1.80. Es gilt W,(X) € T,M. Also gilt W;, € End(T,M)=T,M @ T, M.
Beweis: Differenziere 1 = (v,v) € C°°(M) und erhalte
0=0x (v,v) = (Oxv,v) + (v,0xV) = 2 (OxV,V).

Also gilt Oxv L v. ]
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Definition 1.81. Sei M™ C R™T! eine Hyperfiiche und v ein Einheitsnormalenfeld auf M.
Dann ist die 2. Fundamentalform (2. FF) die Abbildung

0y T, M x T,M — R, (X,Y)— (1,057 )

wobei Y ein auf einer Umgebung von p definiertes Vektorfeld mit }7|p =Y gilt.
Dabei ist 1T, bilinear, also I, € TAM @ T, M.

Die Wohldefiniertheit wird in der folgenden Proposition gezeigt. Damit die Definition Sinn ergibt,
muss man sich zundchst kurz iiberlegen, dass man zu jedem Vektor Y € T, M {iiberhaut ein Y

wie oben findet. Man wéhle eine Karte ¢ : U — V mit p € U. Wir schreiben ¥ = Yj{%j‘
P
mit Y7/ € R. Dann erhalten wir ein Y € 2 (U) mit den gewiinschten Eigenschaften durch die

Definition Y := Y/ 8%;9" wobei wir nun eben Y; als konstante Funktion interpretieren.
Proposition 1.82. II,(X,Y) hingt nicht von der Wahl von Y ab und es gilt
(X, Y) = IL(Y, X) = (W,(X),Y) = (X, W,(V)).

Das heifit: I, ist symmetrisch, und W, ist selbstadjungiert.

Beweis: Wir verwenden die Einsteinsche Summenkonvention. Sei ¢: U — V eine Karte, ® :=

et und x == @(p).
Schreibe Y = }71% mit Y7 € C>°(U). Man beachte 9; €Dy

o
Dann gilt ”
~. 0 .0
Y - Y'] ~ | > - g n .
®) 097 |p 99" |p
Rechne damit
-~ 9 . ~N\ 0 ~., 0
Y:XZ Y‘ji, :XZ iY‘] e — YJ T~ .
O 86% ( 3@-’) <(8 ) D7 o 8@) P

Dann ﬂg(ﬁxff) = XY (p)aN (0 2 ) und mit a?;j = 22 o ¢ schlieBlich

9.0 (0 (9% No1)opo P
“0pi  \ Oxt \ Oxd v)e¥ YT rioe 0

pr(aXY)zxzyq wN( e b)

Damit

p P\ Ozi0xI
Also ist I, (X,Y) = <V7 pr(8;¢?)> unabhingig von der Wahl von Y.
Der Satz von Schwarz liefert

0%o 0?®
N _ N _
Tp ((%ciamj) — T (axj(“)xi) = BEY)=hEX)

Fir X € T,M und Y € X(U) (mit U @ M) gilt

0=0x <1~/, 1/> = <8X}~’, V}p> + <17

=0

p,axy> = I,(X,Y) — <17 . Wp(X)> .
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Also gilt (Y, W, (X)) = IL,(X,Y). o

Definiere noch die Koordinatendarstellung der 2. Fundamentalform beziiglich der Karte
p:U—V als

0 0 0%®
hij(x) =1, <3<p’ p’awjp> _<61"6$] $71/|p>, p = ®(x).

Offensichtlich sind die Funktionen h;; : V. — R glatt.

, z = o(p), Wf € C>(V) und
P

Bemerkung 1.83. Schreibe W, <3Z’i

— i o)
p) =W; (!13)37]-

hijl) =11 ) 9o |n) o We | 550 = | Wi )= >:W£ac io(2).
]( ) (a@l P &pJ ’p) <agol p p(@w‘] ‘p>> <awz » ]( )a@[‘p _]( )g@( )

Also gilt h;; = ngig. Durch Multiplikation mit ¢% und Summation iiber i ergibt sich dann

Wi = Wjeg&gis = QSihij-
Notation 1.84. Sei ¢: U — V eine Karte. Wird in Zukunft eine Gleichung wie

O\ ;0
" W(awi>_Wi8¢j

geschrieben, die etwas in Koordinaten beschreibt, so sind die Funktionen und Vektorfelder in p

oder in = ¢(p) auszuwerten, je nachdem, ob das Objekt auf U oder V' definiert ist.
Zum Beispiel sind g;5, h;; und le auf V definiert, hingegen sind (%i und W auf U definiert. Das

_ I o)
=W @)

heifit mit der Gleichung (x) ist genau genommen das folgende gemeint: Wp(%

mit = p(p).

Die Notation hat zwei Vorteile: Zum einen ist sie kiirzer und Informationen, die fiir einen er-
fahreneren Mathematiker redundant sind, werden unterdriickt. Zum anderen gibt es so manche
Objekte, die in einem Teil der Literatur auf U definiert sind und in anderen Quellen auf V. Durch

obige Notation sind die Formeln unabhéngig von der gewahlten Konvention.

Da I, symmetrisch ist, ist W), selbstadjungiert, also W = W,. Hieraus folgt aus Linearer

Algebra, dass W, diagonalisierbar ist.

Definition 1.85. Sei wieder M™ C RF eine Untermannigfatigkeit, k =m + 1.
(i) Es existiere ein Einheitsnormalenfeld v.

(a) Die FEigenvektoren von W, nennt man die Hauptkriimmungsrichtungen von M (in

R™+1) im Punkt p. Die Eigenwerte heiflen Hauptkriimmungen.

(b) Die Abbildung p — -~ Tr(W,) =: H, nennt man die mittlere Kriimmung.
Das heifst es gilt mH, = Tr(W,). In einer Karte ¢ erhalten wir also mH o ¢! =
gijhij , also inbesondere H € C*°(U). Da ganz M durch Definitionsbereiche von Karten

tberdeckt wird, haben wir auch H € C*°(M).

(ii) Gilt k = 3 und m = 2 und sei v ein lokales Einheitsnormalenfeld. Dann heifit die Abbildung
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p— K, :=det(W,) die GauBBkriimmung. FEs ist eine glatte Funktion.

Seien v: U — S? und 0: U —» S? lokale Einheitsnormalenfelder. Dann gilt fir p € U N
U dass V‘UQU = £0| ;0 und damit Wy = +W7, also det(WY) = det(W}). Die Gaug-
Kriimmung hangt also gar nicht davon ab, welches lokale Einheitsnormalenfeld benutzt wird,
um sie zu definieren. Da jeder Punkt in M im Definitionsbereich einer Karte liegt, gibt es ein

um thn definiertes Finheitsnormalenfeld. Somit ist die Gauf-Krimmung auf M definiert.
Es gilt dabei:

Kp = det(gwhgj)ij = det(gw)ig det(hgj)gj = det%gj))J
13/

Beispiele 1.86. (a) Betrachte wieder einen Zylinder wie in Beispiel 1.37

cos(t)
M = sin(t) z,teR

z
Fiir jedes av € R ist

cos(t)
D (,a+27) xR — M, (t,z) — | sin(t)

z

eine lokale Parametrisierung von M. Die Abbildung & ist nie surjektiv, fiir jedes « ist eine
Gerade in M nicht im Bild von ®, wie in Abbildung 1.17 angedeutet: die rote Gerade
{1} x {0} x R ist nicht im Bild von ® fiir o = 0.

Abbildung 1.17: Der Zylinder M

Sei nun o = 0 und ¢ := (¢!, p?)T := &1, Dann ist p'=t € (0,27) und 2=z € R also ist
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Damit ergibt sich g;; = &;;. Es ist v:= 2 x Z = [ sin(t) |. Also
0
cos(t —sin(t
N O\
V= — = -
2 I sin(t) cos(t) T
0 0
cos(t
Do v = d i . =0
ERS P sin(t) | =
0

Also ergibt sich
0 0 0
w, (m) -2 W, (a) 0

Damit folgt, dass % und % die Hauptkriimmungsrichtungen sind, dass die Hauptkriimmun-
gen —1 und 0 sind und dass damit H = f% und K = 0 gilt.

(b) Betrachte nun S™ C R™*1. Ein mogliches Einheitsnormalenfeld ist die Abbildung v : S™ —
S™, v(z) =z, also v = idgm. Dann haben wir fiir Y € T,S™, p € S™:

8YI/ = (dp idgm)(Y) = Y,

also W,(Y) = —Y. Es folgt H = —1. Jeder Tangentialvektor (ungleich Null) ist eine Haupt-
kriimmungsrichtung, da er Eigenvektor von W zum Eigenwert —1 ist. Wir erhalten auch
I(X,Y) = —¢g(X,Y). Im Fall m = 2 haben wir zudem K = 1.

Bemerkung 1.87 (Bedeutung der mittleren Kriimmung). Ohne Beweis bemerken wir noch: Sei
M™ C R™! mit einem Flécheninhalt vol(M) = ™ (M) = [, 1du™ € [0,00].
Dann ist H = 0 genau dann, wenn M lokal das Volumen minimiert (siehe Theorem 1.103.

(i) m=1. H =0 genau dann, wenn M eine Vereinigung von Strecken ist.

(ii) m = 2. vol(M) = area(M). Wir haben also: H = 0 genau dann, wenn M lokal den Flichen-

inhalt minimiert. Fldchen mit H = 0 nennt man Minimalflachen.

1.8.3 Ein Ausblick auf hohere Kodimension

Sei M™ C R* eine Untermannigfaltigkeit, mit beliebiger Dimension m und beliebiger Kodimension

k —m, d.h. M sei nicht mehr notwendigerweise eine Hyperfliche.

Definition 1.88. Zu X,Y € T, M definieren wir die vektorwertige 2. Fundamentalform als

I,(X,Y) =7 (0xY)

wobei Y eine Erweiterung von'Y zu einem lokal definierten Vektorfeld ist.

Analog zu Proposition 1.82 zeigt man, dass pr(X, Y) unabhingig von Y ist und dass ﬁp(X, Y)=

i, (v, X).
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Falls k =m + 1 gilt und v ein Einheitsnormalenfeld auf M ist, so gilt
I,(X,Y)=1,(X,Y) v

Vorteil: ﬁp ist fur alle Untermannigfaltigkeiten definiert.
Es gilt

I,: T,M xT,M —R, 1,eTi:MoT:M
M,: T,M x T,M — N,M, T,eT;MaT;MaN,M.

Beispiel 1.89. Sei m = 1, k > m und c: (a,b) — R eine lokale Parametrisierung einer 1-
dimensionalen Untermannigfaltigkeit, insbesondere ¢(t) # 0.

Angenommen ¢((a, b)) = M, dann ist T.(t) = % eine Basis von T ;) M. Dann ist ¢oc™! € X(M)

eine Erweiterung von ¢(tg) € T, M. Dann rechne®

d

T €0, 000) = 7o @0 ) = (| (o7 00)) = e,

t=to
Diese Identitat wird oft als Satz von Meusnier bezeichnet.
Falls ||¢(t)|| = const, dann gilt

d

0= le()I” = 2 (1), (1)

Also Ty (6(t), é(t)) = é(t).

Definition 1.90. Sei M™ C RF Sei k > m beliebig und sei Ey, ..., E,, eine Orthonormalbasis

von T,M. Dann setze
R
=— > I,(E;,E)
e

als das Mittlere-Kriimmungs-Normalenfeld.

Dabei gilt
- 1 .. 0P
H,=—g¢"zN .
P T <8x18x1>

Bemerkung 1.91 (2. FF und Geoditische). Sei c: (a,b) — M™ C R* glatt mit ||¢| = 1. Dann

sind adquivalent:

(a) Fir alle ty € (a,b) existiert ein € > 0, so dass c|(t076 tote) die kiirzeste Kurve in M von
¢(to — €) nach c(tg + €) ist.

(b) &(t) L T.)M fiir alle t € I. Das heiflt, ¢ ist eine Geodatische (vgl. Ubungsblatt 6, Aufgabe
4).

Insbesondere gilt dann é(t) = Ii(¢, ¢), siche Beispiel 1.89.

34Hier ist die Argumentation noch ,recht kurz“ Insbesondere ist hier natiirlich auch zu kliren, wie Oe(t) (coc™1)

zu den obigen Definitionen passt. Man muss dazu zunichst ¢ o ¢=1 zu einem Vektorfeld X € 2°(U), U offene
Umgebung von ¢(tg) in M fortsetzen.
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19.5.

1.9 Theorema egregium

In diesem Abschnitt sei M™ C R” wieder eine Untermannigfaltigkeit.

Definition 1.92. Seien X,Y,Z € X(M). Dann heifst
R(X, Y)Z =VxVyZ -VyVxZ2Z— VvaZ + VVyXZ
der riemannsche Kriimmungstensor.

Dabei ist R lokal im folgenden Sinne: Sei © @ R” so dass MNO = MNO. Seien X, Y, Z € X(M)
so dass X{Mmo =X
somit R(X,Y

KInO (?beinso fir Y und Z). Dann gilt auch VXY|Mmo = VX?|Mmo und
= R(X,V

)Z| vim0 )Z| 10 In einer Karte ¢: U — V' schreibe

o 9\ o . 0
R (575 ) e = (Rar'o9) 55 <30

Dann gilt R;;* € C°(V).
Die 2. Aufgabe auf dem Tutoriumsblatt 5 besagt fir X,Y,Z € X(M) und f € C*(M):

R(fX,Y)Z=fR(X,Y)Z=R(X,fY)Z =R(X,Y)(fZ).

Da R zudem offensichtlich in allen drei Argumenten R-linear ist, ergibt sich fiir X = X 8(3;7? , Y =

Yj%’ 7 = Zkagk auf U, dass

0

_ iy g 7k L
R(X,Y)Z = X'YI ZF Ry 9

(1.18)

1

Hierbei ist wieder geméfl Notation 1.84 Rij;f als Rijkz 0@~ " zu lesen.

Korollar 1.93. Sei M™ eine gegebene Untermannigfaltigkeit von R", und sei p € M. Dann hdngt
(R(X, Y)Z)|p nur von X|p,Y|p und Z’p ab. Man erhdlt eine trilineare Abbildung

Ry: T,M x T,M x T,M — T,M,  (v,w,n) — (R(X,Y)Z),

Wobei XY, Z € X(U) Fortsetzungen von v,w,n sind undp € U G M.
Also gilt R, € TyM @ TyM @ TyM ® T, M. Wir nennen R bzw. R, auch den riemannschen

Kriimmungstensor.

Definition 1.94. Sei f: M — M und X € X(M), X € X(M). Dann heift X f-verwandt mit
X, falls fiir alle p € M gilt, dass X‘f(p) = (dpf) <X|p). In anderen Worten:

™ 2L Tar

(id,X)T [6) T(id,f()

35 Falls f ein Diffeomorphismus ist, dann ist X mit X genau dann f-verwandt, wenn X mit

35Wir erinnern daran, dass der 1-Jet 7 f im wesentlichen dasselbe wie das Differential df ist, nur dass der Basis-
punkt p € M und sein Bild f(p) mitberiicksichtigt wird.
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X f~l-verwandt ist. Sei X € X(M). Dann setze X|f(p) = (dpf) (X’p) und erhalte ein zu X
f-verwandtes X € X(M).

Bemerkung 1.95. Aus Korollar 1.72 und der Definition des riemannschen Kriimmungstensors

folgt unmittelbar:
Sei f: M —» M eine (lokale) Isometrie und X,Y,Z € X(M) seien f-verwandt mit X,Y,Z €
X(M). Dann ist R(X,Y)Z f-verwandt mit R(X,Y)Z. Das heift

LF(RX,Y)Z) = (R(X,Y)2);p  VpEM.

Satz 1.96 (GauB-Gleichung). Sei M™ C R™*! eine Hyperfliche mit ENF v und X,Y,Z € X(M).
Dann gilt
R(X,Y)Z =1(Y, Z)W(X) - (X, Z)W(Y) (1.19)

oder offensichtlich dquivalent’®

R(X,Y)Z =(Z,W(Y))W(X)—(Z,W(X)) W(Y).
Schreibe lokal in Koordinaten:
Rt = hjpW! — hy W, (1.20)
Bemerkung. Es sind dquivalent:
(i) Es gilt (1.19) fir alle X,Y, Z € X(M),
(ii) Es gilt (1.19) fir alle p € M und fiir alle X,Y, Z € T, M,
(iii) Es gilt (1.20) fiir alle Karten eines Atlanten.

Beweis von Satz 1.96: Zeige zunichst (1.20) in einer Karte p: U — V. Sei ® := »~! und
x = ¢(p), also p = ®(z). Dann

d 0 . 0 N B
setr .~ e, = % () + 7 O, 09)

— el
=V_ o 57| (=2 e Yo
EPY P P\ 967 |, 067 |, »

= vail 8<pj

p

Erneutes Ableiten liefert dann (wir lassen hierbei die Punkte weg, an denen wir die Ausdriicke

auswerten, wobei wir der Konvention von Notation 1.84 folgen). Insbesondere verschmelzen durch

def

) 9 o und 2.
Pt ox?
P

die Identifikation von p mit ¢(p) die Bedeutungen von 9; (

0ri0xifzk — Oxt

R 0 0 0
(Ve +hoe-+) =2 (ot + v -0)

+7TN<8{)V 0 )—Fahjk-u—khjk'aau.
Dt

=V 5e7 | BT ODiph oz’

Ié]
257 0ed OPF

36Pragen Sie sich die Version ein, die Sie sich besser merken kénnen, welche ist egal.
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Das heif}t

fAL) 0 0
T B — - .
m <8:vi8mj8xk> v o V% Ok hiw - W <(“)<pi>

Aber nach dem Satz von Schwarz gilt:

PP B B )
T _ T _ — P - —
i (m@ﬂmk) i (azjaxiaxk) Vi Vit gor ik W(aw)

und dies ergibt dann

0 0 0 0
Vet Vit agr T Vol Y o o —"jk‘W<a¢i> "“k'W<agpj)
0
_ 4 4
- (hjk'Wi _hik'Wj) 87@[7

wobei wir W (8‘;) = ch%l benutzt haben. Wir nutzen nun Eigenschaften 1.68 (iv), d. h.

0 0

J  (def) 0 0 0 0
.. ei — _ _
gk 5 Vit Vit ok~ Ve Ve agh VAo T VP gt
0
— y4 4
= (huWi - hiij)fagog. (1.21)

Und die Koeffizienten dieser Gleichung ergeben (1.20).

Im Fall X = 52,V = 3% und Z = 32 ist (1.21) gerade die Aussage von (1.19). Dies gilt fiir
© @ ©
alle 4,5,k € {1,...,m}, d.h. (1.19) gilt, wenn X, Y und Z eine Basis durchlauft. Auf Grund der

Trilinearitit beider Seiten folgt somit (1.19) fiir beliebige X, ¥ und Z. ]

Bemerkung 1.97. Es gibt auch eine Version des Satzes?” fiir beliebige Untermannigfaltigkeiten
M™ c RF, namlich:

<R(X,Y)Z, 2> = <ﬁ(Y, 7),1(X, Z)> - <ﬁ(X, AR Z)> .

Diese Version benétigt auch kein Einheitsnormalenfeld.?® Ich kann mir diese Formel am besten

in der Form

I(x,2) L(Y,Z2)
I(x,z) L(Y,Z2)

<R(X, Y)Z, Z> — det® <q
merken, denn die rechte Seite ist — wie wir im folgenden Theorem sehen werden — mit einer Deter-
minante einer 2 x 2-Matrix, ndmlich der Gauf}-Kriimmung, eng verbunden. Bei der Interpretation
a
der Determinante ,, det “ = ad—bc ist aber Vorsicht geboten, denn die Eintrage der Matrix

c
sind Vektoren, und deswegen sind die Produkte ad und be als Skalarprodukte zu interpretieren.

Theorem 1.98 (Theorema egregium von Gau$, ca. 1827). Sei M? C R3 eine Untermannigfal-

3"Dieser wird hier nicht bewiesen.
38Wir wollen diese Version hier nicht zeigen, denn in aufbauenden Vorlesungen brauchen wir sowieso auch noch
Verallgemeinerungen dieser Aussage.
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tigkeit und E1, By eine Orthonormalbasis von TpM. Dann gilt

K, = (R(E1,E2)Es, Ex) .

Beweis: Schreibe W(E,) = W Eg, also WS = (W(E,), Eg) = I(E,, Eg). Dann rechne

(R(Eh, E2)Eq, En) = (B, E2) (W(E1), Ev) — I(E, E2) (W(E2), E1)
Wll W21

=W2W}! — W2W.) = det
2 1 1 2 le W22

) = det(W,) = K.

Korollar 1.99. Seien M, N Untermannigfaltigkeiten des R3 mit Gaufkrimmungen K € C*°(M)
und K € COO(M). Ist f: M —> M eine lokale Isometrie, so gilt K o f = K. ]

Ein paar historische Bemerkungen: Der lateinische Name dieses Theorems bedeuteut ,hervorra-
gend wichtigen Lehrsatz®. Dieser Name und die Tatsache, dass dieser fast 200 Jahre alte Name sich
bis heute erhalten hat, deutet darauf hin, welche wichtige Rolle dieser Satz in der Entwicklung der
Mathematik und insbesondere der Geometrie der Untermannigfaltigkeiten gespielt hat und immer
noch spielt. Die entscheidenden Ideen zu dem Satz kamen Gaufl angeblich bei der Landvermessung
der Hannoveranerschen Gegend in den Jahren 1821-1825. Das Theorema egregium war ein wich-
tiger Meilenstein auf dem Weg zur Entdeckung der hyperbolischen Ebene. Eine verallgemeinerte
Form des GauB-Gleichung in Satz 1.96 ist auch von zentraler Bedeutung fiir Rechnungen in der

Allgemeinen Relativitdtstheorie.

Beispiel 1.100. (i) Die Abbildung

t cos(t)
[ R*x {0} — Z, s | — | sin(?)

S

fiir den Zylinder Z := im(f) ist eine lokale Isometrie. Ein Einheitsnormalenfeld auf R? x {0}
0
ist gegeben durch v = | 0 |. Also gilt W = 0 und damit II = 0, also auch K® {0} = 0,

1
Aus Korollar 1.99 folgt, dass die Gaukrimmung von Z konstant verschwindet.

(ii) Fiir M = S™ ist 1/|p := p ein Einheitsnormalenfeld. Das heifit W(X) = —0xv = —X und
damit T = —T also II(X,Y) = — (X, Y). Damit rechne

R(X,Y)Z = -I(Y, Z)X + (X, 2)Y = (Y, Z) X — (X, Z) Y.
Im Spezialfall m = 2 erhalten wir
K = (R(Ey, E3)Es, Ey) = (B, B) (Ey, Ey) — (Ey, Ey)? = 1.

Zu jeder offenen Menge U C S? gibt es also keine Isometrie U — V @ R? x {0}.

Wiederholung zu Be-
ginn der Vorlesung

am 22.05.
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1.10 Variationsformel

Ziel dieses Abschnitts ist die folgenden Aussagen zu prézisieren und beweisen:
(i) Sei M? C R? eine Fliche, die lokal den Flicheninhalt minimiert. Dann gilt H = 0.

(ii) Sei 7v: [a,b] — M™ C R" die kiirzeste aller Kurven %: [a,b] — M mit Y(a) = 7(a),
A(b) = v(b) und ||¥(t)|| = const. Dann ist v eine Geodétische in M, d.h. fir alle ¢ € [a,b]
gilt ’}/(t) S N.y(t)M.

Umkehrungen dieser Aussagen sind lokal ebenfalls richtig.3"

Definition 1.101. Sei M™ C R" eine Untermannigfaltigkeit. Eine Variation von M ist eine
glatte Abbildung

F=F,: M x (—¢,e) — R", (p,t) — F(p,t) = Fi(p)

so dass Fy =id ;.
Der Trager supp(F,) ist der Abschluss in M der Menge

{pEM ’ F(p,t) #p fir einte (—6,6)}

in M. Das heifit fir alle g € M \ supp(F,) gilt F;y(q) = q fir alle t. Man nennt F, eine Variation
mit kompaktem Triger, falls supp(F,) kompakt ist.
Das Variationsfeld von F, ist die glatte Abbildung

d
ViM—R, g —

ar Fi(q).

t=0

FirV: M — R" ist supp(V) := V=1 (R" \ {0}) der Trager des Variationsfeldes.

M

supp(F,)

Bemerkung 1.102.
(i) Es gilt supp(V) C supp(F.), aber im Allgemeinen gilt keine Gleichheit.
(ii) Fiir gegebenes glattes V: M — R definiere FY(p,t) := p + tV(p).

Dabei ist FY glatt und erfiillt F¥(p,0) = p, also ist I eine Variation von M mit Variati-
onsfeld V und supp(V) = supp(F").

(iii) Ist F, eine Variation mit kompaktem Tréger, dann existiert ein €9 > 0 so dass F;(M) eine

Untermannigfaltigkeit von R” fir alle [¢] < g ist. (Wir wollen diese Aussage nicht beweisen,

39Wir werden die Umkehrungen aber unbewiesen lassen
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da der Beweis etwas aufwéndiger ist. Recht einfach folgt aber aus Stetigkeitsgriinden, dass
ein €1 > 0 gibt, so dass F; fiir alle ¢ mit |t| < e; eine Immersion ist. Diese schwéchere
Aussage ist fiir unsere Zwecke eigentlich schon ausreichend. Denn man kann die Formel fiir
das Volumen naheliegend auf Immersionen so ausdehnen, dass das gewiinschte herauskommt:

wie folgt:)

(iv) Ist M eine Untermannigfaltigkeit und F' : M — R" eine stetig differenzierbare Mannigfal-

tigkeit, so kann man definiereren

vol(FF: M — R") := / \/det ((dpF)T o dpF) duM(p) € [0, o0].
" €End(T, M)
Ist (M) eine Untermannigfaltigkeit und F' : M — F (M) ein Diffeomororphismus, so zeigt
man leicht, dass vol(F : M — R") = vol(M). Wir haben das Volumen von Untermannig-
faltigkeiten erweitert. Erlaubt sind nun zum Beispiel Untermannigfaltigkeiten, die sich selbst
durchdringen oder nicht-glatte Stellen besitzen. Insbesondere ist dann vol(F; : M — R")
fiir alle t € (—¢, €) definiert und alle folgenden Beweise gelten auch in dieser groferen Allge-

meinheit.

Theorem 1.103 (Variationsformel). Ist F: M™ x (—e,e) — R" eine Variation von M mit
kompaktem Triger. Dann gilt fir jede kompakte Menge K O supp(F,):

=] VolF(K)) = —m /M <v, ﬁ> A,

t=0
Bemerkung. Falls Vol(M) < oo, dann ist auch Vol(F;(M)) < oo fir alle ¢ € (—e, €) und es gilt

=Vol(F;(K))+Vol(M\K)

- 7 M
Vol(F(M)) =-m V,H)du™.
t=0 M

dt

Beachte dass Fy(M\ K) =M\ K.
Lemma 1.104. Sei (a,b) C R ein Intervall mit 0 € (a,b) und sei
(CL, b) — Glm(R>7 t— At

in C1. Dann gilt

det(A;) = (det(Ap)) Tr ( 51% t—OAt> .

t=0

Beweis: Definiere B, := Aj ' A;. Dann gilt By = 1 und det(A;) = det(Ap) det(B;). Dann bleibt
zu zeigen, dass % |t:0 det(B;) = Tr Bt).

Schreibe B, = (b;; (t))” Dann gilt

d
di |t:0

det(Br) = bia(t) by + 3 580(0)b1o(1)(8) by (1)
id#0c€eS,,

In den Summanden der zweiten Summe sind mindestens zwei Faktoren Null fiir ¢ = 0, im ersten

Summanden sind alle Faktoren Eins fir ¢ = 0.
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Das heifit, es gilt

d .
dt ‘tZO (blo’(l) (t) e bma(m) (t)) =0 Yo 7é id
und andererseits
d (b11(t) - - - by (2)) = d (b11() + - .- + by (1))
dt ‘t:o 1 mm - dt ’t:O 11 e mm

d d
= — B, =Tr|{—| B:).
dt’t:o o g (dt’t—o t>

Also folgt die Behauptung. ]

Bemerkung. Im Beweis von Theorem 1.103 werden der Einfachheit halber zwei Annahmen ge-

troffen:
(i) Es gibt eine Karte ¢p: U — V mit K C U,
(ii) Es gilt V(p) L T, M fiir alle p € M.

Dabei wird der allgemeine Fall ohne Annahme (i) dhnlich gezeigt, wenn man eine ,Partition der
Eins® nutzt.
Im allgemeinen Fall ohne Annahme (ii) kann durch Umparametrisierung eine Variation mit V(p) L

TpM erreicht werden.

Beweis von Theorem 1.103: Es gibt ein ¢ € (0, €], so dass fiir alle ¢ € (—€g, €9) die Funktion
O, :=F, 091 :V — F,(U) eine lokale Parametrisierung von F;(M) ist. Setze ¢; == (®;)~! =
po Fl: F{(U) — V, dies ist also eine Karte von Fy(M).

Schreibe weiter gf; := g'. Dann ist*’

n: V x (—€p,€60) — R, (z,t) — ‘det (gfj(x))”

glatt in & und ¢ und es gilt

d d
el . det(qgt.
t =" @, 0) e (@)
|det(g0j(m))’ ik d
= w7 T‘[‘ - — t
o ™ (2o () )
“ Lo 3 @l
2 ’ dt’tzo ke
k=1
Mit (") := (g;)~"
Es gilt ¢, = <gf,§, 235 ), also:
dy e [P 00\ 0% 07D
at =0 = \ azk ot o Ozt dxk’ ot dx*|,_,

40Hjer wurde in der Vorlesung gefragt: wissen wir nicht bereits, dass det (gfj (x)) immer positiv ist? Die Antwort
ist ,Ja“, man kann also de sgn-Term und die Betragsstriche hier weglassen, das wire vielleicht sogar etwas
einfacher. So wie es steht, ist es auch richtig und hat zudem den Vorteil, dass sich der Beweis dann auch auf
nicht positiv definite (indefinite) Skalarprodukte erweitert.
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- <£kv(q>0(.)), gij> + <?§S, aiﬂ(‘1>o('))> :

=(*) =(1)

Wir betrachten zunéchst den Summanden (x).

N 0 8(1)0 82(1)0 o N 82(1)0
<*>—a:u«<"°%>axe>‘<"°%’waxe> = —(veror (gm0 )
—_——— —_———

(gt

Der erste Summand verschwindet hierbei auf Grund der unserer Annahme V(p) L T, M. Wenn
wir (f) an Stelle von (*) berechnen, so miissen wir k£ und ¢ vertauschen und erhalten dann letzt-
endlich auf Grund der Symmetrie von I dassselbe, d.h. () = (x). Also (mit ESK)

(5] ahe) =™ (0 () = =2 (W () ).

dt
Wenn E, ..., E,, eine Orthonormalbasis von T, M ist, dann gilt (ohne ESK)

. m . m N 8 8
mH = ZH(Ei,Ei) = Z g™l (awk; W) .
1

i=1 k0=

t=0

Vergleiche dazu Ubungsblatt 7, Aufgabe 3.
Also gilt (mit ESK)

d .
o 4 ¢
g dr t:ngZ 2<V,mH>
und damit:
d _,
— Vol(Fy(K)) = — ) dAy, = N V,H) ) d\,
dt [t=0 ol(Fi(K)) L(K) dt t:(]n(x ) /P(K)U(x )( m< >>
=-m V, H dp™
| (vH)
Beachte dabei dass du™ = n(z,t) d\,. ]

Theorem 1.105. Sei M™ C R" eine Untermannigfaltigkeit. Es gebe eine offene Menge U C M
so dass jede Variation F : M x (—¢,€) — R" von M mit kompaktem Trager in U das folgende
erfullt:

Vol(F(U)) > Vol(U) < o0 Yt € (—e,€).

Dann gilt I;T|U =0.

Definition 1.106. FEine Untermannigfaltigkeit M™ C R" heiffit minimale Untermannigfaltig-
keit, falls H = 0. Eine minimale Fliche in R3 heifst Minimalflache.

Bemerkungen 1.107.

(1) Das Wort ,minimal® ist etwas irrefithrend, denn dies bedeutet nur, dass die Untermannig-
faltigkeit lokal und unter kleinen Stérungen das Volumen minimiert. Wenn M eine Mini-
malfléche ist, so bedeutet dies eben nicht, dass M den Flacheninhalt minimiert. Es sind hier

zwei Klassen von Gegenbeispielen zu nennen: (a) Beispiele, die durch globale Anderungen
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2

6.5.

|

Wiederholung zu Be-
ginn der Vorlesung
am 26.05.

|

zu einem kleineren Flicheninhalt fithren, (b) instabile Minimalflachen.

(a) Zum Beispiel ist M = R? x {0, 1} eine Minimalfliche in R%. Wenn man aber die kom-
pakte Menge [0, R]? x {0,1}, R > 10 aus M herausnimmt, so kann man dieses ,,Loch“
mit einer kleineren Flidche (mit Fldcheninhalt 4R + ¢ mit beliebig kleinem ¢ > 0 statt
des weggenommenen Flicheninhalts 2R?) schlieen. Dies ist keine Variation, sondern

eine globale Anderung.

(b) Es gibt aber auch instabile Minimalflichen, das sind M? C R® mit H, die eine Va-

riation F, mit kompaktem Tréager besitzen, so dass ;—;|t_0 Vol(Fy(K)) < 0. Konkrete
Beispiele findet man in [21, Fig. 13. in Abschnitt 5.1]. Oder man betrachte das stabile
und instablie Katenoid auf der Seite http://facstaff.susqu.edu/brakke/evolver/
examples/cat/catenoids.html. Beide Minimalflichen fiillen hierbei dasselbe Paar von
Kreisen, aber die obere Minimalfliche mininmiert unter allen Variationen (stabil), wo-

hingegen die andere instabil ist.

(2) Es gibt einige Mathematiker, die sich sehr intensiv mit Minimalflichen beschéftigen. Dies
fiihrt zu sehr vielen Beispielen, die nicht nur eine gute Anschauung vermitteln, sondern auch
dsthetisch sehr schon sind. Ich verweise hierfiir auf die Link-Sammlung auf der Webseite der
Vorlesung oder auf den Ubersichtsartikel [20].

Lemma 1.108. Sei W @ R" undp € W. Es gibt eine C*°-Funktion f: R" — R>q mit kompaktem
Triger supp(f) :== {z € R" | f(z) # 0} so dass f(p) =1, f >0 und supp(f) C W.

Beweis: Betrachte

0 , <0
v: R — R, Y(s) ==

@ =

, 8> 0.

Zeige nun induktiv

Y (s) = e o~

@ =

fiir ein Polynom py,. Dann gilt lim\ g P*)(s) = 0, also ist 1 glatt auf R.

Sei nun § > 0, so dass Bs(p) C W. Dann setze

»(6% —4]lg - p|?)
¥(62) '

flg) =

Fir ||¢ — p| > % gilt dann f(q) = 0, und damit gilt supp(f) C Bs/2(p).
AuBlerdem f(p) =1 und f € C™. [

Beweis von Theorem 1.105: Angenommen es gebe p € U mit ﬁ(p) # 0. Wahle V(p) € N,M
mit <ﬁ(p)7 V(p)> > 0. Ein Vektor, der dies erfiillt, ist V(p) := H(p). Daq+— <H(q)7 V(p)> stetig

ist, gibt esein W @ R" mit pe WNM C U, <ﬁ(q),V(p)> >0 YgeWnNMudWnNMcCW
abgeschlossen.
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Bestimme f € C°°(R") wie in Lemma 1.108. Definiere V(q) := f(g) - 7} (V(p)). Dann gilt

>0 auf M
<V(q>,ﬁ<q>>=5§%><v<p>,ﬁ<q>> — 0 auf M\ W

soauf wnm | >0  in Umgebung von p.

Setze Fi(q) := q + tV(q). Wir haben supp(F,) = supp(V) C U. Nach Konstruktion von f gilt
supp(f) € W N M. Wir erhalten supp(F,) C supp(f) N M. Also ist supp(F,) abgeschlossen im
kompaktem Tréger supp(f).

Nach der Variationsformel gilt nun

d )
Tt s VOLUEU)) = —m/U (#(a).V(a)) du™ () < 0.
>0

Das (strikte) <-Zeichen erhalten wir, da der Integrand stetig ist und in p positiv ist. Das heifit
Vol(F;(U)) < Vol(U) fiir t > 0 und ¢t nahe 0. Widerspruch. ]

Satz 1.109. Seiv: [a,b] — M eine glatte Kurve in einer Untermannigfaltigkeit M™ C R™ mit
I3 ()|l = const, und es gelte fir alle Kurven 7: [a,b] — M mit 7(a) = v(a) und 7(b) = ~(b),
dass £ (1) > Z(v). Dann ist v eine Geoddtische (Wdh.: d. h. 5(t) € Ny M).

Bemerkung 1.110.
cos(t)

(i) Die Umkehrung in Satz 1.109 gilt nicht. Betrachte v(¢t) = | sin(¢) | in der S?. Dann ist ~y

0
eine Geoditische. Die Kurve 7‘[0 . ist die kiirzeste Verbindungskurve von +(0) nach (1),

falls t; < m, aber dies gilt nicht mehr fir ¢; € (7, 2m).

(ii) Lokal gilt jedoch die Umkehrung von Satz 1.109:
Ist v eine Geodétische, so besitzt jedes t € (a,b) ein € > 0 so dass 7‘[1&—5 b die kiirzeste

]

Verbindungskurve zwischen den Endpunkten in M ist. (Ohne Beweis)

Beweis von Satz 1.109: Ohne Einschréinkung sei v: [a,b] — M injektiv und y((a,b)) eine
Untermannigfaltigkeit.

Bs gilt 0 = & [5(0)]° = 25(6), (1)), also 3(t) L 4(1).

Angenommen 4(tg) & Ny M. @B gelte to ¢ {a,b}.

Dann wiéhle V(to) L (o) mit V(to) € Ty )M, (V(to),5(to)) > 0und V(to) L 4(t). Eine mogliche
Wahl von V(tg) ist V(o) := 73@0) (5(to))-

Setze V(to) fort zu V: [a,b] — R" mit supp(V) C (a,b). Durch Methoden, die &hnlich zu denen
im vorangehenden Beweis sind, konnen wir erreichen, dass fir alle t € (a,b) gilt: V() L (¢),
V(t) € TyyM, (V(t),%(t)) > 0 und suppV C (a,b).

Dann: F,(t) = 7(y(t) + sV(t)) € M, wobei 7 die Projektion auf den néchsten Punkt in M ist.
(Dies ist fiir s nahe 0 wohldefiniert und glatt.!)

41Da wir dies nicht zeigen, entsteht an dieser Stelle leider eine kleine Liicke im Skript. Man kann diese Aussage
zunéchst prazise formulieren und dann beweisen. Wer hier einen vollstdndigen Beweis sehen will, kommt aber
einfacher zum Ziel, in dem er/sie die Variation F, in einer Karte konstruiert. Sei hierzu o.B.d. A. v([a,b]) C U

fiir eine Karte ¢ : U — V von M. Definiere V¥(¢t) := dﬂ/(t)cp(V(t)), Ff(t) = ~v(t) + sV¥(t). Man zeigt
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Dann ist V das Variationsvektorfeld der Variation F, und supp(F.) C (a,b).

Wir wenden nun die Variationsformel auf das 1-dimensionale Volumen der Kurven Fj, das heifit
auf deren Lénge an. Wir miissen also insbedondere auf der rechten Seite der Variationsformel
die mittlere Kriimung von - und nicht die von M betrachten. Wir leiten die Linge Z(Fs) :=
Vol(F([a,b])) ab:

b

ol ZEw == [ (Av)a=— [Caw vy o <o

ds [s=0 a
>0 >0

Wiederum erhalten wir das (strikte) <-Zeichen, da der Integrand stetig ist und in mindestens
einem Punkt positiv ist. Wir haben Fj = .
Fiir kleine s > 0 gilt Z(F) < Z(Fo) = Z(7v), Fs(a) = v(a), Fs(b) = v(b). ]

Geodétische werden im Rahmen der Differentialgeometrie im néchsten Semester ndher betrach-
tet.

1.11 Kompakte Flichen in R?
1.11.1 Erste Fakten zu kompakten Flachen

Zur Abrundung des Kapitels wollen wir noch einige Fakten zu kompakten Flichen in R3 darstellen,
allerdings ohne uns zu bemiihen, diese Aussagen zu beweisen. Dies hat zum einen den Hintergrund,
dass einige der Aussagen relativ zu ihrem Nutzen schwer zu zeigen sind. Andere Aussagen kénnen
in einigen Wochen (oder in folgenden Semestern*?) allgemeiner formuliert und mit geeigneten

Hilfsmitteln dann schneller und effizienter gezeigt werden.
Zwei kompakte Fliachen haben wir bereits ndher kennengelernt:
(0) die Sphére S% := {z € R?||jz|| =1}

(1) und den Torus T2, siehe Ubungsblatt 3, Aufgabe 3. Fiir p € (0,1) sei 72 das Bild der
Abbildung

. cos(1)(1 — pcos(p))
U :R? — R3, <1/J> — | sin(¥)(1 — pcos(y))
psin(p)

Proposition 1.111. Sei M eine zusammenhdngende kompakte Fliche in R3.

(i) Dann besitzt R* \ M genau 2 Zusammenhangskomponenten, eine beschrinkte Zusammen-
hangskomponente Qy und eine unbeschrinkte Zusammenhangskomponente Q.. Auferdem
gilt 00y = M = 0Q.

die Existenz eines € > 0, so dass fiir alle s € (—¢,¢) und alle t € [a,b] gilt F¥(t) € V. Dann definieren wir
Fy(t) =~ (FE (1) €U C M.

42Djie Inhalte lernt man typischerweise in Regensburg in Vorlesungen wie Differentialgeometrie I, Algebraische
Topologie I, Riemannsche Fliachen, Geometrie fur gymnasiales Lehramt, wo genau hidngt vom Resultat und dem
Dozenten der Vorlesungen ab.
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Abbildung 1.18: Links: die Sphire©. Rechts ein Torus®©.

(ii) M besitzt genau zwei FEinheitsnormalenfelder, eines das in die beschrinkte Komponenten

hineinweist und eines das in die unbeschrinkte Komponente hineinweist.
(i) M besitzt einen Punkt p mit positiver Gauf-Krimmung K, > 0.

Die Beweise dieser Teilaussagen sind sehr unterschiedlich aufwindig, von einfachen Ubungsauf-

gaben bis dazu hin, dass man zunéchst gute Theorien aufbauen sollte, um sie zu beweisen.

1.11.2 Zusammenhangende Summe

Wir wollen nun zwei zusammenhédngende kompakte Fléchen zu einer neuen ,zusammenkleben®.
Kurz gesagt: wir schneiden aus beiden Flichen einen kleinen Ball heraus und kleben ein zylin-
derférmiges Stiick dazwischen, das beide Flachen zu einer neuen kompakten zusammenhéngenden
Fléache verbindet. Die Vorstellung von dieser Konstruktion wird in Abbildung 1.19 dargestellt, al-
lerdings ist die unten folgende technische Durchfithrung der Konstruktion ein klein bisschen anders

als in den Zeichnungen dargestellt.

Seien also M; und M, disjunkte zusammenhingende kompakte Flichen in R?. Die Zusammen-
hangskomponente von R3\ My, in der My enthalten ist, nennen wir €, und die Zusammenhangs-
komponente von R\ My, in der M; enthalten ist, nennen wir 2. Dann hat R3 \ (M; U M3) drei

Zusammenhangskomponenten 2 := 7 N Qs .
Wir wihlen nun eine glatte Abbildung « : [0,1] — R? mit den folgenden Eigenschaften.
(a) v(0) € My, (1) € M und fiir alle ¢ € (0,1) gilt v(¢) € Q,
(b) 4(¢) # 0 fir alle t € [0,1],
(c) ¥(0) L Ty0yMy und ¥(1) L T o) Mo

Solch einen Weg bekommt man zum Beispiel, indem man ein Minimum (po, o) der Funktion
My x My — R, (p,q) — [lp—qf?

wahlt, das auf Grund der Kompaktheit der M; existiert, und dann (t) := (1 —1)po +tqo definiert.

Wir definieren die Funktion d; : R — R durch d;(x) := min{d(x,p) | p € M;}. Diese Funktion
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Abbildung 1.19: Die zusammenhéngende Summe der Flachen M; und Ms,. Links vor der Kon-
struktion. Rechts ist angedeutet, dass ein ,,Schlauch“ um die Kurve v inhzugefiigt
wird, nachdem kleine ballférmige Umgebungen von (0) in M; und von (1) in
Ms entfernt wurden. Die eigentliche technische Durchfithrung weicht aber von
der Zeichnung etwas ab, da wir somit auf einfachere Art und Weise eine glatte
Fliche bekommen. (Danke an Benedikt Frohlich fiir die Zeichnungen.)

ist stetig, aber nicht differenzierbar®3. Analog definieren wir d. (z) := min{d(z,v(t)) | t € [0,1]}.

Fir eine Zahl € > 0 definieren wir

SE(MDMQ)::{er\W([o,n) 11 L. :1},

Wir sollten fiir € nahe 0 eine Vorstellung von dieser Menge erhalten. Wenn ein Punkt x €
0\ ([0, 1]) die Gleichung

@ T dh@  d@

1 1 1
€
erfiillt, so bedeutet dies
(i) @ ist in der Nahe von M; und € ist ,ungefahr* die Entfernung zu Mj, oder
(ii) « ist in der Ndhe von My und € ist ,,ungefdhr* die Entfernung zu Ms, oder

(iii) « ist in der Nahe von ([0, 1]) und € ist ,ungefdhr* die Entfernung zu ~([0, 1]).

Was ,,ungefahr“ genau bedeutet, wollen wir vage lassen. Es bedeutet aber insbesondere, dass die
Entfernung im Intervall (¢, 3€) enthalten ist, und fiir kleine € ist die Entfernung ,sehr nahe“ an e,
es sei denn wir sind in der Ndhe der Punkte py oder gy. Dort sind die Entfernungsfunktionen zu
M, Ms und ([0, 1]) auf glatte Art zusammengefiihrt.

Das wichtige ist nun:

43Gie ist sicher nicht differenzierbar in M;. Es gibt aber noch weitere Punkte, in denen sie nicht differenzierbar ist,
zum Beispiel ist d1 im Fall M; = S? nicht in 0 differenzierbar.
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Lemma 1.112. Zu gegebenen disjunkten zusammenhdngenden kompakten Fldchen My und My
gibt es ein €y, so dass fiir alle € € (0, ¢eq) die Menge S.(My, Ms) eine zusammenhdingende kompakte
(glatte) Fldche ist.

(ohne Beweis)

Die Flache S.(M;, Ms) verlduft in einem Teil mit Abstand ungeféhr e parallel zu M; \ Bsc(po),
in einem anderen Teil mit Abstand ungeféhr ¢ parallel zu M3 \ Bsc(pg) und in einem dritten Teil

auf dem Rand einer zylinderféormigen Menge um die Verbindungskurve v herum.

Die zusammenhéngende Summe von M; und M; ist nun im wesentlichen als S.(M7, M) defi-
niert. Dies ist aber noch nicht ganz exakt: wir hitten gerne noch die Assoziativitat dieser Summe,
aber fiir drei paarweise disjunkte zusammenhédngende kompakte Flachen M;, M und Mj gilt
nicht

Se(Se(My, M), M3) = Sc(My, Se(Ma, Ms)).

Dieses Problem betrachten wir im nachsten Abschnitt.

1.11.3 Assoziativitat

Man 16st, das obige Problem, indem wir diffeomorphe Fldchen identifizieren: zwei Flachen M
und M sind diffeomorph, wenn es einen Diffeomorphismus M — M gibt; dies definiert eine
Aquivalenzrelation auf der Menge aller Flichen in R3. Wir betrachten nun nicht mehr konkrete
Flichen M, sondern stattdessen Aquivalenzklassen von Flichen unter der Relation , diffeomorph*,

genannt Diffeomorphismusklassen. Wir schreiben die Diffeomorphismusklasse von M als [M].

Lemma 1.113. Seien Ml,]\//fl,Mg,M\g zusammenhdngende kompakte Fldchen mit My N My =
M\l N J/W\g = (. Gibt es Diffeomorphismen f : M; — ]\/4\1 und g : My — ]\/4\2 und ist € nahe an 0,
so gibt es auch einen Diffeomorphismus Se(My, M) — SE(]/\/I\l, Z/W\g)

Bemerkung. Das Lemma ist richtig, aber einer Stelle etwas , getrickst®. Es wire besser, die
Existenz von ,orientierungserhaltenden Diffeomorphismen® vorauszusetzen, eine etwas stérkere
Annahme. Denn in dieser Form verallgemeinert sich die Konstruktion von S.(M;, M) auf andere
Dimensionen und Kodimensionen**. Und im Beweis wire es auch gut, diese Zusatzannahme zu
haben. Da wir aber den Begriff der Orientierung noch nicht eingefithrt haben und nichts beweisen

wollen, wiirde uns dies zu weit vom Thema wegfiihren.

Definition 1.114 (Zusammenhingende Summe). Seien M; und My zusammenhdngende kompak-
te Fldchen, und [M1] und [Ms] ihre Diffeomorphismusklassen. Durch Verschieben einer der Fliche
kénnen wir 0. B.d. A. My N My = () annehmen. Die zusammenhingende Summe [M;|#[Ma)]
definieren wir als [Se(Mi, Ma)], d. h. die Diffeomorphismusklasse von Sc(My, Ms).

Es gilt nun (ohne Beweis)
([MJ#[Mo))#[Ms] = [M]#([Ma]#[Ms]),  [Mi]#[Ms] = [Ma]#[M].

Beispiel 1.115. [M]#[S?] = [M], d.h. [M] ist das neutrale Element der zusammenhingenden

Summe. Es gibt aber kein inverses Element zu [T]. Wir haben also ein kommutatives Monoid*®

44Ich erklare nicht, wie das geht!
45Dies bedeutet: die Verkniipfung ist assoziativ, kommutativ und besitzt ein neutrales Element
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erhalten, aber keine Gruppe.

1.11.4 Geschlecht

Durch die zusammenhiingende Summe erhalten wir aus mehreren Kopien von T viele zusammen-

héngende kompakte Fliachen. Und erstaunlicherweise sind dies — bis auf Diffeomorphie — alle!
Theorem 1.116 (Klassifikation der orientierbaren Flachen). Sei M eine zusammenhdingende

kompakte Fliche in R3. Dann gibt es eine Zahl g € No, so dass

[M] = [S?] #[T°I#(T°] - - #[T°].

g-mal

Diese Zahl ist eindeutig bestimmit.

Man nennt diese Zahl g das Geschlecht von M.

Beispiele 1.117. S2 hat Geschlecht 0. 72 hat Geschlecht 1. Die zusammenhéngende Summe von
zwei Tori hat Geschlecht 2. Die Oberfliche einer Tasse mit k& Henkeln hat Geschlecht k.

1.11.5 Der Satz von GauBB und Bonnet

Wir wollen nun das Geschlecht, das unter Diffeomorphismen invariant ist nun mit der Gauf-

Krimmung verbinden, die offensichtlich sehr subtil auf Diffeomorphismen reagiert.

Satz 1.118 (GauB-Bonnet). Sei M eine zusammenhdingende kompakte Fliche in R® mit Gauf-
Krimmung K : M — R. Dann gilt

/ K dp™ =47 (1 —g).
M

(Ohne Beweis)

Wenn wir also eine Flidche variieren, dann dndert sich die GauB-Kriimmung, aber das Integral
der GauB-Kriimmung verdndert sich nicht. Der Satz ist auch deswegen sehr wichtig, weil man die
Grofle auf beiden Seiten auch noch ganz anders beschreiben kann: zum Beispiel, wenn man M
in dreieickige Teile zerlegt und dann die Anzahl der Ecken, Seiten (= Kanten) und Dreiecke (=

Fliachen) mit e, k und f bezeichnet, so gilt

e—k+f:2(1—g):i/ K duM.
M

27
Man erhélt diese Zahl auch durch die Betti-Zahlen, die wir am Ende der Vorlesung einfithren
werden. Wir bekommen also durch ganz verschiedenartige Konstruktionen immer dieselbe Zahl,
siehe hierzu Abschnitt 3.10.

Und das ganze geht noch viel weiter: der Satz von GauBB—Bonnet ist letztendlich ein Spezialfall
des Indexsatzes von Atiyah und Singer, der d&hnliche Aussagen in beliebigen Dimensionen macht
und wichtige Einfliisse auf einen grofien Teil der modernen Mathematik hat, bis hin zu Anwen-

dungen in der mathematischen Physik, zum Beispiel einer mathematisch rigorosen Erkldarungen
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fiir Phéanomene der Teilchen-Physik in Verbindung mit Allgemeiner Relativitdtstheorie, wie zum
Beispiel der 2016 veroffentlichten Arbeit [19].

Korollar 1.119. Sei M eine zusammenhingende kompakte Fliche in R von Geschlecht g > 1.
Dann gibt es ein p € M mit Gauf-Kriimmung K, < 0.

Beweis: Nach Gau—Bonnet gilt fM K dpyM <0.Da K : M — R stetig ist und in mindestens

einem Punkt positiv ist, folgt daraus, dass es in mindestens einem Punkt negativ ist. [ |

1.12 Zusammenfassung innere und duBere Geometrie

Innere Geometrie | Aullere Geometrie

1. Fundamentalform | 2. Fundamentalform
kovariante Ableitung | mittlere Kriimmung
Geodatische

GauBkrimmung

Dabei bedeutet ,innere Geometrie*, dass die studierten Objekte invariant unter Isometrien sind.

Unser Ziel ist nun, Unter-Mannigfaltigkeiten und ihre intrinsische Geometrie méglichst weit-
gehend zu verstehen, ohne auf den umgebenden Raum Bezug zu nehmen. Wir definieren hierzu
zunéchst den Begriff der Mannigfaltigkeit. Jede Untermannigfaltigkeit ist eine Mannigfaltigkeit,
die Definition der Mannigfaltigkeit ist aber so gewéhlt, dass der umgebende Raum nicht mehr
benutzt wird. Die Topologie und die Definition glatter Abbildungen wird dann iiber Karten defi-

niert.

2 Mannigfaltigkeiten

2.1 C*-Strukturen und C*-Mannigfaltigkeiten
2.1.1 C*-Strukturen

Definition 2.1.

(1) Sei M eine Menge, U; C M fir i € I. Wir sagen {U,;};cr iiberdeckt die Menge M, falls
M =,c; Ui, Wir sagen dazu auch: {U;}ier eine Uberdeckung von M.

(2) Ist M ein topologischer Raum, sind alle U; offen und ist {U;}icr eine Uberdeckung von
M, so heift {U;}icr eine offene Uberdeckung von M.

(3) Ein m-dimensionaler C*-Atlas auf M (fir m € Ny und k € No U {oo,w}) ist eine Menge
o = {goi: U, —V; ‘ iGI}, so dass gilt:

(i) {U;}ier ist eine Uberdeckung von M,

(ii) fir alle i € T ist V; CR™ offen,
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(iii) fir alle i € I ist p;: Uy — 'V bijektiv,
(iv) fir allei,j € I ist ;(U; NU;) C R™ offen,
(v) fir allei,j eI ist
pjop; b i(UinUy) — ¢;(Us N U;)
in CF.
Die p; heiffen Karten. Die U; nennt man Definitionsbereich der Karte oder Karten-
gebiet. Die V; nennt man die Koordinatenbereiche.
Wir schreiben oft
. |
Pjop; = Piow; o (UinU;)’

Diese Abbildung nennt man Kartenwechsel.

Ul@ A

©1 D>

g

2 2
©ob (TN ey ) e

NP

Bemerkung 2.2. Tm Fall k£ = 0 impliziert die Bedingung (v) in Definition 2.1, dass ¢; o ;' ein

Homdomorphismus ist. Fiir k£ > 1 ist ¢; o <p;1 ein C*-Diffeomorphismus.
Zum Fall k = w ist zu sagen, dass C¥ reell-analytisch bedeutet. Das heifit, dass f € C¥ gilt, wenn
F=(f'...f™7 und alle f? schreiben sich lokal als Potenzreihe in m Variablen.

Ist f € C¥, soauch f € C™>, also ,w > oo

Lemma 2.3. Sei M eine Menge und o/ = {(pi: U, —V; | i€ I} ein m-dimensionaler C*-Atlas
auf M. Setze
O, = {U cM ‘ 0:i(U; NU) C R™ offen fiir alle i € I}.

Dann ist Oy eine Topologie auf M. Auflerdem gelten:
(i) B:=U,cs {wi'(V) | V.@V;} CP(M) ist eine Basis der Topologie O .

(ii) @;: U; — V; sind Homdomorphismen.

Insbesondere ist dann {U; };cr eine offene Uberdeckung von M.

Beweis: Der Beweis ist eine Ubungsblatt 8, Aufgabe 1. |

Bemerkung 2.4. Ist (M, Oy;) bereits ein topologischer Raum, dann ist &7 = {gpi: U, —V; | 1€ I}

ein m-dimensionaler C*-Atlas auf M mit Oy; = O 4, wenn gilt

(i) {U:}ier ist eine offene Uberdeckung von M,
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(i) fur alle i € I ist V; C R™ offen,
(iii) fir alle 7 € I ist ¢;: U; — V; ein Hom6omorphismus

(iv) fur alle 4,5 € I ist
pj o i(UiNU;) — ¢;(U; NU;)

in Ck.

Der Beweis folgt aus mehreren nun fast offensichtlichen Schritten.
Die Beschreibung eines C*-Atlanten in Bemerkung 2.4 ist meines Erachtens leichter zu merken als
die in Definition 2.1 (3). Der Vorteil von Definition 2.1 (3) ist, dass dies manchmal in Anwendungen

leichter zu zeigen ist.
Ab jetzt trage M stets die Topologie aus Lemma 2.3.

Definition 2.5. Ist & = {p;: U; — V;}ier ein Ck-Atlas von M, so nennt man eine Bijektion
0: U — V eine mit o/ CF-vertrigliche Karte, falls U @ M (d.h. U € Oy ), V @ R™ und
falls fiir alle i € I gilt:

e o(U;NU) sind offen,’

op !
k2

pop
e 0;(U;NU) ‘ﬁ? ©(UNU;) sind in C*.

Proposition 2.6. Sei .o/ ein C*-Atlas auf M. Setze
nax 1= {Lp: U—V | ¢ ist CF-vertriglich mit JZ%} .

Dann ist pax ein CF-Atlas.
Es gelten of C Dmax, (Dmax)max = Pmax und Oy,

max

=04x.

Weiter gilt of = opnax genau dann, wenn </ ein mazximales Element der partiell geordneten Menge
({4&7 ’ o ist ein C*-Atlas auf M} , C) .
In diesem Fall heifit o/ ein maximaler CF-Atlas auf M oder eine C*-Struktur auf M.

Den Beweis sollten Sie nun selbst durchfithren kénnen. Er wurde in der Vorlesung skizziert.

Beispiel. Ist M eine Untermannigfaltigkeit von R” und sind @7, o# zwei Atlanten im Sinne von
Kapitel 1, so gilt (2 )max = (92)max und dies stimmt mit der Menge aller Karten auf M (im
Sinne von Kapitel 1) tberein.

Das heift: jede C*-Untermannigfaltigkeit (mit k& > 1) hat eine induzierte C*-Struktur .27. Dabei
ist O die von R" induzierte Topologie.

Bemerkung 2.7. (i) Es gibt C*°-Atlanten & auf Mengen M so dass (M, Oy)
(a) nicht hausdorffsch ist. Fiir ein Beispiel siche Aufgabe 1 auf Tutoriumsblatt 7.

(b) (M, O, ) keine abzahlbare Basis der Topologie besitzt.
Beispiel:

IWegen U G M wissen wir bereits, dass ¢;(U; N U) offen ist.

SS 2020 Seite 73



Sei M = R mit der O0-dimensionalen C*°-Struktur & := {¢;: {i} — {0} };cp-
O, ist die diskrete Topologie. Jede Basis der diskreten Topologie auf R ist iiberabzéhl-
bar.

(¢) zusammenhéngend ist und keine abzéhlbare Basis der Topologie existiert. Fiir ein Bei-

spiel siehe http://en.wikipedia.org/wiki/Long_line_(topology).
(ii) Zu jedem W @ R™ wahlen wir eine abzdhlbare Basis der Topologie &y auf W.
Besitzt ein Atlas {¢;: U; — V;}; ein J C I abzéhlbar so dass UjeJ U;j = M, dann ist
P = | {gp;l(V) ] Ve 93%} c P(M)
jeJ
eine abzdihlbare Basis der Topologie.

(iii) Ist &7 ein Atlas auf M, dann ist (M, Oy)

(a) lokal zusammenhingend. Das heifit: Fiir jedes p € M und jede Umgebung U von p
gibt es eine offene zusammenhéngende Umgebung W von p mit W C U. Also sind alle

Zusammenhangskomponenten offen.

(b) lokal kompakt. Das heifit: Fiir jedes p € M und jede Umgebung U von p gibt es eine
kompakte Umgebung W von p mit W C U.

Die Beweise sollten Sie selbst durchfiihren konnen. Sie wurden in der Vorlesung skizziert.

2.1.2 C*-Mannigfaltigkeiten

Definition 2.8. Eine C¥-Mannigfaltigkeit ist ein Paar (M, .</), wobei < eine C*-Struktur auf
M ist und (M, Oy ) ein Hausdorffraum ist, so dass jede Zusammenhangskomponente von (M, Q)

eine abzdhlbare Basis der Topologie besitzt.

Bemerkung. Falls eine CF-Struktur auf M existiert, so ist die Bedingung an die Zusammen-
hangskomponenten ist dquivalent dazu, dass (M, O, ) parakompakt ist. Dies ist nicht einfach zu
zeigen. Wir erwdhnen es, um zu zeigen wie unsere Definition mit der Definition in anderen Quellen

verbunden ist.

Im Folgenden schreibt man M statt (M, .<7).

Definition. FEine C°-Mannigfaltigkeit heifit topologische Mannigfaltigkeit.
Eine C*°-Mannigfaltigkeit heifst auch glatte Mannigfaltigkeit.
Eine C¥-Mannigfaltigkeit heifit reell-analytische Mannigfaltigkeit.

Im Folgenden sind alle Mannigfaltigkeiten glatt.

Beispiel 2.9.

(i) Jede Untermannigfaltigkeit von R” ist eine Mannigfaltigkeit mit dem in Kapitel 1 definierten
Atlas.

(ii) Seien M; und M, Mannigfaltigkeiten und @4 = {@;: U; — Vi}tier und o = {¢;: W; —
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Z;}jes Atlanten von My bzw. M,. Dann ist
@ X ey = {pi x Yy : Uy x Wy — Vi X Z;} i jyerxa

ein Atlas von My x M,. Hierbei definieren wir (¢; X ;) (p, ¢) := (vi(p), ¥;(q)).

Das heifit (M1 X My, (o] X ,;afg)max) ist eine Mannigfaltigkeit, die Produktmannigfal-
tigkeit. Wir nennen & X 4% den Produktatlas von 4 und @%. Ihre Dimension ist
dim(M; x My) = dim(M;)+dim(Mz). Man beachte: selbst wenn wir 27 und % als maximal

voraussetzen, so ist & x /5 nur in seltenen? Fillen maximal.

Notation. Wenn & ein CF-Atlas auf M, so dass (M, @max) eine CF-Mannigfaltigkeit ist, so
benutzen wir oft (M, &) im Sinne von (M, #y.x). Im obigen Beispiel ist dann also (M1 X Mo, oty X
/) die Produktmannigfaltigkeit von (M, @) und (M, ).

Bemerkung 2.10. Sei k < £. Jede C’-Struktur ist ein C*-Atlas, aber als C*-Atlas ist er nicht
mehr maximal. Das heiBt: jede C’-Struktur ist in einer C*-Struktur enthalten.?

Fiir k& > 1 gilt auch umgekehrt: In jeder C*-Struktur ist eine C’-Struktur enthalten. Diese C%-
Struktur ist nicht eindeutig, sondern nur noch eindeutig ,bis auf Diffeomorphismen®.

Dies bedeutet: Sind 7, % zwei C’-Strukturen, die in einer gemeinsamen C*-Struktur o liegen,
dann gibt es einen C*-Diffeomorphismus v: M — M so dass * o) := {<p o1 ’ pE ;271} = .

(Beweis aufwandig! )

Fiir k£ = 0 gilt: Es gibt topologische Mannigfaltigkeiten, die keinen (mit der Topologie vertragli-

chen) C!-Atlas besitzen. Beweis sehr aufwéin-
dig! Fields-Medaille

Es gibt topologische Mannigfaltigkeiten, die im folgenden Sinne mehrere C!-Strukturen besitzen,

die nicht durch Hom6omorphismen auseinander hervorgehen:

(i) Es gibt iiberabzihlbar viele C*°-Strukturen auf dem topologischen Raum R* mit der Standard-
Topologie, die nicht zueinander diffeomorph sind. Es gibt also 4-dimensionale Mannigfaltig-
keiten, die homdomorph zu R* sind, aber die nicht (C!-)diffeomorph zu R* sind. Die Be-
hauptung ist hier nicht, dass ein gegebener Homéomorphismus kein Diffeomorphismus ist
(dies wére ganz einfach zu konstruieren), sondern dass es gar keinen Diffeomorphismus gibt.
Siehe http://en.wikipedia.org/wiki/Exotic_R4

(ii) Es gibt 7-dimensionale C°°-Mannigfaltigkeiten ¥7, die homéomorph sind zu S” sind, aber
nicht C!'-diffeomorph zu S” sind.
Siehe dazu http://en.wikipedia.org/wiki/Exotic_sphere

5.6.

Lemma 2.11. Sei X ein topologischer Raum mit Zusammenhangskomponenten X, (mit o € A)

und alle X, seien offen.*

(i) Set U € X. Dann ist U genau dann offen in X, wenn fir alle « € A die Menge U N X,
offen in X, ist.

(ii) X besitzt genau dann eine abzihlbare Basis der Topologie, wenn A abzihlbar ist und jedes

X, eine abzdihlbare Basis der Topologie besitzt.

2Genauer: nur dann, wenn entweder ein M; die leere Menge ist oder 0-dimensional ist.
3Bis hier ist die Bemerkung nahezu offensichtlich.
4 Alle Zusammenhangskomponenten sind per definitionem nicht-leer
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ginn der Vorlesung

[Wiederholung zu Be-

am 05.06.

|

Beweis: ,(i)“: Die Hinrichtung ist klar. Fir die Riickrichtung argumentieren wir wie folgt. Sei
U eine Teilmenge von X, so dass U N X,, fir alle a € A offen in X, ist. Da X, in X offen ist, ist
also U N X, offen in X. Mit der Rechnung

U=UnX=Un|]JXo=JUNX,)
acA acA

sehen wir, dass U die Vereinigung offener Teilmengen von X ist und somit selber offen ist.

,(il)“:  Fur die Hinrichtung sei & eine abzahlbare Basis der Topologie. Zu jedem « € A wébhle
ein U, € % mit U, # 0 und U, C X,. Erhalte eine injektive Abbildung A — %, a —— U, also
ist auch A abzéhlbar. Fir alle o € A ist B, = {UNX, | U € A} eine abzéhlbare Basis der
Topologie von X,,.

Fiir die Riickrichtung seien %, die abzéhlbaren Basen der Topologie der X,,. Dann ist Z = J,, %Ba
eine abzdhlbare Basis der Topologie von X . Um dies zu zeigen, nehmen wir eine offene Teilmenge U
von X her. Dann ist auch UN X, offen und schreibt sich somit als Vereinigung von Elementen aus
B, C HAB. Somit erhalten wir aber auch U als Vereinigung von geeignet ausgewéhlten Elementen
von Z. Wir haben also gezeigt, dass & eine Basis der Topologie von X ist. [ |

Korollar 2.12. Eine Mannigfaltigkeit hat eine abzahlbare Basis der Topologie genau dann, wenn

sie abzdahlbar viele Zusammenhangskomponenten hat.

2.1.3 C*-Mannigfaltigkeiten mit Rand

Definition 2.13. Sei B C R™. Eine Abbildung f: B — R’ heifit C* (mit k > 1), falls eine
offene Teilmenge U @ R™ und eine Abbildung f: U — R’ existiert so dass B C U, fe C* und
f’B =f.

Modifiziere nun Definition 2.1 (3) fir m > 1:

Ersetze (ii) durch (ii'): Fiir alle o € A ist Vi, offen in [0,00) x R™~1,

[0, 00)

7 Rm_l

Ersetze weiter (iv) durch (iv'): Fiir alle o, 8 € A ist po(Us N Ug) offen in [0,00) x R™~L,

Man nennt dann o/ einen C*-Atlas mit Rand.’

Eine C*-Mannigfaltigkeit mit Rand ist ein Paar (M,.o/) so dass </ ein mazximaler C*-Atlas
mit Rand auf M ist, so dass (M, O ) hausdorffsch ist und jede Zusammenhangskomponente eine

abzdhlbare Basis der Topologie besitzt.

5 Aquivalent dazu kénnte man an dieser Stelle auch Bemerkung 2.4 modifizieren, indem man durch (ii) durch (ii’)
ersetzt und diese Bemerkung dann zur Definition macht. Ansonsten ist dann nichts zu tun.
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Der Rand OM wvon M ist definiert als

oM = U o ({0} x R™1Y

a€cA

wobes
ﬂA;:{Uaﬁ»vMaeA}

ein Teilatlas von A sei. Aus dem lokalen Umkehrsatz (k > 1) folgt @aoapgl ({0} x R™ 1) NVs) C

{0} x R™~L. Man sieht so auch, dass OM unabhingig von der Wahl des Teilatlanten o/ ist.

Setze g, 1= gpa’meaM, dann ist (8M, {Ua noMm Lo V., N ({O} X Rm—l)}> eine (m—1)-dimensionale
C*-Mannigfaltigkeit, und die von M auf OM induzierte Topologie ist auch die von diesem Atlas

induzierte.

'ACHTUNG!. Der Fall OM = (0 ist nicht ausgeschlossen. Wir haben dann eine Mannigfaltigkeit

mit Rand, deren Rand leer ist.

Beispiel. Sei

@ := exp xid: R™ — [0,00) x R™~!

(1, ..y Tm) — (exp(xl),xg, cey D).

Dann ist ® injektiv, C* und ®(R™) = (0,00) x R™™! @ [0,00) x R™~1. Auflerdem ist ® ein
C¥-Diffeomorphismus auf sein Bild.
Ist nun & = {Ua R Va} ein C*-Atlas einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit M, dann ist

o = {Ua 2ofa, @(Va)} sowohl ein C*-Atlas von M, als auch ein C*-Atlas mit Rand einer

Mannigfaltigkeit mit Rand (denn ®(V,,) @ [0,00) x R™~1) mit M = (.

Umgekehrt gilt: Ist M eine m-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit mit Rand, dann ist M\ OM eine
m-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Durch Nutzung der Abbildung ® wird also aus jeder Mannigfaltigkeit eine Mannigfaltigkeit mit
Rand, deren Rand die leere Menge ist, und umgekehrt ist jede Mannigfaltigkeit mit Rand, deren
Rand die leere Menge ist, eine Mannigfaltigkeit.

Der Sprachgebrauch ist hier etwas gewohnungsbediirftig. Jede Mannigfaltigkeit ist also eine
Mannigfaltigkeit mit Rand. Ist M eine Mannigfaltigkeit mit Rand, dann gilt M = () genau dann,

wenn M auch eine Mannigfaltigkeit ist.

Im Folgenden seien alle Mannigfaltigkeiten glatt.

Beispiele 2.14. (i) M := [0, 1] x R ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand.

6Und noch eine kleine Warnung: viele Mathematiker, vor allem in der Topologie, nutzen den Begriff ,Mannigfal-
tigkeit* im Sinne von unserem Begriff ,Mannigfaltigkeit mit Rand*. Fir mich sind Mannigfaltigkeiten mit Rand
nur ein Spezialfall einer Mannigfaltigkeit mit Ecken: hierbei haben wir V, @ [0, co]¢ x R™~¢,
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Wahle Uy := Vj := V, = [0,%) x R @ [0,00) x R mit ¢ :=id und Uy := (%,1] x R mit
p2(z,y) = (1 —x,y).

(ii) Ebenso ist [a,00) x M™~! eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand, falls M eine
(m — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit ist. Wir verwenden hierbei den Produktaltas wie

unten beschrieben.
(iii) B1(0) C R™ ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand, siehe Ubungsblatt 9, Aufgabe 3.

(iv) Sei Mj eine Mannigfaltigkeit mit Rand und My eine Mannigfaltigkeit und ansonsten alles
wie in Beispiel 2.9 (ii). Dann ist auch wieder (M; x My, @ X @/5) eine Mannigfaltigkeit mit
Rand. Wir nennen & x @ wieder den Produktatlas von 2/ und <.

Warnung: Ist Ms auch eine Mannigfaltigkeit mit Rand dMy # 0, so ist fir das Produkt
o X oty kein Atlas mit Rand mehr.

Siche dazu: [0,1] x [0,1] ist homomorph zu B;(0) C R?, besitzt einen glatten Atlas mit
Rand, der mit der Topologie vertriglich ist, aber @7 x <7 ist kein Atlas mit Rand.

2.1.4 C’-Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, zu definieren, wann eine Abbildung f : M; — M zwischen
Mannigfaltigkeiten k-mal stetig differenzierbar ist. Die Idee hinter dieser Definition ist, die Cha-
rakterisierung von k-maliger stetiger Differenzierbarkeit fiir Abbildungen zwischen Untermannig-

faltigkeiten in Korollar 1.24 (iv) zur Definition zu machen.

Definition 2.15. Seien M; und My zwei C*-Mannigfaltigkeiten (mit Rand), 0 < £ < k < w
mit Atlanten o) und ofy. Eine Abbildung f: M, — My ist eine C*~-Abbildung, falls fiir alle
(p1: Uy — V1) € oA und fiir alle (p2: Uy — Vo) € oty die Abbildung

—1
20 fo 1 |LP1(f_1(U2)ﬁU1)

in Ct ist.
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X

Vi cR"” Vo g R™

Da ¢ < k gilt dann diese Eigenschaft auch fiir alle Karten o1 von My, die mit o) vertraglich sind
und fir alle Karten oo von M, die mit o5 vertriglich sind, also iibertrigt sich die Eigenschaft
auf die ganze Struktur der Mannigfaltigkeit und ist insbesondere unabhdingig von der Wahl des
Atlanten.

Die Eigenschaft in C* zu sein, ist stabil unter Komposition, genauer: sind f, : My — My und
fa : My — My Ct-Abbildungen, dann ist auch fy o fi : My — My CE.

Ist f: My — My bijektiv und C¢, sowie f~ € C’, dann heifit f ein C’-Diffeomorphismus (falls
£>1).

M, und M, heifien C'-diffeomorph, wenn ein Ct-Diffeomorphismus von M, nach M, existiert.

2.2 Kompakte Ausschopfung und Partition der Eins

Definition 2.16. Sei X ein Hausdorffraum. FEine kompakte Ausschopfung von X ist eine
Familie (K;)ien von kompakten Teilmengen von X so dass K; C K1 fir allei € N und X =
U, Ki.

Beispiele 2.17.

(i) Kj:= B,;(0) C R™ ist eine kompakte Ausschépfung.
(i) K; := Bs;j(j-e1) C R™ ist eine kompakte Ausschpfung.

(iii) Sei X kompakt. Wir wihlen K; := X fiir alle i € N. Dies ist eine kompakte Ausschopfung.
Umgekehrt folgt aus der Heine-Borel-Eigenschaft, dass jede kompakte Ausschépfung nach
endlich vielen Schritten von dieser Form ist, d. h. es gibt ein jo € N mit K;, = X.

Wiederholung: Ein topologischer Raum ist lokal kompakt, wenn er hausdorffsch ist und wenn
jede Umgebung eines beliebigen Punktes eine kompakte Teilumgebung enthélt. In anderen Worten:
Ein Hausdorffraum X ist lokal kompakt, wenn es zu jedem p € X und jeder Umgebung U von p
eine kompakte Umgebung W von p mit W C U gibt.

Lemma 2.18. Sei X ein Hausdorffraum, in dem jeder Punkt p € X eine kompakte Umgebung
besitze. Dann ist X lokal kompakt.

Beweis: Seien X und p wie oben, und U eine Umgebung von p. Sei K eine kompakte Umgebung

von p.” Zu jedem g € K \ {p} bestimme eine offene Umgebung V, von ¢ und eine offene Umgebung

"Die Aussage des Lemmas ist nicht trivial, da wir nicht wissen, ob K C U. Man kommt auch nicht weiter, indem
man K durch die Umgebung U N K ersetzt, denn diese ist im allgemeinen nicht mehr kompakt ist.
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W, von p, so dass V, N W, = 0.8 Wir setzen V, := U. Dann ist {Vq NK|qe K} eine offene
Uberdeckung von K. Wegen der Kompaktheit gibt es eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. es gibt
q,---,98y € K\ {p}, NeN,sodass K CUUV, U---UV,,. Dies ergibt

K=K\ (V,U---UV,,)CU.

Offensichtlich ist K kompakt. Aulerdem enthélt K die Umgebung K N W, N---N Wy, ist also
selber eine Umgebung von p. Wir haben somit die Lokalkompaktheit gezeigt. [
Korollar 2.19. Hausdorffraume mit einer kompakten Ausschopfung sind lokal kompakt. [ |

Lemma 2.20. Ist X ein lokal kompakter Hausdorffraum und besitzt X eine abzihlbare Basis der

Topologie A, dann besitzt X eine kompakte Ausschopfung.

Beweis: Sctze % := {U € #| U kompakt}.

Behauptung: % ist ebenfalls eine Basis der Topologie auf X.

Denn sei V' @ X. Dann ist V eine Umgebung von jedem p € V. Wegen der Lokalkompaktheit
existiert eine kompakte Umgebung W von p mit W C V. Schreibe p € VCE/ = Uie; Ui mit U; €
%. Das heift, es existiert ein ig € I mit p € U;, C U;,. Wegen U, C W = W ist U;, eine
abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge, also selber kompakt.

Also existiert fiir alle V@ X und alle p € V ein U € % mit p € U C U C V. Das impliziert
V=U {U cB pelU,UC V}, und damit ist 2 eine Basis der Topologie. OBeh-

Da % abzihlbar ist, kénnen wir 2 = {Uy, Us, ...} schreiben. Definiere nun die K; rekursiv:
Anfang i = 1: Ky := U, ist kompakt. Setze ¢; := 1.

Schritt von i — 1 auf i: Seien die kompakte Menge K; 1 und ¢;_1 € N mit ¢, 1 < #9? bereits
definiert.”

Bestimme die kleinste natiirliche Zahl ¢; € N so, dass

e K; 1 CUU...UUy, (nutze die Kompaktheit von K;) und
o (; >l falls #% > (;_y. (Sonst setze {; := l;_y = #B.)

Dann setze
K, =U,UU,U...UU,..

i

Aus K,y C U1 U...UU;, C K; und der Offenheit von Uy, k = 1,---,¢; folgt K; C K;41.
SchlieBlich haben wir ;o K; = U % = X. J

Definition 2.21. Sei (Uy)aca eine Uberdeckung eines topologischen Raums X. Dann heifst
(Ua)aeca lokal endlich, falls jeder Punkt p € X eine Umgebung V, besitzt, sodass die Menge
{a € AU, NV, # 0} endlich ist.

Eine Uberdeckung (Vs)gep heifit Verfeinerung von (Uy)aca, falls zu jedem B € B ein a € A
existiert mit Vg C Uy. Wir sagen auch (Vg)pep verfeinert (Uy)aca-

8Es ist kein Druckfehler, dass wir hier W4 und nicht W), schreiben. Es ist zwar eine Umgebung von p, wir betrachten
aber p als fixiert; und weiterhin héngt Wy von q ab.

91m Fall, dass % unendlich ist, ist £;_1 < #2 natiirlich trivial erfillt.
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Man beachte den Unterschied zu einer Teiliiberdeckung: Eine Teiliiberdeckung (U, )aca wére
eine Uberdeckung der Form (U, )aep mit B endlich. Jede Teiliiberdeckung ist also eine Verfeine-
rung. Aber nicht umgekehrt: in der Verfeinerung hat man mehr Flexibilitit, da die Mengen kleiner

werden dirfen.

Proposition 2.22 (Partition der Eins, starke Version). Sei (U;)ics eine offene Uberdeckung einer
C*-Mannigfaltigkeit M mit Atlas {p;: Efvj — Vitjes (mit 0 <k <o0).
Dann gibt es eine Familie (1a)aca mit 7o € CF(M,R) mit

(i) (a) supp(ng) ist kompakt fir alle o € A,
(b) (supp(na))aca ist eine lokal endliche Uberdeckung von M,
() 0<ma <1,
(d) > aecaNa(x) =1 fiir alle x € M.
(ii) (supp(a))aca verfeinert (Us)ier-
(iii) (supp(Na))aca verfeinert (ﬁ;)je].

Besitzt M nur abzahlbare viele Zusammenhangskomponenten, dann kann A abzdhlbar gewdhlt wer-

den.

Beweis: Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass M zusammen-
héngend ist (sonst fithre fiir jede Zusammenhangskomponente aus und summiere). Dann besitzt
M eine abzéhlbare Basis der Topologie und somit eine kompakte Ausschopfung (K, )nen. Setze
Ky:=K_;:=0.

Sei nun n € N zunéchst fixiert. Zu jedem p € Kn\Io(n_l wihle i, € I und j, € J mit p € U, ﬂﬁjp.
Wihle mit Lemma 1.108 eine glatte Funktion f,: R™ — R mit 0 < f, < 1, supp(f,) kompakt

und supp(fp) C ¢;j, <Uip N Tj'jp N <Io(n+1 \ Kn2>> =Y, sowie f,(p;,(p)) = 1.
Wir haben benutzt, dass die Menge Y offen ist und ¢;, (p) enthalt.
Definiere _

by = { Ipo @i, > autlj, } € C*(M,R).

0 , sonst
Wir haben 0 < 4, <1, 9, (p) = 1 und supp(¢,) kompakt.
Nun ist W), := ¢, LR\ {0}) C supp(¢,) eine offene Umgebung von p.
Wahle mit einem Kompaktheitsargument p1,...,p,, so, dass K, \Io( n1 C Ule W,
Setze nun A := {(n,é) |n eN, 1</< rn} und U, := U, 0 =1y,
——

Dann ist (supp(\I/:jLeA lokal endlich, supp(¥,) ist kompakt und Y ;" ¥, »(p) > 0 fiir alle
pe K\ Kn 1, 0<W(p)<1firallepe M.

Also gilt auch . 4 ¥s > 0 auf M und diese Funktion ist in C*(M,R~o).

Offenbar verfeinert (supp(¥,)), die Uberdeckungen (U;);er und (ijj)jej.

Setze nun
Vo
Ng '= =—— .
ZQIEA \I/a/
Dann erfiillen die 7, alle gewilinschten Eigenschaften. [ |
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Korollar 2.23 (Partition der Eins, schwache Version). Sei (U;);cs eine offene Uberdeckung einer
C*-Mannigfaltigkeit M, 0 < k < oo. Dann gibt es (; € C¥(M,R) mit 0 < ¢; < 1, supp((;) C U;,
>icr G =1 und (supp(;))ier ist eine lokal endliche Uberdeckung.

Man nennt ((;)ier eine Partition der Eins zur Uberdeckung (U;)icr.

Beweis: Waihle (74)aca zu einem Atlas wie in Proposition 2.22. Wihle zu jedem o € A ein

iq € I mit supp(n,) C U;, . Setze dann

Ci = Z N -

agA
Beispiel 2.24. Sei p € M und U eine offene Umgebung von p in M. Bestimme zur offenen
Uberdeckung (U, M \ {p}) eine Partition der Eins ((1,(2) mit supp(¢z) € M \ {p}. Dann gilt
pe W :=UnN (M \supp((2)) @ M und

0 ,auf M\ U
G=1-CG=49€[0,1] ,aufU\W
1 , auf W.

2.3 Der Tangentialraum

Definition 2.25. Sei M™ eine C*-Mannigfaltigkeit (1 < k < 00), p € M und ¢ < k. Eine C*-
Kurve in M ist eine Ct-Abbildung c: I — M wobei I ein offenes Intervall ist.

Fiirp € M definiere ¢, := {c: I— M ’ 0 € I, I ein offenes Intervall, ¢(0) = p, ¢ ist Cl—Kurve}.
Definiere eine Aquivalenzrelation ~ auf 6, : Seien c1,c2 € 6, und sei ¢: U — V eine Karte mit
p € U. Dann gilt ¢; ~ ¢ genau dann, wenn %‘t:O(cp ocy) = %‘tzo(apo ca).

Den Tangentialraum wvon M im Punkte p definieren wir als die Menge T,M = €,/ ~. Die

Elemente in T, M heiffen Tangentialvektoren.

Lemma 2.26. Die Relation ~ in Definition 2.25 hdngt nicht von der Wahl der Karte ¢ ab.

Beweis: Sei ¢: U — V eine weitere Karte und pelUn U. Dann rechne fiir ¢ = ¢y und ¢ = co

d
" (poc).

(¢o<p_10<poc):(¢o<p_l)/| i o

d
WOC)_& w(p).dt

t=0 t=0

Nun ist aber (¢ o ¢~! ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Deshalb

)/|so(p)

(Feoe = gloseom) = (FL@ow=gwom)

Lemma 2.27. Die Definition
dpp: T,M — R™, [c] —

liefert eine wohldefinierte und bijektive Abbildung.
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Beweis: ,Wohldefiniertheit und Injektivitat“: Beides folgt sofort aus der Definition von ~ (Hin-
und Riickrichtung).

yurjektivitat“:  Sei v € R™. Da V = im ¢ offen ist, gibt es aus Stetigkeitsgriinden ein € > 0, so
dass ¢(p) +tv € V fiir alle t € (—¢,€). Setze c(t) := ¢ (p(p) + tv).

Es gilt (dpe)([c]) = %’tzo(go(p) + tv) = v, also folgt die Surjektivitit.

Dabei ist ¢(t) nur wohldefiniert fiir ¢ so klein, dass ¢(p) + tv € im(¢p) gilt. Solch ein € > 0 findet
man, da t — ¢(p) + tv stetig ist und wegen (p) € im(yp) und der Offenheit von im(¢p). [

Definiere nun eine Vektorraumsstruktur auf T,M so, dass d,¢ linear ist. Diese Vektorraum-
Struktur auf T, M ist unabhéngig von der Wahl der Karte, siche Aufgabe 1 auf Tutoriumsblatt
9.

Bemerkung 2.28. Fiir p # ¢ gilt T,M N T,M = (. Diese offensichtliche Eigenschaft ist anders

als bei unserer elementaren Definition von T, M in Kapitel 1.

Bemerkung. Ist M eine Untermannigfaltigkeit von R, p € M und T,M C R? der Tangential-
raum im Sinne von Kapitel 1, T,M = 6,/ ~ wie oben.
Dann ist

T,M — T,M

] — ¢(0)

ein Vektorraum-Isomorphismus.

Definition 2.29 (Koordinatenvektorfelder). Definiere das i-te Koordinatenvektorfeld der Kar-
te p als

0 _
- = {t — o (o(p) + tei)}.
99" |p
Es gilt d,,¢ 0 )\ -4 (p(p) + te;) = e;, und damit ist 0 —0_|') cine Basis von
PT\ 9y dt |t:0 ’ oot |p O™ ‘p
T,M. Ist o = (1, ..., ¢™), so folgt analog d,¢’ (381‘) =
¥

Definition 2.30. Seien M™ wund N" zwei C'-Mannigfaltigkeiten, f € CL(M,N) und p € M.
Dann definiere das Differential oder die Ableitung von f in p durch

dpf: TpM—>Tf(p)N, [C] — [fOC].
Lemma 2.31. Die Abbildung d,,f in Definition 2.30 ist wohldefiniert und linear.

Beweis: Sei p: U — V eine Karte von M mit p € U und : U —s V eine Karte von N mit

flp)eU.
Seien ¢ ~ cy. Das heifit %|t_0(<p ocy) = %’t_o(go o ¢2). Rechne

d

E (Yofocy)=

d
_1 == _1/ . —
o woSogT opor)=(wosoe™) |, gl (poen)

o

d d
=(¢Of0sfl)’|m,)'@’tzo(wwz):@ (o foc)

-

SS 2020 Seite 83



Also gilt focy ~ focs.
[Wiederholung zu Be- } Betrachte nun das folgende kommutative Diagramm

ginn der Vorlesung

am 12.06. d,f
12.6. TPM —p> Tf(p)N
dpe |2 O U drm ¥

Rm Rn
(o for™ ) |o(m)

Da dpp,dfe und (3o f o ga’l)’ha(p) linear sind, ist auch d,f linear als Verkettung linearer

Abbildungen.

Bemerkung 2.32. (i) Ist V ein endlich-dimensionaler Vektorraum, p € V. Dann gibt es einen

kanonischen Isomorphismus I,: V. — T,V, v +— [t — p+ tv]. Wir identifizieren im

folgenden zumeist V' mit T, V.

(if) Das Symbol d,p besitzt zwei Bedeutungen (siehe Lemma 2.27 und Definition 2.30 mit N =

R™). Man rechnet leicht nach, dass

kommutiert. Das heift, die beiden Bedeutungen stimmen nach Identifikation von R™ mit

Tw(p)Rm iuberein.

(iii) Ist ¢: I — M eine C'-Kurve, I G R ein offenes Intervall. Dann betrachte
dyye: R=E Ty R — Tou )M, e — [c(- tho)] = d¢,cer).

Schreibweise:  Te(1o)M 3 é(to) := [c(* + to)] = (de(ro)) (%’t:to(gp o c))

Insbesondere haben wir dann ¢(0) = [c].

Wenn wir den iiber Aquivalenzklassen von Kurven definierten Tangentialraum mit dem

Tangentialraum aus Kapitel 1 identifizieren, so verallgemeinert ¢(¢p) die fiir Untermannig-

faltigkeiten bereits bekannte Bedeutung.

(iv) Seien f; € C*(My, Ms) und fo € C'(Ma, Ms). Dann gilt die Kettenregel d,(f2 o f1) =

dy, (p)f2 0 dp f1. Beweis: Tutoriumsblatt 8, 1. Aufgabe.

v) Es gelte dim(M;) = dim(M,) und f € C*(M, N). Ist nun d, f ein Isomorphismus, dann gibt
(v) P

d. h. Analysis II, Ka-

lokaler Umkehrsatz, ein C*-Diffeomorphismus ist.
pitel 9, Satz 4.3

es eine offene Umgebung p € U C M, so dass f(U) @ M, gilt und so dass f|U: U— f(U)
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2.4 Derivationen in einem Punkt
Erinnerung: Wir schreiben oft verkiirzend
C®(M) :=C>®(M,R).

Definition 2.33. Zu ¢(0) = [c] = X € T,M und f € C*(M) definiere die Richtungsableitung’?

d
Oxf:=dpf(X) = I O(foc) =[fod.
t—

Es gilt dabei d,¢* <883> =0;;. Das heift {d,p }1<i<m ist die zu { 8i
14 ¥
des Kotangentialraums Ty M := (T, M)* = Hom(T, M, R).

} duale Basis
P)i1<i<m

Definition 2.34. Eine Derivation in p ist eine lineare Abbildung D:C*®(M) — R mit
D(fg) = D(f)g(p)+f(p)D(g). Man sollte diese Formel als Produktregel fiir die Ableitung ansehen,
vergleiche das unten stehende Beispiel.

Es bezeichne 2, die Menge aller Derivationen in p. Dann ist 9, C C*(M)* ein Untervektorraum.

Beispiel. Fiir X € T,M ist dx : C>°(M) — R eine Derivation in p.

Satz 2.35. Die Abbildung 0 := 0,: T,M — 9,, X —— O0x ist ein Vektorraum-Isomorphis-

mus.

Beweis: ,Schritt 1: Linearitét“: Die Linearitét von 0 folgt aus der Linearitét von d,, f fiir alle
fec>(M).

»Schritt 2“: Sei D € Z,. Dann gilt D(1) = D(1-1) = D(1)-14+1-D(1) = 2D(1), also D(1) =0
und damit D(f) = 0 fiir alle f = const.

»Schritt 3: Lokalitédt, Teill“: Sei D € 9, U eine offene Umgebung von p, f,g € C>*°(M). Gilt
nun f|U = g|U, dann folgt D(f) = D(g).

Begriindung: Bestimme mit Beispiel 2.24 eine Funktion x € C*° (M) mit supp(x) C U, x = 1 auf
Umgebung um p. Dann folgt x - (f — g) = 0, also

0=D(x (f—9)=D(KX)- (flr) —9(p) +@D(f - 9)-
=0 =1

Also gilt D(f — g) = 0 und damit D(f) = D(g).

»Schritt 4: Lokalitdt, Teil2“: Sei U © M,p € M. Bestimme x wie in Schritt 3. Dann sind die
beiden Abbildungen

U« M
Dy > Dp
DY+ DY o resy

DM o (-x) — DM
zueinander invers (Begriindung: folgt aus Schritt 3). Hierbei ist

resy: C°(M) — C*(U), f'—>f’U

10Djes verallgemeinert also Definition 1.59 von Untermannigfaltigkeiten auf Mannigfaltigkeiten.
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die Restriktionsabbildung, und

f@)-x(z) ze€U
0 zeM\U

XCOO(U)—>COO(M)a f'—>77f'X“: T

ist die Multiplikation mit der Abschneidefunktion y, gefolgt von einer Fortsetzung durch Null
auf M \ U. Die Funktion f - x ist glatt auf M \ supp(x) und glatt auf U, also auch glatt auf M.
»Schritt 5: Injektivitdt*: Sei ¢p: U — V eine Karte, x wie oben und p € U.
Angenommen dx = 0. Dann schreibe: X = >, aiai(pi’p und rechne

C™ (M)
/—H .
0=0x(x-¢") =05 , 2| (x-¥")
7 o¢’ Ip
() . . o) .
= d0 o (¢)=) o dpy' ( ) =d.
j o7 |p j &PJ D
—_———
5,;.7‘

Also folgt X = 0.
(*) Dies gilt nach Schritt 3 und 4, da x =1 auf einer Umgebung um p.
»Schritt 6: Surjektivitdt“: Seien ¢ und x wie oben und D € @é\/f beliebig. Setze a’ := D(x-¢7)

i_0
und X =) . al = .
> 907 |»
D:=0x—-Dc¢ @;,VI erfiillk D(x - ¢*) = 0 fiir alle k = 1,...,m. Mit denselben Rechungen wie in
Schritt 5 folgt:

D(x-¢") = x(x-¢") = D(x-¢")
= <Zaiaa (x-¢") | —a
i el
= (Zaiai(goku —adt=d"—dF =0
8 k2
g H@p/_/
Oik

Seinun f € C*(M) beliebig gegeben. Wihle h; und W wie im folgenden Lemma 2.36. Nun rechne

D)= D" (7] =D 0y )40 (s

=const

=0
_ Z (ﬁw(hi)ﬁ@ + hi(p) w) =0

i 5 ~ )
- =D(xW¢")=0

(Beachte DV := Do (-x) und supp(x"V) ¢ W).
Damit gilt also D = 0x, und damit folgt die Surjektivitét. [

Lemma 2.36. Sei f € CY(M), p: U — V eine Karte, p € U und p(p) = 0. Dann gibt es eine

Seite 86 Analysis IV



offene Umgebung W @ U wvon p und Funktionen h; € CO(W) mit f(q) = f(p) + D1y hi(q)¢'(q)
fiir alle g € W.
Ist f € CK(M), so kénnen die h; € C*~1(M) gewdhlt werden.

Beweis: Setze F := fop~!. Seinun z € B,(0) @ V und W,(t) := F(tz) fiir t € [0, 1]. Es gilt

1 m 1
HDI OF -
F(z)— F(0) = W,(1) — W,(0 :/W;tdt——g/ |- 2t dt
(z) (0) (1) (0) ) (t) 22 )y oat |, :\w(q,)

fir p(q) = = (z,...,2™). Setze h;(q) := 01 %

w(q)dt. Dann gilt

hioo Yz)- ¢ = F(z) —F(0
; o (v) L (x) —F(0)
hi(q) ¢'(@)  F(e(g)

— Zhi(q)w"(q) = flq) — f(p).

Wiederholung zu Be-
ginn der Vorlesung
am 16.06.

2.5 Vektorfelder und Lie-Klammer

16.6.

Sei M™ eine (glatte) Mannigfaltigkeit.

Wiederholungen: Fur ¢ # p gilt T,M NT,M = (. Das Symbol J bezeichnet die disjunkte Verei-

nigung.
Definition 2.5.1. Das Tangentialbiindel von M ist gegeben durch'?
T™ = ] T,M
peM
und das Kotangentialbiindel von M ist gegeben durch
"M = | J T;M.
pEM
Die Abbildungen

wra s TM — M, T,M>X+—p

mrspr: TFM — M, T;Maa'—>p

HSie fragen sich hier vielleicht: wieso schreiben wir hier UpeM TpM und nicht UpeM TpM oder HpeM TpM?

Alle drei Schreibweisen fiihren zum richtigen Ziel, wenn man sie richtig interpretiert. Da die Tangentialrdume
.

bereits disjunkt ist, stimmt die Vereinigung U mit der disjunkten Vereinigung U »im wesentlichen“ {iberein.
Viele Mathematiker nutzen fiir das die disjunkte Vereinigung das Koprodukt-Symbol H, was deswegen ge-
rechtferigt ist, da es das kategorientheoretische Koprodukt in der Kategorie der Mengen ist. An dieser Stelle
muss man dann aber dazu sagen, dass wir hier in der Kategorie der Mengen arbeiten. In den Kategorien der
topologischen Rdume oder glatten Mannigfaltigkeiten ist die Aussage TM := HpeM TpM nicht mehr richtig.

Um hier Missverstidndnisse auszuschlieffen, nutze ich das Symbol U
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heiffen die Projektionsabbildungen von TM bzw. T*M.

Ein Vektorfeld ist eine Abbildung X: M — TM mit wrp 0 X = idpy;  und eine 1-Form
(oder Pfaffsche Form) ist eine Abbildung o: M — T*M mit wr«poa =idy. Man beachte:
mry © X = idps @st dquivalent zu Vp € M @ X , € T,M, und mr+«pr 0 o = idps ist dquivalent zu
Vpe M : apET;M.

Schreibweise.

Fiir den Wert von X an der Stelle p € M schreiben wir zumeist X, oder X ‘p, wohingegen wir
die Bezeichnung X (p) nicht nutzen wollen, um Verwechslungen mit X (f) := dx (f) zu vermeiden.

Analog schreiben wir dann «a;, oder a’p fiir den Wert von « an der Stelle p € M.

Bemerkung 2.5.2. Ubungsblatt 10, Aufgabe 4 liefert eine glatte Struktur auf TM, sodass TM
zu einer glatten Mannigfaltigkeit der Dimension 2 dim(M) wird. So dhnlich macht man aus T*M
eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension 2 dim(M).
Sei p: U — V eine Karte von M™. Fiir p € U gilt T,U = T, M. Wir definieren hierzu eine Karte
von TM

¢: TU — V x R™, T,U 3 v+ (o(p), dpep(v)).

Wenn nun ¢ einen Atlas von M durchlduft, so ergeben die zugehorigen ® einen Atlas von T'M.
Man beachte, dass sich hieraus nun eine Topologie auf TM ergibt.'> In der oben genannten
Ubungsaufgabe ist insbesondere zu zeigen, dass diese Topologie hausdorffsch ist und jede Zusam-
menhangskomponenten eine abzdhlbare Basis der Topologie besitzt.

Analog definiert man

0
Oy’

TV =[] T;M —VxR",  a— (90(1’)7&(
peU

”> 1<i<m

ao(dpp)~Le(R™)*=2R™

Diese Abbildung definiert analog eine glatte Struktur auf T*M.

Bemerkung 2.5.3. Man nennt ein Vektorfeld C*, wenn es als Abbildung C* ist. Stimmt nun diese
Definition von ,C*-Vektorfeldern“ mit der aus Kapitel 1 iiber Untermannigfaltigkeiten iiberein?

Sei ¢: U — V eine Karte. Schreibe X, = >, X;’p 66i ’ . Daraus folgt Xfp|p = dpga(X|p).
" lp

X’U ist genau dann C¥, wenn ® oX‘U in CF ist, also genau dann, wenn fiir alle i gilt, dass Xja eck

ist.

X ist genau dann C* | wenn in allen Karten : U — V eines Atlanten und fiir alle i € {1,...,m}
gilt, dass Xi, e Cck.

Somit haben wir gezeigt: Das Vektorfeld X auf einer Untermannigfaltigkeit ist als Abbildung
M — TM genau dann C*, wenn es im Sinne von Kapitel 1 C* ist.

Analog dazu: Die glatte Struktur auf 7% M ist so gewéhlt, so dass fiir jede 1-Form « gilt:

«a ist in C* genau dann, wenn fiir alle Karten (p;: U — V) € &/ und

alle i € {1,...,m} die Abbildung p — a}p (381' ) in C* ist.
¥

P

2Djese Stelle der Vorlesung ist der Grund, wieso wir in Definition 2.1 (3) nicht mit einer gegebenen Topologie
begonnen haben, sondern durch Lemma 2.3 die Topologie bestimmt haben.
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Wenn wir « als Linearkombination der Koordinatenkovektorfelder schreiben o = Z;nzl ajded,

a 9 -
|p a(pi » l|p'

) -3, 00
P =1 P ot
—_———
Wir sehen somit: « ist C¥ als Abbildung M — T*M genau dann wenn die Koeffizienten ¢; fiir

dann rechnet man

(5”'

alle ¢ und alle Karten eines Atlanten glatt sind.

Definitionen und Bemerkungen 2.5.4.

(i) Es bezeichne X(M) := T'(TM) := {glatte Vektorfelder}. Dies ist ein R-Vektorraum und ein
C>®(M)-Modul.

(ii) Setze QY(M) :=T(T*M) := {glatte 1-Formen}. Dies ist ein R-Vektorraum und ein C>°(M)-
Modul.

(iii) Ist f € C°(M), so ist die Abbildung df : M — T*M definiert durch p — d,f glatt.

Damit erhdlt man eine Abbildung

d: C®°(M) — QY(M), [+ df. (2.5.1)

(iv) Ist « € QY (M) und X € X(M) so erhilt man eine Abbildung
a(X): M — R, p— alp (X|p)
wobei a(X) € C>®°(M). Die Abbildung Q' (M) x X(M) — C®(M), (o, X) — «a(X) ist
C°(M)-bilinear, d. h. bilinear im Sinne von C*°(M)-Moduln.

(v) Erhalte eine Abbildung X(M) — End (C*(M)), X +— dx = (f — (df)(X)). Hier-
bei bezeichnet End die Vektorraum-Endomorphismen. Diese Abbildung ist C*°(M)-linear im
folgenden Sinn: Ogx f = gOx f fir X € X(M) und f,g € C>*(M).

(vi) Fir f,f € (M) gilt: Ox(ff) = (0xf)f + f(Ox[). (Produktregel) Mit Hilfe von Ox f =
df(X) dbersetzt sich dies in
d(ff) = fdf + fdf. (2.5.2)

(vii) Ist A eine R-Algebra, so nennt man D € End(A) eine Derivation von A, falls
D(ff)= (DN f+ f(Df)

gilt. Zum Beispiel ist Ox ist eine Derivation von A = C*°(M). Den Raum aller Derivation
von A bezeichnen wir mit 2(A). Somit X(M) — 2(C>(M)), X — Ox.

Es sei ev,: C*°(M) — R, [+~ f(p) die Einsetzungsabbildung.

Bemerkung 2.5.5. Jede lineare Abbildung D : C*°(M) — C*° (M) erfiillt:

D ist eine Derivation von C*°(M)

< firalle p e M gilt: D(f])(p) = f(p)(D)(p) + (D)) [ (p)-
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+— fiir alle p e M gilt: ev,0D € 9.

Wir bezeichnen nun

Lemma 2.5.6. Die Abbildung X(M) — 2(C>*(M)), X —— Ox st bijektiv und C*>(M)-

linear.

Beweis: ,Linearitdt“: Die Linearitit ist klar.

»Injektivitdt®:  Sei Ox = 0, dann Jx, = ev, 00x = 0. Mit Satz 2.35 folgt also X, = 0 fiir alle p,
also X = 0.

sourjektivitdt®:  Sei D eine Derivation von C*° (M), dann ist ev, oD eine Derivation in p fiir alle
pe M.

Nach Satz 2.35 existiert damit fiir alle p € M genau ein X, € T,M mit dx, = ev,oD.

Es bleibt zu zeigen, dass das Vektorfeld p — X, glatt ist.

Zu py € M wihle eine Karte ¢: U — V mit py € U. Mit Beispiel 2.24 wihle eine Funktion
n € C*°(M), die auf einer Umgebung W von pg konstant 1 ist und supp(n) C U. Wir setzen die
glatte Funktion 7y’ : U — R durch Null zu einer glatten Funktion n¢® : M — R fort, die wir
im Sinne einer einfachen Notation wieder mit 1y’ bezeichnen.

Schreibe X ’U =X ’% auf U. Dann gilt fiir p € W, wobei wir an der Stelle (x) die Teilaussagen

im Beweis von Satz 2.35 nutzen:

(D)) ) = 2, 0) @ 0, (7],
€coe (M) caw
= ZXj‘paﬁlpW) = X"|

———
=5

p

Wir haben also D(ngpi)|w = Xi’W und mit D(ny’) € C°°(M) folgt hieraus Xi|W € C>®(W). Also
ist X glatt auf der Umgebung W von pg. Da diese Argumentation fiir alle pg € M gilt, ist somit
X glatt. ]

Ab sofort werden Elemente in T, M mit Derivationen &, in p identifiziert (via X=0x).
AuBerdem werden glatte Vektorfelder identifiziert mit Derivationen auf C*(M).

Es gilt somit
0 0
o)y’ =0 T A

p aﬁﬁi P

(fop™).

»(p)

Also entspricht ai der partiellen Ableitung aai in der Karte ¢.
»

i ox'
Lemma 2.5.7. Ist A eine R-Algebra und D, D Derivationen auf A. Dann ist [D, 13] =DD-DD

ebenfalls eine Derivation.

Beweis: Eine Ubungsaufgabe: Ubungsblatt 10, Aufgabe 1. ]

Lemma 2.5.8. Mit X(M) = {Derivationen auf C>°(M)} erhdlt man eine lineare Abbildung

(M) x X(M) —s X(M)
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(X, Y) — [X, Y] =XY —-YX =0x0y —0y0x = 8[X7y] € End (COO(M))

Dabei heifit [X,Y] die Lie-Klammer von X und Y.
Es gelten fir alle X, Y € X(M) und f € C>°(M) die Relationen

(i) [X,Y]= -]y, X]. (Antisymmetrie)
(i) [f X, Y] = fIX, Y] =Y(f) X.
e

(iii) [X,fY]=f[X,Y]+ X(f)Y.
(iv) [[X,Y],Z] +[[Y. 2], X| + [[2,X],Y] =0 fiir alle X,Y,Z € End(V) also insbesondere fiir
alle X,Y,Z € X(M) C End (C>(M)). (Jabobi-Identitit)

Beweis: ,,(i)“: Offensichtlich.
»(i)“:  Es gilt fiir alle g € C*°(M), dass

[fX,Y](g) = 0rx0yg — Oy Osxg = fOxOvg — dy (foxg)
——_———
= f-[0x,0v](g) — Oy f Oxg. =(0y f)(9x9)+f0yOxyg
————

—oxv(e) YD) X(9)

Dies bedeutet dann:

H(iii)“:  folgt direkt aus (i) und (ii).

»(iv)“:  Nachrechnen liefert 12 Summanden, von denen sich je zwei wegheben. [ |

Bemerkung 2.5.9. Ist ' : M — N eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten. Die
Ableitung dF : TM — T'N wird dann durch die folgende Formel charakterisiert:

8dF(X)f:ax(fOF) VpEM, VXETPMVfECOO(N)

Mit Hilfe der neuen Identifikation von Tangentialvektoren mit Derivationen kann man hierfir
auch schreiben: (dF(X))(f) = X(f o F).

2.6 Tensoren

Sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit. Im folgenden sind alle Tensorprodukte als Tensorprodukte 1s9.6.
von reellen Vektorrdumen zu verstehen. Man beachte auch, dass die Abbildung V @ R — V|
v ® 1 +— v ein ,natiirlicher” Isomorphismus ist. Deswegen kénnte man zu allen Tensorprodukten

®R hinzufiigen, ohne dass sich etwas wesentliches daran dndert.

Definition 2.6.1. Setze

TUIM:=@QT,M:=T,MT,M®.. @ T,MT;MeT/M®...0 T)M.

r,s

r-mal s-mal
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und 7—1()0,0) =R.15

FEin Element aus TI(,T’S)M heifit ein (r, s)-Tensor.

Wieso brauchen wir Tensoren? Man benétigt sie, um Spannungen in einem Material in der
Elastizitdtstheorie und Materialwissenschaft zu beschreiben; daher kommt das Wort Tensor, von
den Spannungen. Wir brauchen sie auch, um die erste Fundamentalform auf Mannigfaltigkeiten
zu verallgemeinern. Der riemannsche Kriimmungstensor beschreibt die Kriimmung einer Mannig-
faltigkeit. Ein Spezialfall von Tensoren sind die (alternierenden) Differentialformen, die dann in

Kapitel 3 eine zentrale Rolle spielen.
Beispiel 2.6.2. (i) 7 ("M =T, M.
(i) 7VM =T5M.
(iii) 7P M = T5M ® T;M = Bil(T,M x T,M,R) = Hom (T, M, T:M).

(iv) der riemannsche Kriimmungs-Tensor aus Definition 1.92 ist in jedem Punkt p € M eine
trilineare Abbildung R,: T,M x T,M x T,M — T,M und kann deswegen durch einen
Tensor R, € TAM @ TEM @ T5M @ Ty M = T (%) M dargestellt werden. Die Definition, die

wir bereits fliir Untermannigfaltigkeiten kennen, werden wir bald verallgemeinern.

Bemerkung 2.6.3. Man hat eine bilineare Abbildung T](f’S)M X T](f’g)M — T;T”’HE)M
gegeben durch

M®..1, R ®.. AW R ... w; ®P1 ®...R )
U R...OURQUW Q.. QWi R R... s QP R ...R Bs.

Diese bilineare Abbildung faktorisiert tiber die kanonische lineare Abbildung aus dem Tensorpro-

dukt und ergibt dann den Isomorphismus

r,8) 7,8 r+7,s+3
TrIMeT M — T M.

Bemerkung 2.6.4. Ist ¢: U — V eine Karte. Dann ist (881

> eine Basis von T, M und
2

P/

(dpgoi)i ist eine Basis von T} M.

Weiter ist dann

0 0 : .
, R ® , Rd, VR ®d,’
{8@“ P ' |p v¥ vy

(il,...,ir,jl,...,js) e {1’_."m}r+s} C T](Q’I“,S)M

eine Basis von T;T’S). Die Dimension von TZ(,T’S) is insbesondere m"t*.

Wir machen aus 7 "M = Upenr Té’"s)M eine Mannigfaltigkeit der Dimension m +

m’™m?®

3Der Spezialfall (r, s) ist deswegen sinnvoll defniert, da man in der Definition von TZ()T’S)M noch ®R hinzufiigen
kann und dann im Fall » = s = 0 nur noch R jiibrig bleibt“. Wichtiger als diese vage Diskussion um Sinnhaftigkeit
ist aber die klare Tatsache: alle folgenden Aussagen sind auch in Spezialfillen richtig, wenn wir T](DO’O) =R
definieren.
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Wir nennen diese Mannigfaltigkeit das (r, s)-Tensorbiindel iiber M. Die Projektionsabbil-
dung hierzu ist
T(T,S)M T (rs) M M, T}()T,S)M SUr R ayy — p.

Schreibe fir I = (i1,...,%) und J = (j1,...,Js) kurz

(9 J
gl [, @ "

0 . .
= Q| @dpp’t ® - Rdpe’e.
iy P P P

® .
p 0pi,

Sei p: U — V eine Karte von M. Dann betrachte

TrOU = [JTOIM 25 v xR @ R

peU
0
> 458771 ® dpp” — ((p), (a})1.1)
Ie{1,....m}" p
Je{l,....m}*

Ist nun {p;: U; — V;}icr ein Atlas von M, so ist {®,, : 'T](DT’S)Ui — V; x Rmr+s}i€[ ein Atlas
von Té’“’s)(M ). Die induzierte Topologie ist hausdorffsch und jede Zusammenhangskomponente

hat eine abziihlbare Basis der Topologie.*

Definition 2.6.5. Ein (r,s)-Tensor(feld) ist eine Abbildung a: M —s T "9 M so dass T (rs) 3 ©
a =idy gilt. Aquivalent dazu: Vp € M : al, € T](f’s)M.

Aus obigen Difinitionen folgt: a ist genau dann glatt, wenn alle Koeffizienten a’; in allen Karten
(eines Atlanten) glatt sind.

Es bezeichne D(T ™) M) die Menge aller glatten (r,s)-Tensorfeldern. Dabei ist T(T ©OM) =
C>(M).

Beispiele 2.6.6.
(i) Bs gilt D(T CYM) = D(TM) = X(M) und T(T VM) = T(T* M) = Q' (M).
(ii) Es sei g € D(T ®?M). Dann ist g lokal in einer Karte ¢: U — V gegeben durch
9p = 251 95 (9(p) dpp’ @ dpp?.

Esist g genau dann glatt, wenn alle g;;: V' — R glatt sind. Dabei gilt g;jop = ¢ (8ai , 88J> .
Y oy

Esist g,: TpyM x TpM — R bilinear, also ein Element in T/M ® T, M.

Es ist g, genau dann symmetrisch fir alle p € M, wenn g;;(x) = g;;(x) fir alle Karten U,
alle z in V und alle 4,5 € {1,...,m}.

Es ist g, positiv definit genau dann fiir alle p € M, wenn (gij(x))ij fiir alle Karten U und
alle z in V eine positiv definite Matrix ist.

Unterbeispiel: Ist M™ C R" eine Untermannigfaltigkeit, dann ist die 1. Fundamental-
form g € F(T(o’z)M ) symmetrisch und positiv definit.

Definition 2.6.7. Fine riemannsche Metrik auf M ist ein glatter (0,2)-Tensor so dass die
Abbildung gp: TpM x T,M — R symmetrisch und positiv definit ist. Das heifst g, definiert ein
Skalarprodukt auf TpM. Dabei ,hingt g, glatt von p ab® Fine riemannsche Mannigfaltigkeit
ist ein Paar (M, g), wobei M eine Mannigfaltigkeit ist und g eine riemannsche Metrik auf M ist.

14Der Beweis dieser beiden Sitze ist nicht schwer, aber etwas ldnglich aufzuschreiben und meines Erachtens nicht
so interessant, dass er hier im Detail ausgefiihrt werden soll. Wenn Sie deie Fille (r,s) € {(1,0),0,1)} gut
verstanden haben, kénnen Sie auch hier alle Details selbst ausfithren.
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Die oben definierten Funktionen g;; : V. — R nennt man die Koeffizientenfunktionen (oder

einfach die Koeffizienten) der riemannschen Metrik g;; beziiglich der Karte ¢ : U — V.

Beispiele 2.6.8. (1) Die erste Fundamentalform einer Untermannigfaltigkeit ist eine riemann-
sche Metrik.

(2) Sei M @ R™ und g, = (¢, *) das Standard-Skalarprodukt auf R™. Wir identifizieren wieder
T,M = R™ wie in Bemerkung 2.32 (i) beschrieben. Dann ist p — g, eine riemannsche
Metrik auf M.

(3) Sei N eine Mannigfaltigkeit. Versehe M := R™ mit dem Standardskalarprodukt, das wie in
(2) beschrieben eine riemannsche Metrik g tragt. Fiir eine glatte Abbildung ¢: N — M =

R™ setze

(" 9)p(0, 1) = Gu(p) (dpp(v), dpp(w)) = (dpep(v), dpp(w)) = Y dpp’ @ dpp”

i=1

Dann ist (¢*g), symmetrisch und ein Element in I(T 2 N), der sogenannte Pullback von

g. Ist ¢ ein Diffeomorphismus (also eine Karte), so ist ¢*g eine riemannsche Metrik.

(4) Ist g € I(T ©P M) eine riemannsche Metrik, f € C°(M), f > 0, dann ist auch fg €
I(7 ©2 A1) eine riemannsche Metrik. Hierfiir definieren wir fiir p € M, X,Y € T,M:

f9(X,Y) = f(p) g(X,Y).

(5) Spezialfall: die hyperbolische Ebene M = B;(0) C R2 g;}yp(X,Y) = (X,Y), f(p) :=

4
Rk

Das Poincarésche Kreisscheibenmodell der hyperbolischen Ebene ©

Wir werden nun einen Satz kennenlernen, fiir dessen Beweis wir eine Partition der Eins benoti-
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gen. Dies ist eine typische Anwendung fiir Partitionen der Eins.

Satz 2.6.9. Jede Mannigfaltigkeit besitzt eine riemannsche Metrik.

Beweis: Sei & = {pn: Uy — Vi}aca ein Atlas von M™.
Bestimme eine Partition der Eins (74)aca mit supp(n.) C U, und setze

Na(P) deﬁag ® dp%”ix p €Uy
0 p ¢ Us.

Ga(p) =

Dann ist die Abbildung p — G, (p) glatt auf U, und p — G, (p) = 0 ist glatt auf M \ supp(nq,).
Gesamt ist also p — Gq(p) glatt und G, € T'(T (O M). AuBerdem ist G, (p) symmetrisch fiir
alle p.

Weiter ist >, dpeh, @ dpel, positiv definit auf T, M, denn sei X = Xj% |p € T, M. Dann rechne

)
p

, , 0 0
Y dpet @A’ (X, X) =D dpp’ @ dpg (Xaaw o xk 2
7 4,5,k

) )
-t (55,) 0 (57

7,k

= ZXZ‘XZ’

=6ij =0k

und es gilt >, XX’ > 0 fiir X # 0.

Damit ist G, (p) fir n,(p) > 0 positiv definit und G, (p) verschwindet fiir 7, (p) = 0.

Setze nun g, := > c 4 Ga(p), und wir sehen dann (p — g,) € T (T(OQ)M). Nun ist g, eine
endliche (nicht-leere) Summe von positiv definiten symmetrischen Bilinearformen, also selbst po-
sitiv definit. [

Korollar 2.6.10. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Dann gibt es einen Diffeomorphismus b: TM —
T*M so dass
™ — s T*M

7%}/ A{

kommutiert und so dass b : TpyM — Ty M ein Vektorraum-Isomorphismus ist. Er ist

p = b|T a
gegeben durch T,M > X — gp(X .)€ T, M. Man nennt ihn den musikalischen Isomorphis-
mus. Das Zeichen b aus der Notation von Musiknoten ist bewusst gewdhlt. In Index-Schreibweise
zieht b einen Index nach unten, indem mit g;; multipliziert und dann summiert wird; so wird aus
einem Vektor, dessen Komponenten den Index oben haben, eine 1-Form, deren Komponenten den
Index unten haben. Die Notation spielt nun auf an das Herunterziehen eines Tons durch b in

Musiknoten an.

Beweis: Wahle eine riemannsche Metrik g auf M. Dann ist g, € 71(,0’2)M: T,M xT,M — R
bilinear.

Es gilt 7-1(00,2)M ~ Hom (TpM, T;M) vermoge g, — (X — gp(X, -)) fir X e T,M.

Die Abbildung X +— g,(X, ¢) ist injektiv von T, M — T3 M, denn fiir g,(X, ») = 0 gilt dass
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ginn der Vorlesung

Wiederholung zu Be-
am 23.06.

|

23.6.

gp(X,Y) =0 fur alle Y € T,M, also auch 0 = g,(X, X), aber g, ist positiv definit, also X = 0.
Die Abbbildung ist dann auch surjektiv, da dim T, M = dim T, M.

Somit ist b, ein Vektorraum-Isomorphismus und p — b, L. Er hingt glatt von p ab, da er in einer

Ophii
ist!®. Sei wieder wie in Kapitel 1 (g% (x));; die zu (g;j(x));; invertierbare Matrix'®. Sie héingt glatt
von p ab, da die Abbildung Gl(n,R) — Gl(n,R), A — A~! glatt ist!7, ist auch g% (x) glatt in
2. Die Umkehrabbildung # := b~!: T*M —~+ TM, der inverse musikalischer Isomorphismus,

Karte o : U — V mit g;jop =g (6%1., 0 ) € C*(V) durch b (aiq;i) = g;jdy’ charakterisiert

ist in obiger Karte mit (ESK) gegeben als

, !
I\ — i
ide’) =g o,

also ebenfalls glatt. Somit ist gezeigt, das b ein Diffeomorphismus ist. [

Beispiel 2.6.11. Sei f € C*(M). Dann ist df € Q'(M). Sei §, := b, ': TsM — T,M und
betrachte die Abbildung

grad(f): M — T, M, p—> fp(df) =: grad(f).

Dann heifit grad(f) € X(M) das Gradientenvektorfeld von f.
Nun hat grad(f) die Eigenschaft: fiir alle Y € T,M und alle p € M gilt

go(grad()], V) = gp(t(df),Y) = (b (t(df)) ) (V) (2.6.1)
df
= df(Y)=0yf. (2.6.2)

Diese Eigenschaft charakterisiert grad f.

2.7 Kovariante Ableitung und Kriimmung
2.7.1 Kovariante Ableitung auf riemannschen Mannigfaltigkeiten

Wir verallgemeinern nun Definition 1.36 auf Mannigfaltigkeiten. Wir wollen hierbei fiir einige
Details auf den Anhang verweisen. Unser Hauptziel ist, einen kleinen Ein- und Uberblick zu

geben.

Definition 2.7.1. Seien (M,g) und (]\//.7, 9) riemannsche Mannigfaltigkeiten und f : M —
M eine Abbildung. Dann heif$t f isometrisch, wenn fir alle p € M das Differential d,f :
(T,M, g,) — (Tf(p)M\, Gf(p)) isometrisch ist.

f heifst lokale Isometrie, wenn [ isometrisch und ein lokaler Diffeomorphismus ist. f heifit

Isometrie, falls f: M — N ein Diffeomorphismus und isometrisch ist.

15(ESK) verwendet. Hilfreich ist hier auch der Gesichtspunkt, dass b als Abbildung M —s T (©2)(M) mir g
iibereinstimmt, lediglich geéndert ist die Interpretation von gp € Ty M ® Ty M als gp € Hom(TpM, T;M).

16Die inverse Matrix existiert auf Grund der positiven Definitheit.

17 Jeder Koeffizient von A~ ist ein Quotient eines Polynoms in den Koeffizienten von A durch det A, was wiederum
auch ein solches Polynom ist.
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Wir haben in Unterabschnitt 1.7.4 die kovariante Ableitung auf Untermannigfaltigkeiten stu-
diert. Wichtige Eigenschaften der kovarianten Ableitung haben wir in Eigenschaften 1.68 studiert.
Die Tatsache, dass die kovariante Ableitung unter Isometrien invariant ist, ldsst vermuten, dass
man sie ohne Hinzunahme des umgebenden Raumes definieren kann. Dies ist tatsdchlich moglich:
man wandelt hierzu die Eigenschaften 1.68 in eine Definition um. Wir zeigen hierzu den folgenden
Satz.

Notation.

Wir schreiben auch (X,Y) fir g,(X,Y), falls X,Y € T,M und falls aus dem Kontext heraus

klar ist, welche riemannsche Metrik g verwendet werden soll.

Satz 2.7.2. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gibt es eine eindeutige Abbildung
V:X(M)xX(M) — X(M) mit den folgenden FEigenschaften: Fir f € C*(M), X,Y,Z € X(M),
a € R sind erfillt:

(i) VixY = fVxY und Vxyx,Y =VxY +Vx, Y. (C>(M)-Linearitdt im 1. Argument)
Das heifst X — VxY ist ein C*°(M)-Modulhomomorphismus.

(ii) Vx(Y+Z2) =VxY 4+ VxZ. (Additivitdt im 2. Argument)
Zusammen mit Vx(aY) = aVxY ergibt sich die R-Linearitit im 2. Argument, das heifit
Y — VxY ist eine R-lineare Abbildung.

(iii) Vx(fY)=(0Oxf)Y + fVxY. (Produktregel I)
(iv) VxY - VyX — [X,Y] =0 (Torsionsfreiheit)
(v) Ox (Y, Z) =(VxY,Z)+(Y,VxZ). (Produktregel II)

Die Bedingungen (i) bis (v) sind auffallend dhnlich zu den Eigenschaften 1.68. Sie sind identisch,
allerdings mit Ausnahme von Eigenschaft (iv). Die urspriingliche vierte Bedingung war:

(iV’) V_ s

At

%j =V o (%i fir alle i,5 € {1,2,...,m} und alle Karten ¢. (Torsionsfreiheit)
Al

Diese ist aber in dieser Form nicht sinnvoll, da das Vektorfeld a%pj nur auf der Kartenumgebung U
und nicht auf der gesamten Mannigfaltigkeit M definiert ist. Deswegen ist der Ausdruck V & ai%_
in diesem Satz noch gar nicht definiert. Kann zeigen, dass — mit den richtig definierten Begriffen
— (iv) und (iv’) dquivalent sind. Dies ist nicht schwer, wird aber aus Zeitgriinden nur im Anhang

gemacht.

Definition 2.7.3. FEin affiner Zusammenhang ist eine Abbildung V : X(M) x X(M) —
X(M), die (i), (ii) und (iil) in Satz 2.7.2 erfullt. Fin affiner Zusammenhang heif$t torsionsfrei,
wenn er (iv) erfillt, und er heifft metrisch, wenn er (v) erfullt. Den nach Satz 2.7.2 eindeutig
existierenden metrischen und torsionsfreien affinen Zusammenhang nennt man den Levi-Civita-

Zusammenhang oder die kovariante Ableitung von (M, g).

Beweis der Eindeutigkeitsaussage in Satz 2.7.2: Sei V ein torsionsfreier, metrischer affiner

Zusammenhang. Auf Grund von (v) haben wir

ox (Y, Z) = (VxY, Z) + Y,V x Z) (2.7.1)
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Oy (X, Z) = (Vy X, Z) + (X, Vy Z) (2.7.2)
Oz <X, Y> = <VzX, Y> + <X, VZY> . (273)

Um diese Gleichungen richtig zu verstehen, sollte man sich zunéchst bewusst machen, dass auf
beiden Seiten der Gleichungen Funktionen stehen, genauer glatte Funktionen auf M. Aus (iv)

erhalten wir

[X,Y]=VxY —VyX (2.7.4)
Y, 2] =VyZ - VY (2.7.5)
(Z2,X] =VzX —VxZ (2.7.6)

Beachten Sie hierbei, dass auf beiden Seiten der Gleichungen Vektorfelder stehen, genauer glatte
Vektorfelder auf M.
(2.7.1) + (2.7.2) — (2.7.3) + ((2.74), Z) — (2.7.5), X) + ((2.7.6),Y") ergibt (v)

8X <Ya Z> +8Y <Xa Z> _aZ <X7Y> + <[X7Y]aZ> - <[K Z]aX> + <[ZaX]7Y>
=2(VxY,Z). (2.7.7)

Diese Formel wird die Koszul-Formel genannt. Da sie fir alle Z € X(M) gilt, ist hierdurch das
Vektorfeld VxY bereits eindeutig bestimmt.Denn angenommen V ist eine weiterer torsionsfreier,
metrischer affiner Zusammenhang, so gilt auch fiir diesen Formel (2.7.7) mit V statt V. Es folgt

dann
0 = (VxV,Z)— <%XY, Z> - <VXY —VxY, Z>
fiir alle Z € X(M), insbesondere also fiir Z := VxY — VY. Somit gilt
1Z)*:=(2,2) =0

(Auf beiden Seiten der Gleichung stehen Funktionen auf M.) Also 0 = Z = VxY — %XY. Die
Eindeutigkeit ist also gezeigt. [ |

Um die Existenzaussage in Satz 2.7.2 zu beweisen, ist es nun naheliegend, Gleichung (2.7.7) zu
nutzen, um eine Formel fiir VxY herzuleiten, die (i) bis (v) erfiillt. Die Formel vereinfacht sich

im Fall von Koordinatenvektorfelder wie im folgenden Lemma ersichtlich:

Lemma 2.7.4 (Lie-Klammer von Koordinatenvektorfeldern). Sei ¢ : U — V' die Karte einer
Mannigfaltigkeit und sei [o, o] : X(U) x X(U) — X(U) die Lie-Klammer fiir Vektorfelder auf U.

Dann verschwindet die Lie-Klammer auf Koordinatenvektorfeldern

g 0
|: Ty :| = 0
op" 0p7

Beweis: Die Idee des Beweises ist wie folgt: Wir wissen ja bereits, dass in Koordinaten ausge-

driickt die Richtungsableitung in Richtung des i-ten Koordinatenvektorfelds die partielle Ableitung
nach z¢ ist. Da partielle Ableitungen nach dem Satz von Schwarz kommutieren, verschwindet der
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Kommutator, welcher — per definitionem — die Lie-Klammer ist.

Formal sauber ausgefiihrt erhalten wir: Fir f € C*°(U), p € U und x = ¢(p) € V rechnen wir:

O )

Hp? ’ ap?

(aa 00 f-0000 f)

2" 07 27 0y’ p
) o ) d ( o) o > ()
— — - — = 0,
w<axj(fos0 ) |, o o¥)

wobei wir beim letzten Gleichungszeichen — mit (*) markiert — den Satz von Schwarz (Analysis 11,

p
0
oxt

Kapitel 9, Satz 3.2) benutzt haben. Da dies fiir alle p und f gilt, erhalten wir die Aussage. ]

Beweis der Existenzsaussage in Satz 2.7.2 in einem Spezialfall (Skizze): Wir skizzieren
die Existenzaussage unter der zuséitzlichen Annahme, dass es eine Karte ¢ gibt, die auf ganz M

definiert ist, in anderen Worten:

‘Annahme: Es gebe eine Karte ¢ : M — V @ R™. ‘

Wir erinnern, dass die Koeffizienten der riemannschen Metrik

0 0 0 0
gi(@) =g | -=| _, ’*'I ) T\ ’*') .
A" ¢ H=z) 07 ¢ (@) A" e =) 07 ¢ (2)

erfiillen, und dass (g% (z)) die zu (g;;(z)) inverse Matrix bezeichnet. Ein halb mal die linke Seite
von Gleichung (2.7.7) definiert die Abbildung T : X(M) x X(M) x X(M) — C>(M):

T(X,v,2) = 3 (0x(V.2)+ 0y (X.2) ~ 0, (X.Y)

+ <[XaYLZ> - <[YvZ]7X> + <[Z,X],Y>>

Die Idee des Beweises ist'®, zu gegebenen X und Y ein Wxy € X(M) zu finden, so dass
T(X,Y,Z) = (Wxy,Z) fur alle Z € X(M). Der néchste Schritt ist dann nachzurechnen, dass
VxY := Wx,y die geforderten Eigenschaften erfiillt.

Wir definieren hierzu fiir p € U und = = ¢(p) € V die Christoffel-Symbole mit gesenktem
Index auf riemannschen Mannigfaltigkeiten I';;; : V — R, indem wir das i-te, das j-te

und das k-te Koordinatenvektorfeld in T einsetzen.'?

Dije(z) = T( 0 0 0 )

]
_ 1 (0gjk _ 0gij
2\ Ozt z OxFk

0gir
x aiﬂj

w) . (2.7.8)

In der letzten Umformung haben wir zum einen Lemma 2.7.4 benutzt, und zum anderen die
Tatsache, dass Richtungsableitungen in Richtung von Koordinatenvektorfelder in Koordinaten-
darstellung in partielle Ableitungen tibergehen. Wir haben eine Formel erhalten, die uns fiir Un-

termannigfaltigkeiten bereits aus Lemma 1.69 bereits bekannt ist. Wir schreiben wieder 0; f fiir

18sie wird allerdings ein klein bisschen anders ausgefiihrt

9Dje Idee hinter diesem Ansatz: wenn es ein V gibt, dann muss diese folgende Formel fiir die im ersten Kapitel
definierten Christoffelsymbole gelten.
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0 _p_f. Nun definieren wir analog wie in Kapitel 1 mit (ESK) und schreiben hierzu die Vektorfelder
At
X und Y in Koordinatendarstellung, vergleiche Formel (1.15)

Ffj(z) = ngFijk(z) (2.7.9)
ini(yji_) = X! (aiyf)%+xiyj(rfjo¢)%. (2.7.10)
¢’ ¢’ R/7’5'90 dp
=0xY

Man rechnet nun nach, dass — unter der Annahme, dass eine Karte ¢ : M — V existiert — diese
Definition alle in Satz 2.7.2 geforderten Eigenschaften erfiillt. Details hierzu sind in Anhang A.1

zu finden. [ ]

Wir haben nicht nur die Existenzaussage im oben genannten Spezialfall gezeigt, sondern weitere
Aussagen, die sich recht direkt aus dem obigen Beweis ergeben. Diese weiteren Aussagen fassen
wir in den folgenden Zusétzen zusammen. Man beachte: der Zusammenhang hiangt von M und g

ab, was wir im folgenden teilweise dadurch andeuten, dass wir VM statt V schreiben.

Zusitze 2.7.5.
(a) (Lokalitit) Ist U eine offene Teilmenge von M ,*° dann gilt fir X,Y € X(M):

(VXY) | =V, V]v).

(b) Gegeben seien Vektorfelder X, )?, Y, Y € X(M), p € M und eine C*-Kurve c : (—e,e) — M
mit ¢(0) = p. Angenommen es gilt X|, = )~(|p = ¢(0) und es gelte fir alle t € (—e,€):
Yety = Ylew). Dann folgt

vxY)| = (v5Y) K

(VxY) ‘p Y|,

Beweis: Aus den Formel (2.7.8), (2.7.9) und (2.7.10) sieht man, dass in die Definition nur das

Verhalten von g, X und Y auf einer Umgebung von p in die Formel fiir (VxY") ’ eingeht. Daraus
p

folgt die Lokalitét. Genauer sieht man, dass der Ausdruck nur von der Metrik g, dem Wert X |, und

Y|, und (9xY7)|, abhiingt. Der Zusatz (b) folgt also, sobald wir (xY7)|, = (OxY7)|, iiberpriift

haben. Die obigen Annahme implizieren Y7 o ¢ = Y o c. Wir rechnen

(OxY7)l, = Oe0)Y? =dY7(&(0))
4
dt |t=0

(OxY7)l,

, d .
J = — J =
(Y7 oc) pm t:O(Y oc¢)=...

Beweis der Existenzsaussage in Satz 2.7.2 im allgemeinen (Skizze): Wenn wir keine auf

ganz M definierte Karte haben, dann kénnen wir die Existenz von V nun mit obigen Zusétzen

20und somit ist dann (U, g|i7) ebenfalls eine riemannsche Mannigfaltigkeit
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zeigen. Sei A := {U, 2% V,, | @ € A} ein Atlas von M. Fiir jedes o € A haben wir eine kovariante
Ableitung
VYo 2(Uy) x 2(Uy) — X(Uy).

Mit den Zusitzen kénnen wir nun V¥V durch ,Zusammenkleben® erhalten. Fiir X,Y € X(M)
definieren wir VxY € X(M) durch die Aussage
M Py— UO{
(VXY o, =957 (Y|UQ) Vo € A.
Auf Grund der Zusétze sehen wir, dass diese Definition auf dem Schnitt zweier Kartengebiete, d. h.
auf Mengen der Form U, N Ug, o, € A, wohldefiniert ist. Man kann nun wieder nachrechnen,

dass diese Definition alle in Satz 2.7.2 geforderten Eigenschaften erfiillt. Details hierzu sind in
Anhang A.1 zu finden. ]

2.7.2 Kovariante Ableitung des Tangentialvektors einer Kurve

Der obige Zusatz erlaubt uns, die kovariante Ableitung auch auf Ausdriicke wie folgt auszudehnen.

Sei ¢ : (a,b) — R eine C?-Kurve. In einer Karte ¢ : U — V verwenden wir die Notation
poc(t) =~ = (v'(t),...,7™(t)). Dann wird die Ableitung der Kurve wie folgt beschrieben,
vergleiche Beispiel 1.34,

0= 3035

Wir wiirden nun gerne auch die zweite Ableitung der Kurve beschreiben. Man beachte: ist M
eine Untermannigfaltigkeit, so ist ¢(¢) im Allgemeinen nicht mehr tangential, siche den Satz von
Meusnier in Beispiel 1.89. Die Normalkomponente von é(t) ist keine GroBe der inneren Geometrie.
Wir haben also wenig Hoffnung é(¢) auf riemannsche Mannigfaltigkeiten zu verallgemeinern. Was

wir deswegen hier machen, ist den Ausdruck 7T (é(t)) zu verallgemeinern.
Physikalische Interpretation.

Die physikalische Interpretation hiervon ist die Beschleunigung innerhalb von M eines Beobach-
ters, der sich ldngs ¢ bewegt. Angenommen ich fahre mit einem Fahrzeug (reibungs- und gleitfrei,
Drehimpuls vernachléssigt) auf einer Flache herum. Die Schwerkraft hélt mich auf der Flache und
diese Einschrinkung auf die Fliche fiihrt zu Zentrifugalkriften®! mza™N(é(t)), wobei m die Masse
ist. Die Zentrifugalkrifte sind immer senkrecht zur Flidche. Ich muss weder meinen Motor noch
mein Steuerrad nutzen, um diese Kréfte zu bekommen, sie sind da auf Grund meiner Geschwin-
digkeit und der Form der Fliche im Raum R?. Ich kann sie auch nur dann wahrnehmen, wenn ich
erkenne, dass es die Richtung der Normalenvektoren {iberhaupt gibt. Natiirlich erkenne ich diese
Richtungen im Beispiel eines Fahrzeugs auf einer Fliche, denn wenn ich zu starke Zentrifugal-
kréfte habe, habe zum Beispiel ich fast kein Blut mehr im Kopf und mir wird schwindlig. Wenn
ich nun aber mit einem Raumschiff in der gekriimmten 4-dimensionalen Raumzeit herumfliege,
und man sich diese 4-dimensionale Raumzeit als Untermannigfaltigkeit eines R¢ vorstellt, so ist

dies anders: die Normalkomponente der Beschleunigung ¢(¢) hat keine physikalische Relevanz, da

21Genauer gesagt sind hiermit die weniger allgemein-bekannten ,Zentripetalkrifte® gemeint, die Gegenkrifte zu
den ,,Zentrifugalkréften“, die das umgekehrte Vorzeichen haben.
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sie keine Grofe der inneren Geometrie ist. Der Astronaut nimmt nur die Tangentialkomponente
7T (é(t)) wahr. Sie allein ist in der inneren Geometrie bzw. der riemannschen Geometrie bzw. der

semi-riemannschen Geometrie?? das, was uns interessiert.

Wir definieren

Vetoilt) = 705 5, OV OTY0)

0

ap* e
Dies verallgemeinert die obige kovariante Ableitung im folgenden Sinn: Ist X € X(M) so, dass
X|C(t) = ¢(t), dann gilt

Ve elt) = (VxX) | .

Ist M eine Untermannigfaltigkeit (und g die erste Fundamentalform), dann zeigt eine leichte

Rechnung

Im folgenden wird es auch sinnvoll sein, entlang von Kurven definierte Funktionen in Richtung des
Tangentialvektors der Kurve zu differenzieren. Ist f : c((a, b)) — R eine Funktion, so definieren

wir23

d
8é(t)f = a(foc)-

Dies ist konsistent im folgenden Sinn. Gibt es ein Vektorfeld X € X(M) mit X . 0= ¢(t) V¢ und
haben wir f € C>°(M), so ist ;) f im neuen Sinn gleich (GXF)|t im bereits definierten Sinn.

2.8 Uberblick: Geoditische und Riemannsche Geometrie
2.8.1 Lange von Kurven, Abstand und Geodatische
In diesem Abschnitt werden wir nicht mehr alles sauber beweisen, sondern mehr Gewicht darauf

legen, einen kleinen Ein- und Uberblick zu erlangen.

Sei (M, g) eine (glatte) riemannsche Mannigfaltigkeit. Analog zur Definition auf Untermannig-

faltigkeit definieren wir:

Definition 2.8.1. Eine C?-Kurve ¢ : (a,b) — M ist eine Geoditische, wenn Vewe(t) =0 fiir
alle t € (a,b). Die Linge einer C1-Kurve c : [a,b] — M st definiert — vergleiche Beispiel 1.3/ —

als

b b m
2(c) = / VI, D) dt = / S i (v(0) 44(8) 39 (1) di,

i,j=1

wobei der Ausdruck ganz rechts nur sinnvoll ist, wenn ¢ im Definition einer Karte o : U — V
7Ht)

verlduft mit der Notation ¢ o c(t) =: y(t) = :
7™ (t)

22Djie semi-riemannsche Geometrie ist eine leichte Modifikation der riemannschen. An Stelle der positiven Defi-
nitheit von g, fordert man nur die Indefinitheit. Die Raumzeit trégt eigentlich eine semi-riemannsche Metrik,
kene riemannsche. Wir wollen diesen Unterschied hier mal ignorieren — so wie auch in vielen Bereichen der
theoretischen Physik tiblich.

23Hiermit ist sowohl die Existenz der Ableitung gemeint, als auch — wenn die Ableitung existiert — auch der Wert
der Ableitung.
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Fir p,q € M definieren wir den Abstand

d(p,q) := inf {Z(C)

c:la,b) — M ist eine C*-Kurve von p nach q} .

Ist M zusammenhingend, so ist (M,d) ein metrischer Raum® und die von der Metrik d induzierte

Topologie stimmt mit der bereits gegebenen Topologie auf M tberein.

Wir schretben | X|| = \/gp(X, X) fir X € T,M. Sind X,Y € T,M \ {0}, so ist der Winkel
4(X,Y) € [0,x] definiert durch
_ pX)Y)

XY)=22 "~
cos <X Y) = XTIV

Fiir eine Geodatische ¢ : (a,b) — M gilt

(Vawyé(t), (1)) + (e(t), Vewyé(t)) = 0
———

=0 =0
Also ist t — ||¢(t)]] konstant, wir sagen ¢ ist proportional zur Bogenldnge parametrisiert.

Beispiel 2.8.2. Ist M ein endlich-dimensionaler Vektorraum und g durch ein Skalarprodukt
gegeben, so sind die Geodétischen proportional zur Bogenldnge parametrisierte Teile einer affinen
Gerade. Geodatische sind also Verallgemeinerungen von Strecken und Geraden. Die Kurvenldnge
Z(c) ist die iibliche und der Abstand d ist die durch das Skalarprodukt definierte Metrik.

Beispiel 2.8.3. Ist f : (M,g) — (]/\4\7@ eine Isometrie und ¢ eine Kurve wie oben, so gilt
ZL(c) = ZL(f oc). AuBerdem ist f konform?®, d.h.

2(dpf(X),dpf(Y)) =< (X,Y)  Vpe MVX,Y € T,M.

Man kann die Variationsformel (Satz 1.103 aus Abschnitt 1.10) auch auf Kurven in M oder
sogar noch allgemeiner auf Untermannigfaltigkeiten® von M verallgemeinern. Eine weitere Varia-
tionsformel betrachtet die Variationsterme zweiter Ordnung. Man erhélt inbesondere, vergleiche

Bemerkung 1.91 fiir Untermannigfaltigkeiten:

e Seien p,q € M. Minimiert eine C!-Kurve ¢ : [a,b] — M mit ||¢(t)|| = const den Abstand
von p nach ¢, das heifit gilt c(a) = p, ¢(b) = ¢ und Z(c) = d(p, q), dann ist ¢ glatt und eine
Geodétische.

e Ist ¢: (a,b) — M eine Geodétische, so gibt es zu jedem tg € (a,b) ein & > 0 mit [tg—€,to+

€] C (a,b), so dass c|j;y—ec .+ den Abstand von c(tg — €) zu c(tg + €) minimiert.

Man kann auch zeigen®”: Ist (M,d) ein vollstindiger metrischer Raum, so gibt es zu je zwei

Punkten p, ¢ € M mindestens eine Kurve, die den Abstand von p nach ¢ minimiert.

Sei von nun an sei (M,g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, so dass (M, d) vollstandig ist.

Nimmt man nun drei Punkte p, g, 7 € M, so kann man diese paarweise durch abstand-minimierende

24Hierfiir sind einige Dinge zu zeigen!

25der Begriff ,,konform* ist hierzu #quivalent

26 Dieser Begriff ist noch nicht definiert worden: N C M ist eine Untermannigfaltigkeit von M, wenn fiir alle Karten
¢ :U — V von M die menge (U N N) eine Untermannigfaltigkeit von V ist.

2"Etwas mehr Aufwand, Bestandteil des Satzes von Hopf und Rinow
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Kurven verbinden, dies ist ein geod&tisches Dreieck. Die Skalarprodukte g,, g4 und g, auf T, M,

T,M und T, M erlauben uns zugehérige Innenwinkel € [0, 7] zu definieren: a,, oy und .

Die Winkelsumme «,, + o4 + o, ist jedoch oft nicht =.

Beispiel 2.8.4 (Winkelsumme in Kugeldreieicken). Wir betrachten das geodétische Dreieck auf
S?, dessen Ecken ej,eq,e3 € S C R? sind. Die Seiten sind je ein Viertel eines GroBSkreises. Die
Innenwinkel sind jeweils rechte Winkel, also 7/2. Die Winkelsumme ist also 7/2 4+ 7/2 + 7/2 =
(3/2)m > m. Ist D ein beliebiges geoditisches Dreieck in S?, formalisiert als die Vereinigung der
Seiten, und sei S\ D = S, U Sy die Zerlegung in Zusammenhangskomponenten. Dann gilt (ohne

Beweis, Bestandteil des Satzes von Gaufi-Bonnet fiir Flachen mit Rand und Ecken)

ap + ag + o, — 7 = min{area(S7), area(Sz2)}.

Fiir beliebige 2-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeiten und ausreichend kleine Dreiecke
gilt
ap—&—aq—i—ozr—ﬂ:/ K,
U

wobei U die eingeschlossene Dreiecksfliche ist und K die Gauf-Kriimmung. Wir werden die Gauf}-
Kriimmung auf hoher-diemnsionale Radume verallgemeinern — zur sogenannten Schnittkriimmung
—, muss dann aber darauf achten in welche Richtung ,die von dem Dreieck aufgespannte Ebene*
weist, beschrieben durch einen 2-dimensionalen Unterraum von T, M. Diese Kriimmung ist eine

reelle Zahl, kann also auch positiv oder negativ sein.

Grob gesagt gilt: positive Schnittkriimmung impliziert oy, + o + o, > 7 in kleinen Dreiecken,
und negative Schnittkriimmung impliziert o, + og + o, < 7. Wir werden noch beschreiben,
was die Schnittkriimmung ist, aber keine Zeit mehr haben, um die Zusammenhinge mit den

Winkelsummen genauer zu studieren.

2.8.2 Riemannscher Kriimmungstensor und Schnittkriimmung
Wir kénnen nun wie in Abschnitt 1.9 den riemannschen Kriimmungstensor definieren. Die Defi-
nition und der Beweis des folgenden Satzes sind letztendlich gleich wie in diesem Abschnitt.

Satz 2.8.5 (analog zu Definition 1.92 zu Korollar 1.93). Sei (M, g) eine riemannsche Mannig-
faltigkeit mit Levi-Civita-Zusammenhang V. Es gibt einen Tensor R € F(T(1’3)M), genannt der

riemannsche Kriimmungstensor, so dass
R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ2— VvaZ + Vvyxz.

Insbesondere hangt (R(X, Y)Z)|p nur von X|p,Y|p und Z|p ab.

Definition 2.8.6. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M und Q ein 2-dimensionaler
Untervektorraum von T,M. Dann ist die Schnittkriimmung K(Q) von (M,g) in Q wie folgt
definiert. Wihle eine Orthonormalbasis (E1, Ea) von Q beziiglich g,. Dann definiere

K(Q) := gp(R(Ey, Eo)E», Ey).

Im Spezialfall dim M = 2 ist Q = T, M. Man nennt K(T,M) die GauBSkriimmung von (M, g)
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Abbildung 2.8.1: Das Poincarésche Kreisscheibenmodell der hyperbolischen Ebene®©

m p.

Das Theorema egregium 1.98 besagt, dass diese Definition unsere bisherige Definition von Gauf3-

kriimung verallgemeinert.

Der Riemannsche Kriimmungstensor enthéilt die gesamte (intrisische) Kriimmungsinformation
einer riemannschen Mannigfaltigkeit. In der Allgemeinen Relativitdtstheorie ist ein gutes Ver-
standnis dieses Tensor und von davon abgeleiteten Groflen (Riccikriimmung, Einsteinkriimmung,
Skalarkriimmung) essenziell, um zu Verstehen, wie man ein schwarzes Loch beschreibt, wie man
den Urknall beschreibt, eine Gravitationswelle definiert und vieles mehr. Die berithmten Ein-
steinschen Feldgleichungen geben an, wie die Kriimmung und damit die semi-riemannsche Metrik

unserer Raumzeit mit der Materie interagiert.

2.8.3 Nochmals zur hyperbolischen Ebene

Zum Abschluss des Kapitels vertiefen wir nochmals das Beispiel des Poincaréschen Kreisscheiben-

modells fiir die hyperbolische Ebene. Wir fassen Ergebnisse zusammen, ohne sie alle zu beweisen.
Sei D := B1(0) C R? als 2-dimensionale Mannigfaltigkeit. T,D = R? triigt das Skalarprodukt

4

hyp —
9" (X Y) = Ty

(X,)Y) X,YeT,D
wobei (e, ¢) das euklidische Skalarprodukt bezeichne und || «|| die zugehorige Norm. Man nennt
(D, g"™P) die hyperbolische Ebene oder genauer das Poincarésche Kreisscheibenmodell

der hyperbolischen Ebene.

SS 2020 Seite 105



e Die Winkel sind gleich wie beziiglich der euklidischen Metrik.

e Das Skalarprodukt wird aber fiir ||p|| ,* 1 so schnell grofler, dass jede Kurve ¢ : [0,b) — D
mit limy; », ||e(¢)|| = 1 unendliche Lange besitzt.

e Sei d™P die von g;‘y P induzierte Metrik, dann ist (D, d™P) ein vollstéindiger metrischer Raum.

e Jede Geoditische in (D, ¢g"™P) kann zu einer Geodétischen ¢ : R — D fortgesetzt werden.
Die Bilder dieser Geodétischen sind von der Form D N K, wobei K entweder eine Gerade
(durch 0) in R? ist oder ein Kreis mit Mittelpunkt # 0 in R?, der den Rand S! von D
senkrecht schneidet, sieche Abbildung 2.8.1. Somit liegen zwei verschiedene Punkte auf einer

Geodétischen, die bis auf Reparametrisierung eindeutig ist.

e Die hyperbolische Ebene besitzt eine groffe Symmetriegruppe. Préziser: gegeben seien p, g €
D, v € T,D, w € TgD mit g¥*(v,v) = gi¥?(w,w) = 1. Dann gibt es eine Isometrie
f:(D,g"™P) — (D, ¢g™P) mit f(p) = ¢ und d,f(v) = w. Aus dieser grofen Symmetrie-
gruppe folgt bereits, dass die GauB-Kriimmung konstant ist. Eine Rechnung (Ubungsblatt
11, Aufgabe 2) liefert K = —1.

[Wiederholung zu Be- } Jedes geoditische Dreieck in (D, g) mit Innenwinkel o, as und a3, das ein Fléiche U einschlieft,

ginn der Vorlesung .
am 26.06. erfillt a1 +as+ a3 —7m=—area(U) <0,

wobei area(U) := [;; /det(gi;) dX2 = [ W dXs.

ﬂ

T 2
AR

Abbildung 2.8.2: Pflasterung der hyperbolischen Ebene im Kreisscheibenmodell durch 3-Ecke, wo-
bei in jeder Ecke sich acht 3-Ecke treffen, eine 8-3-Pflasterung®

26.6.
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Abbildung 2.8.4: Pflasterung der hyperbolischen Ebene im Kreisscheibenmodell durch regelméfige
7-Ecke, wobei in jeder Ecke sich drei 7-Ecke treffen, eine 3-7-Pflasterung®©

Ein Bild eines regelméfligen 8-Ecks mit rechten Innenwinkeln findet man hier.

Aus kopierrechtlichen Griinden kann ich das Bild leider nicht direkt einfiigen.

Abbildung 2.8.6: Regelméflige 8-Ecke mit rechten Innenwinkeln im Poincaréschen Kreisscheiben-
modell. Diese 8-Ecke sind isometrisch und pflastern (D, g), wobei sich in jeder
Ecke vier 8-Ecke treffen, eine 4-8-Pflasterung.

Ein Bild von M. C. Escher zum hyperbolischen Raum findet man hier. ‘

Abbildung 2.8.3: Aus kopierrechtlichen Griinden kann ich es leider nicht direkt einfiigen

Zu jeder Zahl k € N54 gibt es ein regelméBiges k-Eck in (D, g), so dass alle Innenwinkel rechte
Winkel sind.

Ein Bild eines regelméfligen 5-Ecks mit rechten Innenwinkeln findet man hier.

Das Bild ist Teil einer schonen Webseite:

https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/poincare/poincare.html

Aus kopierrechtlichen Griinden kann ich das Bild leider nicht direkt einfiigen.

Abbildung 2.8.5: Regelméfige 5-Ecke mit rechten Innenwinkeln im Poincaréschen Kreisscheiben-
modell. Diese 5-Ecke sind isometrisch und pflastern (D, g), wobei sich in jeder
Ecke vier 5-Ecke treffen, eine 4-5-Pflasterung.
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Man kann nun die Seiten eines regelmifiigen oder unregelmifigen 4v-Ecks mit geeigneten?®®
Innenwinkeln, v > 1 so paarweise ,zusammenkleben“, dass man eine kompakte 2-dimensionale
Mannigfaltigkeit M ohne Rand erhélt; siche Abbildung 2.8.7 fir eine Skizze des geodétischen
Polygons vor dem Kleben und Abbildung 2.8.8 fiir eine Skizze der so erhaltenen Fliche M. Diese
Mannigfaltigkeit M ist diffeomorph zu einer zusammenhingende kompakte Fliche in R® von
Geschlecht ~y, vergleiche Unterabschnitt 1.11.4. Man erhélt daraus:

Satz 2.8.7 (Teil des Uniformisierungssatzes). Jede kompakte zusammenhingende orientierbare®?
2-dimensionale Mannigfaltigkeiten mit Geschlecht > 1 besitzt eine riemannsche Metrik mit Gauf-

kriimmung konstant —1.

A < p
\ - »_7 A \.{;-/“ ,~" J/
~ A N
7
AT
EUINY R

),@.aﬂ .
'y \\. L é 4‘
# . “
/<

Abbildung 2.8.7: Beispiel v = 3. Man nehme zunéchst ein geodatisches 12-Eck mit Innenwinkel-
summe 2.

Satz (Uniformisierungssatz). Sei M eine kompakte zusammenhingende orientierbare3? 2-dimensionale
Mannigfaltigkeiten mit Geschlecht v € Ng und g eine riemannsche Metrik auf M. Dann gibt es
eine positive glatte Funktion, so dass g := fg eine riemannsche Metrik mit Gaufkrimmung K

konstant ist. Man kann f so wdhlen, dass die Konstante den folgenden Wert annimmt:

K=1 falls v=0,
K=0 falls =
K=-1 falls v>2.

28Hier stand bis zum 23.3. noch etwas falsches. Richtig ist: man muss das Polygon so wihlen, dass die Summe
der Innenwinkel 27 ist. Dies kann man zum Beispiel dadurch erreichen, dass man ein regelméafliges geodéatisches
4~4-Eck nimmt, das man gerade so grof§ wihlt, dass jeder Innenwinkel 7/(2v) ist. Dies ist aber nur eine von
vielen moglichen Wahlen.

29Da, wir orientierbar noch nicht definiert haben: man kann &quivalent dazu sagen: ,,Jede kompakte zusammen-
héngende Fliche in R3. ..

30Da wir orientierbar noch nicht definiert haben: man kann édquivalent dazu sagen: ,Jede kompakte zusammen-
hingende Fliche in R3. ..
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Abbildung 2.8.8: Nun klebe man von dem hyperbolischen 4v-Eck aus Abbildung 2.8.7 je zwei
Seiten zusammen, wie durch die roten und griinen Pfeile angedeutet. Die Ecken
werden also auch zu einem einzigen Punkt zusammengeklebt. Man erhélt somit
eine kompakte zusammenhédngende 2-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer
riemannschen Metrik mit GauB-Kriimmung K = —1. Das Geschlecht der Flache
ist 7, im Bild v = 3.

Diese riemannsche Metrik erhélt man nicht als erste Fundamentalform einer Fliche in R3, denn

sonst miisste die GauBkriimmung irgendwo positiv sein, siehe Ubungsblatt 8, Aufgabe 4.

Zuriick zur hyperbolischen Ebene.

Zwei Geoditische 1,72 : R — D nennt man parallel, wenn sie v;(R) N 12(R) = ( oder
7 (R) =72(R).
In D gibt es zu gegebener Geodétischen v und p € D \ v(R) sehr viele Geodétische durch p, die

parallel zu ~ sind.
Hyperbolische Ebene und das Parallelen-Axiom.

Euklid von Alexandria war ein griechischer Mathematiker im 3. Jahrhundert v. Chr in Alexan-
dria. In seinen Biichern , Elemente“ wollte er die Geometrie systematisieren und logisch aufbauen.
In diesem Buch verfolgte er das damals sehr fortschrittliche Ziel, die Geometrie der Ebene aus we-
nigen Definitionen, Postulaten und Axiomen aufzubauen. Hierbei war es aber noch nicht moglich,
Axiome mit der heute iiblichen Prézision zu beschreiben, ich verweise auf Kapitel 1 von [4] fiir eine
Beschreibung der Axiome und Postulate in heute angemessener Sprache. Jedenfalls wollte Euklid
alle anderen Eigenschaften aus diesen grundlegenden Definitionen herleiten. Es ergab sich hierbei
eine {iber viele Jahrhunderte sich hinwegziehende Diskussion, ob das sogenannte Parallelenaxiom
notig ist oder aus den anderen Axiomen hergeleitet werden kann. Wir nennen zwei Geodétische
bzw. Geraden parallel, wenn sie keinen gemeinsamen Punkt besitzen. Das Parallelenaxiom besagt:
Liegt p nicht auf der Gerade G, so gibt es genau eine zu G parallele Gerade durch p. Dieses Axiom
ist auf der hyperbolischen Ebene nicht erfiillt, obwohl alle anderen Postulate und Axiome erfiillt
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sind. Das Parallelenaxiom kann deswegen nicht aus den anderen hergeleitet werden.
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3 Differentialformen und der Satz von Stokes

Motivation

o FElektrodynamik: Wir werden sehen, dass man mit Differentialformen sehr effizient die Elek-

trodynamik beschreiben kann.! All die komplizierten Gesetze wie , Transformation elektro-
magnetsicher Felder im Ubergang zum bewegten System®, ,das von einer bewegten Ladung
induzierte Magnetfeld“, ,das von einem zeitabhédngigen magnetischen Feld induzierte elek-
trische Feld*“ verschmelzen zu einem einfach Objekt. Wir fassen Raum und Zeit zu einer
4-dimensionalen Raumzeit M zusammen, und dies ist in der klassischen Feldtheorie (d.h.
keine Quanten- oder ART-Effekte) M = R*. Das elektrische Feld F und das magnetische
Feld B werden zu einem Tensor(feld) F € T'(T %2 (M)) auf M zusammengefasst und die
Maxwellschen Gleichung sind dann einfach dF = 0 und *dF = J — wir werden dies noch teil-
weise im Detail verstehen. Das Poincaré-Lemma, das wir bald kennen lernen werden, gibt uns
dann ,elektrische Potential“ und die ,,magnetische Vektorpotential“ — eigentlich muss diese
beiden Potentiale zusammenfassen zu einer einzigen 1-Form auf M. Die Sichtweise durch
Differentialformen erlaubt auch eine effektive Erweiterung, zum Beispiel zur Beschreibung

magnetischer Monopole, fiir Eichfeldtheorien und fiir das Standardmodell.

Sind M™ und N™ Mannigfaltigkeiten. Gibt es einen Homéomorphismus f: M — N?
Wir werden kompakten Mannigfaltigkeiten M, und 0 < k < dim M reelle Zahlen zuordnen,
die k-te Betti-Zahl by (M) genannt werden. Gibt es einen Homéomorphismus f wie oben so
gilt b, (M) = b, (N). Umgekehrt: wenn by (M) # by (IN), dann gibt es kein passendes f.

Ezistenz von Nullstellen von Vektorfeldern auf Fldchen.
Ist M eine kompakte Mannigfaltigkeit mit by — by + ba + ... + (=1)™b,, # 0, m = dim M,
dann besitzt jedes Vektorfeld auf M eine Nullstelle.

Klassische Sdtze von Stokes und Gaufl

Anwendung in Physik und Chemie, angewandte Mathematik, Differentialgeometrie,..

3.1 Alternierende Tensoren auf Vektoren

Sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum. Schreibe V¢ .=V ® ... V und V®° .= R.
——

k-mal

Definition 3.1.1. Der Alternierungsoperator ist die lineare Abbildung

AltF: VEF — Ok

V1 Q... 0 Vg — Z sgn(a)v[,(l) Q... B Vg(k)-
oceSy,

Es gelten

0o _ . 1 k 1 kY _ 1 k

IDie folgenden Kommentare sind so zu verstehen: wenn Ihnen diese Begriffe in der Physik begegnet sind, dann
sollten Sie darauf hoffen, diese bald griindlich zu verstehen. Wenn Sie nicht wissen, was damit gemeint ist, dann

ignorieren Sie es am besten. Nach unserer Vorlesung kénnen Sie das alles dann besser verstehen.
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Setze \*V := im(Alt*). Die Elemente aus \"V heifen alternierende Tensoren
Ist f € Hom(V, W), dann ist

fER VR ek

v ® ... Qu— f(v1) ® ... f(v)

eine lineare Abbildung.

Es gibt eine lineare Abbildung /\I€ f, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

I A ®k
Ver — W

Altk O Altk
NV N

Beispiel 3.1.2.

(i) Ist V = W*, dann ist V®* die Menge der k-fach linearen Abbildungen W x ... x W — R
und /\k V ist der Vektorraum der k-fach linearen alternierenden Abbildungen W x ... x
W — R
Dabei heifit a: W x ... x W — R alternierend wenn

afwi,...,wy) =0, falls w, = w; fur ¢ # j.

Dies ist dquivalent? dazu, dass

(Wi, Wiy Wy W) = —(W1, e, Wy, Wy o, WE)

fiir alle ¢ # j gilt.

(ii) Es gelten AV =Rund \'V = V.

(iii) Sei W ein Vektorraum mit Basis e, ..., e, und V = W* mit dualer Basis (e});.

(a)

(b)

(2

V®2 ist der Vektorraum der bilinearen Abbildungen W x W — R. Hierbei wird
v1 ®vg € V®? als Abbildung W x W — R, (w1, ws) — v1(wy) - v2(ws) interpretiert.
Wenn wir nun den Raum der bilinearen Abbildungen in der Basis (ey,...,e,) von W
darstellen, so erhalten wir Matrizen in R"*"™: e; ® e} entspricht der Matrix (age) ke mit
age =1 fur k =14 und ¢ = j und mit age = 0 sonst.

Es gilt Ath(ef ®e}) =e; @e; —ej@e;. Dies entspricht der Abbildung A — A — AT,

also entspricht /\2 V' der Menge der schief-symmetrischen Matrizen in R™*™.

Setze w == Alt" (e ®---®el) = Sgn(a’)e;(l) QR e

o(n)’

Interpretiere w als Abbildung w: W x ... x W — R definiert durch w(ws,...,w,) =

o €oy(wi) - --er i (wn) = det(wy, . .., wn).

Definition. Definiere die Tensoralgebra @V := ®k€No V®  und die AuBere Algebra
NV = Dren, N'V. Der hier iibliche Stern, der Graduierungstern «, ist von dem Dualititsstern
im dualen Vektorraum W* oder T*M oder in der dualen Abbildung bzw. im Pullback f* oder in

2Dies ist nicht mehr dquivalent, wenn wir R durch einen Koérper der Charakteristik 2 erstzen.
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der dualen Basis e’ zu unterscheiden. Da er aber in der Darstellung sonst leicht zu verwechseln

J
ist, schreiben wir ~ an Stelle des in der Literatur iblichen *.°

Sei nun diejenige lineare Abbildung

A V-V

diejenige lineare Abbildung, die auf dem k-ten Summand durch AIt® operiert. Zum Beispiel gilt

dann
v1 + Vg @ vg —> Altl(vl) + Altz(’Ug ®v3) = v + V2 ® V3 — V3 @ V.
Definition und Lemma 3.1.3. FEs gibt eine bilineare Abbildung
A NVXN VAV

so dass das Diagramm
®* V x ®* v ® ®* Vv

Alt* x Alt*J, ) JAW

NVXNV—— NV

kommutiert oder so dass das Diagramm

VO « oL _© , yak+l)

AltF x AMJ{ @) J{Altk”
k ¢ ke
NVXNV——A\TV

kommutiert. Also gilt
Altk(vl ®...Q ’Uk») A Altz(vk_i_l ®...Q0 Uk+g) = Altk+e(1}1 ®...x ’U;H_g).

Es ist A\ assoziativ und bilinear, denn ® erfillt diese Eigenschaften.
Weiter gilt vy A\ ... ANvg = Altk(vl ®...Quvy) firalev, € V.

Ist (b;); eine Basis von V', dann ist die Menge

{bil/\biz,/\.../\bik

1§i1<i2<...<ik§n}

eine Basis von \* V.
Das heif$t es gilt
(k) ~k<n

0 , k>n.

dim ( A V>
und dim (A" V) = 27,

Der Aussagenteil (= der Lemmateil) hiervon ist eine Aussage der Linearen Algebra.*

3 Auf Ubungsbldttern oder in Priifungen miissen Sie diesen unterschied natiirlich nicht optisch darstellen.
4Es ist geplant, dies in einem Anhang an die Vorlesung von Cisinski direkt anzubinden, siche Anhang ??
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Bemerkung. Ist o € /\k Vund 8 € /\Z V,sogilt aAB = (—1)*BAa.

3.2 Differentialformen

Sei M™ eine Mannigfaltigkeit und <7 ein Atlas.

Notation 3.2.1. Ab sofort wéahlen wir fiir Karten zumeist eine Notation wie zum Beispiel

z: U — V statt p: U — V. Dementsprechend schreiben wir dann % statt a?ai und de?
statt dz’. Diese neue Notation ist in der Literatur weit verbreitet. Wir haben sie bisher vermie-
den, da es zudchst wichtig war, dass wir im logischen Aufbau der Vorlesung zuéchst zwischen
Koordinatenvektorfeldern und partiellen Ableitungen formal sauber unterschieden haben. Da wir
aber inzwischen bewiesen haben, dass dies mit den iiblichen Identifikation ,dasselbe“ ist, ist es
besser, dass auch die Notation hier nicht mehr differenziert. Dass die Lie-Klammer von Koor-
dinatenvektorfeldern verschwindet, ist dann also nicht mehr eine Konsequenz aus dem Satz von
Schwarz sonder es ist eine nahezu triviale Umformulierung des Satzes von Schwarz (fiir glatte
Funktionen). Wir haben bisher auch den Buchstaben x recht konsequent fiir Elemente von V' be-
nutzt und werden dies auch weiterhin tun, gleichzeitig ist « auch eine Funktion nach V. Das fiihrt
selten zu Problemen, man interpretiert, dass = ein Element von V ist, das von p € U abhéngt,
also * = x(p).5 Gleichzeitig gehen wir nun beziiglich des Definitionsbereichs von Koeffizienten
eines Tensors beziiglich einer Karte ¢ : U — V zu folgender Konvention iiber: wir definieren
die Koeffizienten als Funktionen U — R statt bisher als Funktionen V' — R, sobald wir aber
mit konkreten Rechnungen beginnen, identifizierren wir U mit V' vermoge ¢ — wie bereits frither

angedeutet — und rechnen also dann wiederum mit Funktionen V' — R.

Bemerkung. Sei /\’C TM = Uyen /\k TyM fiir k € N U {0,x}. Dies ist selber wieder eine
Mannigfaltigkeit (sieht man &hnlich wie in Ubungsblatt 10, Aufgabe 4 oder wie in Abschnitt 2.6

fiir Tensoren).

Ist x: U — V eine Karte von M und k € Ny, dann ist
{dpx“/\.../\dpxi’“ 1<iy <is<...<i gm}

eine Basis von A" T;M. Im Fall k = 0 ist hierbei dyz™ A... Adya™ als die Zahl 1 € R = A’ T,M
zu lesen.
Die Abbildung

m
k

/\kT*U—>V><]R( )

S i1 i g 5 o
Z wlln.lkdpx /\ e /\ dpil' ((I/.7 (o‘hl"'“ﬂ)1§i1<i2<...<ik§m)
11 <... <1

SHinter dieser Interpretation steckt letztendlich ein anderes formales Verstandnis dariiber, was eine Funktion
tiberhaupt ist: an Stelle unserer Definition zu Beginn der Analysis I verwendet man hier die im 19. Jahrhundert
iibliche Definition, dass hier eine Grole (hier « € V') von einer anderen (hier p € U) abhangt. Diese erscheint
aus heutiger Sicht etwas zu vage, ist aber oft effektiv und wird in Anwendungen wie der Physik und Chemie oft
benutzt, z. B. ist V(T p) das Volumen in Abhéngigkeit von Temperatur und Druck, T'(V, p) die Temperatur in
Abhéngigkeit von Volumen und Druck, S(E, V) die Entropie in Abhéngigkeit von Energie und Volumen oder
— damit im Sinne unseres bisherigen Funktionsbegriffs inkompatibel —S(T', V') die Entropie, die von anderen
GréBen abhingt, ndmlich von T = T(E, V) und V. Ubrigens ist dann g—‘f"/'(E, V) im allgemeinen verschieden von
g—‘s}(T, V), denn im ersten Fall wird bei konstantem F nach V abgeleitet, im zweiten Fall bei Konstantem T'; es
ist also in diesen Anwendungen grofle Vorsicht geboten. Auch in der Mathematik findet man oft Formulierungen
wie ,Es gibt eine Konstante C = C'(n, K) > 0, so dass “ Diese ,,Konstante C* darf dann eben noch von den
(festen) Parameter n und K, aber nichts anderem mehr abhédngen.
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(wobei # = z(p)) ist eine Karte von A" T*M.
Der Fall A" T*M ist analog.

ginn der Vorlesung
Definition 3.2.2. Eine Differentialform ist eine Abbildung w: M —s N\* T*M, so dass w(p) € [

N Ty M fir alle p € M gilt. 30.6.

Wir sagen w ist vom Grade deg(w) = k € Ny, falls w(p) € /\k Ty M fiir alle p € M.

Setze QF (M) := T(\F T* M) = {k-Formen}.

Fiir Differentialformen w sagen wir: w ist glatt, wenn w als Abbildung M — N T*M glatt ist.

Im Falle deg(w) = k ist dies dquivalent dazu, dass w eine glatte Abbildung M — T ORI =

L.JP(T;M)®k ist. Und dies wiederum ist dquivelent dazu, dass fir alle Karten (x: U — V) € o/

und fur alle i1 < ... < iy gilt, dass

wilv__ik—w< g g >U—>R

Wiederholung zu Be- }

am 30.06.

Oxir’ " Qe
glatt ist. Man beachte, dass diese Charakterisierung also nicht vom Atlas abhdangt!

Ist w eine Differentialform auf M, so kénnen wir immer eine auf eindeutige Form schreiben
w =Y wi mit deg(wy) = k. Dann ist w genau dann glatt, wenn alle wy, glatt sind.

Eine k-Form ist eine glatte Differentialform vom Grade k.

Bemerkung 3.2.3. Ist w eine k-Form und sind die Funktionen w;, ;. : U — R wie in Definiti-
on 3.2.2 definiert, so gilt
W= Z wl-ln_ikd:vil A A datE.

1< .. <ip

In anderen Worten: in allen p € U gilt

wp) = Y wia (p) - dpr® AL dpa,

11 <. <1

Definition 3.2.4. Wir definieren eine Abbildung, genannt Dach-Produkt oder Wedge-Produkt

QF (M) x QY (M) — QFH(M)
(0, B) — a NP

wobei (a A B)(p) = a(p) A B(p).

3.3 Das auBere Differential

Sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit.
Wiederholung von (2.5.1).

Wir haben QY(M) = C>®(M).
Fir h € C*°(M) erhalte eine Abbildung

1
dh: M — T*M = \ T*M,  p+—dyh
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also gilt dh € Q' (M).

Schreibe (M) = @72, (M) = @}, T (A" T M).
Satz 3.3.1. Es gibt genau eine lineare Abbildung d: Q*(M) — Q*(M) genannt das dufBere
Differential (bzw. das Cartan-Differential) mit den Eigenschaften:

(i) Fir alle f € C*(M) ist df so wie in (2.5.1).

(i) Es gilt im (d| o M)) c QM(M).

(i) Es gilt dod = 0.

(iv) Es gilt d(a A B) = (da) AB+ (~1)FaAdB  fir alle a € QF(M), B € QY(M).

Die Beweisstruktur des Satzes ist dhnlich wie im Fall der kovarianten Ableitung.® Man zeigt
zunichst Existenz- und Eindeutigkeit fiir den Fall, dass die Mannigfaltigkeit von einer einzigen
Karte erfasst wird. Daraus erhdlt man spéter die Definition der dufleren Ableitung fiir beliebige

Mannigfaltigkeiten durch Zusammenkleben der lokalen Definitionen zu einer globalen.

Bemerkung. In Theorem 3.3.1 bedeuten die Bedingungen (ii) und (iii), dass die Folge von linea-
ren Abbildungen
QM) — QY M) — Q*(M) — ...

ein Kokettenkomplex” ist.

Gilt Bedingung (iv), so heifit d eine Antiderivation.

Proposition 3.3.2. Seix: U — V @ R" eine Karte. Dann ist d als Abbildung Q*(U) — Q*(U)

eindeutig.

Beweis: Schreibe w € QF(U) als

W= Z wil,__ik,d:z:"l A ANda = Z Wiy ig N dz? AL A datE

11 <...<ig 11 <...<Ug

mit Wiy ...ip, € COO(U)

Rechne zunéchst

d(da’ A...Ada™) = (dda") Ada™ AL Ada™ —da™ Ad(dz® AL

N—_——
=0

=0 —dz™ A (dda’?) Adz® ... A da®

N—_——
=0
+dz Ada’? Adda® . Adat 4.
=0
=0.

61ch habe in der Vorlesung gesagt: die Struktur ist genauso wie im Fall der kovarianten Ableitung. Dies ist aber
nicht ganz richtig. Denn in Proposition 3.3.2 zeigt man die Eindeutigkeit nur im Fall, dass M von einer einizen
Karte erfasst wird und nicht im allgemeinen. Dies macht dann spéter weitere Argumente notwendig (unter
anderem Proposition 3.3.7).

"Definition siche kommutative Algebra oder hier auf Wikipedia. Wenn Sie den Begriff nicht kennen, dann ignorieren
Sie bitte einfach diesen Satz.
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Das heif3t, es gilt

dw=d ( Z Wiy ... A\ d.%'il VARERIVAN daci’“)

11 <...<ip

S| @wiy i) Adatt Ao A 4 (1) wi, g d(da’ AL
N——

11 <...<ip -1 -0
= Z dwi, . iy, A dz A -+ Adat (3.3.1)
11 <... <1
awn lk % @
Z Z dod Ada AL da' (3.3.2)
i1 <...<ig j=1 =(x)
0, je{in,. .. ir}
wobei:  (¥) = Jedin i)
#0 , sonst.
An der Stelle (+) haben wir benutzt, dass fiir f € C(U) gilt df = 37, 2L dad B m

Beispiel 3.3.3.

(i) Sei (z',2%) € R?> = M und z = id oder z° € C*(R?). Dann sei w = zldz? — 2%da! =
! Ada? — 22 Ada! und damit

dw = dz' Adz? + 2! dda? —dz? A da! — 22 ddzt = 2dz! A da2?.
—— ——
=0 =0

(ii) Sei M = R™, m > 2. Sei w = e®'dx?. Dann ist
dw = e da! Ada? + e dda? = e®'da! A da?.
Proposition 3.3.4. Seiz: U — V @ R™ eine Karte. Dann existiert eine Abbildung
d: Q°(U) — Q*(U)
wie n Theorem 3.3.1.

Beweis: Sei d : QF(U) — QF1(U) nun durch die Gleichung (3.3.2) definiert (oder dquivalent
dazu: durch die Gleichung (3.3.1)). Das heifit fir w =), dzt A ... Ada € QF (D)

definieren wir

i1 <. <1 Wiy ..y,

= Z &U“ Uk Qg A dat Ada®® AL A da (3.3.3)

11 <...<i j=1
offensichtlich ist d: QF(U) — QFFL(U) linear fiir alle k.

,Bigenschaft (i)“: Sei f € C*°(U) = Q°(U). Dann erfiillt sowohl das in (2.5.1) definierte df, als
auch das in (3.3.3) definiert df

" of
ZT

8Begiindung: df (?2]) = ;Tfj und nutze die Tatsache, dass (dpx?); und (?ﬁ])] duale Basen sind.
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Das heifit auf Null-Formen (= Funktionen) C*°(U) auf U stimmen beide Definitionen iiberein.
»Eigenschaft (ii)“: Klar.

yEigenschaft (iv)*: Wegen der Linearitidt von d und der Bilinearitdt von A reicht es (iv) fur
a=fdx" A...Adz" und fir 8 = h dz?* A... A dz?¢ zu zeigen.

Rechne dafiir

(df)h+fdh
(3.31) ~4J i ; ) )
d(anp) = d(fh)Adz" AL Ada™ Ada?t AL A dadt
(2.5.2)

hdf Adz™ A...Ada?* + fdh Adz® AL A da?

und
da (33.1) df Adz®t AL A dat
ag CEY anadet AL Adate
und
(da) A B =hdf Adz" A...Ada®™ Ada?t AL A e
Und

andB = fdz" AL Adai AdhAdz? AL A dadt
= (=D)*fdhAdz™ AL Ada Ada?t AL A dade.

Wir haben also gezeigt, dass d eine Anti-Derivation ist.
sEigenschaft (iii), Teil (a)“: Sei f € C>°(U). Zeige ddf = 0. Zunéchst wissen wir bereits df =
> %dm-j. Auf Grund der definierenden Gleichung (3.3.3) gilt dann

azfp O Em §m PI  qui nded = —§m:§m PI gwi pdat = .
bt bt Q' Q) ~—~— et £ Q) O
1=1 j=1=—~ " antisymm. i=1j=1
symm.

Also ist d2f = 0.
,Teil (b)“:  Fiir w = f da™* A... Ada® rechne dw = df Adat A... Adz', also
d*w = d?f Adz™ A ... Ada' —df Ad(dz®™ AL A da')
—~
=0
=0—df Ad(1dz™ A...Ada'™)

=0

033,

Lemma 3.3.5. Sei d: Q*(M) — Q*(M) linear, so dass (i) bis (iv) aus Theorem 3.3.1 erfiillt
sind. Dann ist d lokal. Das heifst fiir alle p € M, alle k € Ny und alle o, 3 € QF(M) sowie fiir
alle offenen Umgebungen U wvon p folgt aus osz = B|U, dass doc|p = dﬁ|p. Da dies fiir alle p e U
gilt, folgt da|U = dﬁ’U.

Beweis: Bestimme eine glatte Funktion n: M — [0, 1] mit 7 = 1 in einer Umgebung W von p
und supp(n) C U. Es gilt n(a— ) = 0, da n auf M \U verschwindet und o — 8 auf U verschwindet.
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Dann gilt wegen d0 = 0 und der Antiderivativitéit

0=d(n(a—p))=dnA(a—pB)+ndla-p)
T/

auf M. Auf W haben wir 7 = 1 und dn = 0 und somit

0=0A(a—p)+1d(a—p)) ” = d(afﬁﬂW:O.

Proposition 3.3.6. Fir jede Mannigfaltigkeit M existiert ein d wie in Theorem 3.3.1.

Beweis: Zu jeder Karte x: U — V liefert Proposition 3.3.4 ein dufleres Differential
d®: Q(U) — Q* (V).

Definiere zu w € QF(M) ein dw € Q¥+1(M) durch (dw) |, = (d*w) b fir eine Karte 2: U — V
mit pe U.
Behauptung:

(i) Diese Definition ist unabhingig von der Wahl von x.

ii) Die Abbildung p — d,w ist glatt.
P

S Sel Z: U — V eine weitere Karte und p € U N U. Schrinke die Karten = und # auf
die Schnittmenge U N U ein. Aus der Formel (3.3.1) bzw. (3.3.3) sieht man, dass (d®w) |p sich

unter Einschrinkung nicht verandert, genauer gesagt <d1|Uﬁ;w> | (d*w) |p. Die analoge Aus-

p =
sage (dz‘mgw) |p = (diw) |p zeigt man genauso. Aus der Eindeutigkeitsaussage auf U N U (siehe

Proposition 3.3.2) haben wir EClonvw = d®lonvw. folgt dfw = dlw. Insgesamt ergibt sich also
T — T

(d*w) = (d*w) |

»(i1)“: Zu jedem p € M wéhle eine Karte z: U — V mit p € U. Dann ist d* (w|U) = (dw)‘U

und damit ist dw‘U glatt auf U, denn d* (w‘U) ist glatt, da w|U glatt ist.

Damit ist d: Q*(M) — Q*(M) wohldefiniert und linear und erfiillt die Eigenschaften (i)—(iv), da
diese Eigenschaften auf jeder Karte richtig sind und da d lokal ist. [

Proposition 3.3.7. Die Abbildung d aus Proposition 3.3.6 ist die eindeutige lineare Abbildung
O (M) — Q*(M), die (1)—(iv) in Satz 3.3.1 erfiillt.”

Beweis: Sei d: Q*(M) — Q*(M) linear, so dass d die Eigenschaften (i)-(iv) erfiillt.
Zeige d = d. Im Detail: Fiir alle Karten #: U — V und alle a € QF(M) zeige

(dev) lv = (de) =

gy (3.3.4)

Da d und d linear sind, kann man annehmen, dass al, = fdzir AL Adat fiie f € C°(U).

9Diese Proposition ist notig, damit wir irgendwo sauber begriinden, wieso die Lokalitdt im Sinne von Propositi-
on 3.3.7 impliziert, dass d sich aus den in Karten definierten d* wie oben beschrieben aufbauen muss.
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10 Zeige (3.3.4) in fixiertem p € U.

Sei n: M — [0, 1] wie oben mit n =1 auf W > p.

Dann kann man 7 f und nz* durch Fortsetzung mit Null zu glatten Funktionen M — R fortsetzen,
vgl. ,Schritt 4“ im Beweis von Satz 2.35; wir notieren hierfiir nf,nz® € C°(M). Auf solchen
Funktionen ist d definiert und stimmt hieraus wegen (i) mit d iiberein. Zusammen mit der Lokalitét

(vgl. Lemma 3.3.5) folgt, denn es stimmt jeweils der Ausdruck hinter d bzw. d auf W iiberein:

()], = (da)],,. @wf)),, = @), =@}, (335
(a(na)) |W = (a(nf dz A ... Ada™)) ‘W, (a(nxl)) |W = (d(nz")) |W = (dxi)’W. (3.3.6)

Somit gilt auch
d(nfdmz™) A...Ad(nz'™)) lw = d(nfdz™ A...Ada™) P (3.3.7)

und dieselben Aussagen sind auch fiir d an Stelle von d erfiillt, schreibe hier beispielsweise (3.3.5)’
statt (3.3.5).

Es gilt somit in p

(8.3.6) &(nfd:z:il /\.../\d:ci’“) |

(@), =" (@),
G20 3 (nfdma™) A A d(mai)) I
(nf) Ad(nz™) A ... A El(nxik)‘

+nf Azt A Ad(a™)| = nf Al Add@) A A dt))

=0 (iii) =0 (iii)

p

QN

|
o

p
p
p

=0 (iii)

S A Adeat) AL Ad))

wobei wir an der Stelle (x) wieder benutzt haben, dass d und d auf C> (M) iibereinstimmen. Wir
rechnen nun mit d an Stelle von d zuriick, unter Verwendung von (3.3.5)’, (3.3.6)’, (3.3.5)’ und

(iv) (fir d) und erhalten hieraus:

(da)|p =d(nf) A d(nm“) A A d(nxik){ = (da)| .

Beweis von Theorem 3.3.1: Folgt direkt aus Proposition 3.3.6 und Proposition 3.3.7. [ |

Wiederholung zu Be-
ginn der Vorlesung

am 03.07.

Definition 3.3.8. Ist f: M — N eine glatte Abbildung. Dann definiere den Pullback (oder

10Dje naheliegende Idee fiir einen Beweis wire: auf Grund von (i) wissen wir, dass d und d auf Funktionen in C*
iibereinstimmen. Wir wiirden dies gerne auf die Funktionen z* anwenden und dann mit der Antiderivationseigen-
schaft weiter argumentieren. Dies geht aber nicht so, da z* sich im allgemeinen nicht zu einer glatten Funktion
M — R ausdehnt. Deswegen miissen wir mit der im folgenden Funktion 7 arbeiten, die durch Multiplikation
die Formen so der Nahe von 9U glatt auf Null verandert. Man nennt so etwas eine Abschneidefunktion. Nach
Abschneiden kann man die Funktion durch Null glatt auf M fortsetzen.
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Riickzug)
fr:QF(N) — QF (M), wr—s frw.

wobet fir alle p e M und X;,..., Xy, € T,M gelte, dass
f*wp(Xl, e ,Xk) = Wy(p) (dpf(X1)7 RN 7dpf(Xk)) e R.

Lemma. FEs ist f* linear iber R und f*(a A p) = f*a A f*f5.

Beweis: Nachrechnen. [ ]

Spezialfall £ = 0. Dann ist f*w, = wy,) € R, also ffw=wo f.

Lemma 3.3.9. Sei f: M — N glatt und w € QF(N). Dann gilt f*dw = df*w.

Beweis: Wihle Karten M ® U 5V @ R”™ von M und N ® W % Z @ R” von N und zeige

(Fdw)| gy wy = (@F ] gy (-

Dies zeigt dann die Behauptung, da M von Karten iiberdeckt wird und da das duflere Differential d
lokal ist.

Wegen der Linearitidt kann man o. B. d. A. annehmen, dass w’W = hdy A.. . Ady' fiir h € C(W)
und dy’ € QY (W). Es gilt fiir X € T,M:

Def. 3.3.8 Kettenr.

(f*dy")p(X) dpyy' (dpf(X)) =" dy(y" 0 ))(X).

Es ergibt sich f*w = f*h -f*dy A... A f*dy"* = (ho f)d(y™ o f) A... Ad(y®™ o f).
N

Also'! el
d(f*w) = d(ho f)Ady* o f)A...Ad(y™ o f)
+ (ho f) dd(yil Of)/\d(yi2 Of)/\._./\d(yik o f)
=0
—(ho £)d(y™ o fYAdd(y™ o f)A...Ad(y™ o f) +...
=0

= dhof)Ad(y™ o f)A...Ad(y™ o f)

Auflerdem gilt d(h o f) =dhodf = f*dh.
Das heifit

d(f*w) = frdh A f*dy™ AL A Frdy™ = F(dh Ady™ AL Ady™) = F5(dw).

1n der Vorlesung kam ich ins Zweifeln, ob wir in der vorangehenden Umformung den Ubergang von f*dy’ zu
d(y’ o f iiberhaupt benétigen, zumal wir diesen ja dann weiter unten wieder zuriicknehmen. Aber wir brauchen
ihn in der nichsten Umformung, da wir sonst nicht wissen, dass df*dy® = 0. Es ist hingegen klar, dass dd(yiof) =
0. Der Beweis lédsst sich also nicht vereinfachen.
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3.4 De-Rham-Kohomologie

In diesem und den folgenden Abschnitt(en) halten wir uns eng an [3, 3.5ff].

Definition 3.4.1. Sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit und Q¥ (M) die Menge der k-Formen auf
M. Eine Form w € QF(M) heifit geschlossen (oder ein Kozykel), falls dw = 0.
Die Menge aller Kozykel wird bezeichnet!? mit

9"'<M>) '

Eine Form w € QF(M) heifit exakt (oder ein Korand), falls ein o € QF"1(M) mit da = w

existiert.

ZF(M) = {wEQk ‘ dw—O}—ker (d

Die Menge aller Korander wird bezeichnet mit
B*(M) := {da ‘ ae Q’H(M)} —im (d|m,1(M)).

Wegen d od = 0 folgt B¥(M) C Z*(M), und der Quotientenraum H*(M) := Z*(M)/B*(M)
heif$t die k-te de-Rham-Kohomologie von M.
Die Zahl by,(M) := dim(H*(M)) € No U {oc} heifit die k-te Betti-Zahl von M.

Beispiele 3.4.2.

(i) Es gilt H'(R™) = 0 (das heifit jede geschlossene Form ist exakt).

(ii) Auf einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit ist jede m-Form geschlossen.

Beweis: ,(i): Seia=) ", f; dz’ eine 1-Form mit f; € C*°(R™). Rechne

=0 fiir i=j
m a S ’—/—
da =Y df; Ada’ —ZZ f - da? A dat
i=1 =1 j= 1
=—daz*Ada?
- Z 8fz da? Ada' +) gf; da? A da?
1<J j<t z
= Z ( 8?1 da? /\dxj>
i<j
=> Of; af] da’ A da .
axj ——
1<j Basis

Das heifit, es gilt 0 = da genau dann, wenn % = gfj fiir alle 4, 5. Das ist nach Analysis III,
x i

Kapitel I, Satz 1.18 dquivalent dazu, dass das Vektorfeld (fi,..., fm)?: R™ — R™ eine Stamm-

funktion h: R™ — R™ besitzt.

Es gilt g—h = fi,alsodh =" (‘3zh dz? = Z;’;l f; dz7 = a. Das heiBt, a ist exakt.

S() AT TM = {0}, also auch Q™*(M) = 0 und damit d}ﬂm(M) =0. ]

Beispiel 3.4.3. Schreibe (z1,22)7 € R?\ {0} in Polarkoordinaten, also 2! = r cos(¢) und 2% =
rsin(p), wobei 7 € RT und ¢ € R (eindeutig bis auf 27Z).

2Wir wihlen hier den Buchstaben Z fiir Zykel und B fiir Boundary.
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Wihle ¢ als stetige (und damit glatte) Funktion auf Uy := R? \ (R<o x {0}).
Also ¢(1,0) = 0 und dy € Q' (U;) und

(d:c1> _ <drcos(<p) +r(—sin(yp)) dgp) _ (cos(cp) —rsin(<p)> (dr)
dz? drsin(p) + 7 cos(p) dp sin(p)  rcos(p) de )’

Daraus folgt durch Invertieren:
dr) 1 (rcos(p) rsin(p)) (daz!
dp) 7 \—sin(p) cos(yp) da?

(—sin(p) da' + cos(p) dz?)

Das heifit man erhélt

il

(—2? da' + 2zt da?)

%w‘ —_

B —22 dz! + 2t d2? i
- (x1)2 + (xz)z _‘

Da d?¢ = 0 folgt, dass « geschlossen ist (auf Uy).

Eine analoge Rechnung mit Uy = R? \ Rx( liefert:

#(—1,0) = 7, also p = ¢ fiir 22 > 0 und @ = ¢ + 27 fiir 2% < 0.

Da dg = « gilt (rechne!), folgt insgesamt, dass da = 0 auf R? \ {0}.

Aber: « ist nicht exakt, denn angenommen o« = df fiir ein f € C*®(R? \ {0}). Dann gilt
0=a—a=d(f —¢) auf Uy, also ist a := f — ¢ konstant auf U; und wegen 0 = d(f — @) auf Uy
ist b := f — ¢ konstant auf Us.

Damit ist ¢ = ¢ dquivalent zu a = b und ¢ = p + 27 ist dquivalent zu b = a + 2.

Zusammen folgt ein Widerspruch. Es gilt also H!(R? \ {0}) # 0.

Notation 3.4.4. Ein Element in H*(M) schreibt man [w] wobei w € Z*(M).

Lemma 3.4.5. Es gilt:
(i) Fiir o € Z¥(M) und 8 € Z*(M) folgt a A B € ZFHE(M).
(ii) Fir o € Z¥(M) und B € B*(M) folgt a A B € B¥4(M).

(iii) Fiir o € B¥(M) und 8 € Z*(M) folgt a A B € B*¢(M).

Beweis: ,(i)“: Esgilt dlaAp)=da AB+aA d =0.
—~—~ ~—
=0 -0

()% Sei B = dy fiir v € Q"1 (M). Dann gilt d(a Ay) = da Ay £a A dy =+a A B, also ist
~ ~—
=0 -3
aA B e BFY(M).
»(ii1)“:  Analog. ]

Korollar 3.4.6. Es gibt eine eindeutige bilineare Abbildung

H*(M) x HY (M) 25 H*(M),
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sodass das Diagramm
ZR(M) x 24 M) —L—s ZFH(M)

[']X['}l O [']J
H*(M) x H* (M) —— H***(M)
kommutiert, also so, dass [a] A [B] := [a A B8] wohldefiniert ist.

Beweis: Sei [a] = [@] und [3] = [3]. Das heit a — & € B¥(M) und 8 — § € BY(M). Dann folgt

aus Lemma 3.4.5, dass

aAB L janf Y lang.

Korollar 3.4.7. Damit ist H*(M) := @y, HF(M) zusammen mit A eine R-Algebra mit [a] A
(8] = (=1)*[B] A [a]. Das heifit, die Algebra H*(M) ist graduiert kommutativ.

Korollar 3.4.8. Sei f: M — N glatt. Dann ist der Pullback eine Abbildung f*: QF(N) —
QF(M).

Aus da =0 fiir o € Z¥(M) folgt dann d(f*a) = f*(der) = 0. Das heift f*(Z*(N)) C Z*¥(M).
Wenn o € B¥(M), dann finden wir ein v € Q¥1(M) mit o = dvy. Wir erhalten f*a = f*(dy) =
d(f*v). Also gilt f*(B*(N)) C B*(M).

Erhalte daraus eine wohldefinierte lineare Abbildung
fro HY(N) — H¥(M),  [o] — [f*al.

Ubersicht:

Korollar 3.4.9. Seien M L5 N -4 P Abbildungen und w € QF(P). Dann gelten:

(gof)w=f"(g"w)
(g0 f)lw] = f*(g"[w])-
Fir M = N und f = idys gilt somit (idy)" = f*w = w, das heifst (idpr)* ist die Identitit auf
H*(M).

Lemma 3.4.10. Ist f: M — N ein Diffeomorphismus. Dann ist f*: H*(N) — H¥(M) ein
Vektorraum-Isomorphismus. Insbesondere gilt by, (M) = b (N).

Beweis: Schreibe g = f~': N — M. Dann gilt g* o f* = (f 0 g)* = (idy)* sowie f* o g* =
(g0 f)* = (idn)* also g* = (f*)7. u
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Beispiel 3.4.11. R? und R?\ {0} sind nicht diffeomorph, da b;(R?) = 0 und b;(R?\ {0}) > 1.

3.5 Zwei Einschiibe: Produkte und Formen auf Mannigfaltigkeiten mit Rand
3.5.1 Produkte von Mannigfaltigkeiten

Wir wiederholen und vertiefen die Bildung von Produktmannigfaltigkeiten, siehe Beispiel 2.9 (ii);
siehe auch Beispiele 2.14 (iii) fir den Fall mit Rand.

Seien M™ und N™ glatte Mannigfaltigkeiten. Dannn ist M x N eine glatte Mannigfaltigkeit der
Dimension m + n.

Seien /M 7N Atlanten von M bzw. N. Dann ist

g MXN = {xxi:Uxﬁ—H/x‘N/‘ (U%V)E%M, (ffiHN/)EMN}

ein Atlas auf M x N. Hierbei ist z x #: U x U — V x V durch die Vorschrift definiert, dass das
paar (u,v) auf das Paar (z(u),Z(v)) abgebildet wird.

Man nennt &/M*N den Produktatlas. Man sieht leicht, dass M x N mit diesem Atlas eine
Mannigfaltigkeit der Dimension m + n ist, die Produktmannigfaltigkeit von M und N.

Das Ziel des Abschnitts ist zu zeigen'®, dass T, (M x N) =T, M @& T,N.

Seien 7y, mn die Projektionen von M x N auf M bzw. N. Dann erhélt man Differentiale

dp,g)mar: T (M x N) — T, M
d(p,q)WN: T(pﬂ)(M X N) — TqN

Fir pg € M erhalte die Injektion ¢, : N — M x N via g — (po, ¢). Dies liefert das Differential
qupo: TqN — T(p’q) (M X N)

Analog fiir die andere Komponente.

Lemma 3.5.1. Es gilt T, (M x N) =2 T,M & T,N.

Ein Isomorphismus ist gegeben durch:

X r— (d(p7Q)7TM(X)v d(p7<1)7TN(X))

(dpta(Xar) , dytp(Xw)) 4 (Xar, Xn)
FEine alternative Schreibweise wdre der Isomorphismus

c] — ([WM od, [ty o c]).

Beweis: In Karten wie oben gilt

) 0 0 0
T M N = e R DY A~
) (M X ) <8$1 (pa)  0T™|(pg) O |(pg) 0T (P’q)>

13Hier ist genau genommen ein kanonischer Isomorphismus anzugeben.
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Die Abbildungen in der Behauptung bilden offensichtlich diese Basis auf Basen von T,M bzw.
T,N ab.
Damit folgt die Behauptung. ]

3.5.2 Formen auf Mannigfaltigkeiten mit Rand

In diesem Unterabschnitt nutzen wir — ohne Beweis die folgende Tatsache aus dem Bereich der
Analysis II — die wir auch nicht in der Analysis I nicht bewiesen haben. Wir werde auch an anderen
Stellen in diesem Unterabschnitt nicht alles detailiert beweisen, da dies fiir das Verstdndnis nicht

so zentral ist.

Tatsache 3.5.2. Sei U eine offene Teilmenge von R™. Dann kann jede glatte Funktion f :
UN([0,00) x R™~1) — R zu einer glatten Funktion U — R fortgesetzt werden.

Wie man diese Tatsache beweist hdngt u.a. davon ab, wie man die Glattheit von f definiert,

siehe vorangehende und &hnliche Diskussionen in der Zentraliibung in der Analysis III.

Definition 3.5.3. Sei M™ eine Mannigfaltigkeit mit Rand mit dem Atlas (p;: Uy — V;);. Dann
heifst f: M — R glatt, wenn fir alle i die Abbildung f o Lp;l glatt ist.

Dann ist der Tangentialraum von M in p definiert durch
TyM =2, = {X: C*(M) — R | X ist Dem’vation} .

Es besteht eine Abbildung

7oA TM = U T,M — M, T,M > X s p.
peEM

Es ist TM eine Mannigfaltigkeit mit Rand und es gilt

o(TM)= |J T,M  T(TM)= {X; M — TM glatt ‘ mra o X :id}.
peEOM

Analog definiert man T, M, T* M, A" Ty M und A" T*M. Dann gilt 9(\* T* M) = Upeom A" T,M.
Setze nun noch QF(M) := {w: M — NFT*Mm ‘ w(p) e A\¥ T;M},

Beispiel 3.5.4. (i) Sei N eine Mannigfaltigkeit. Dann betrachte N x [0, 1]. Es gilt ON = N x
{0} UN x {1}.
Setze M := N x [0,1] C N x R und sei p = (¢,t) € N x [0,1].
Dann gilt T,,(N x [0,1]) = T,(N x R) = T,N x T,R
-
=R
Weiter gilt A" T*M = U, A" T5(N x R) € A" T*(N x R).
Es gilt w € Q¥(M) genau dann, wenn eine offene Menge M @ N x R mit M C M und ein

w e Qk(ﬁ) existiert so dass @’M =w.

(ii) Zu jeder Mannigfaltigkeit mit Rand M gibt es eine Mannigfaltigkeit (ohne Rand) M mit
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M C M so dass M einen Atlas o/M besitzt, so dass

M .= {(p|UmM: UNM — VN ([0,00) x R™ 1) ‘ (p: U —V)e MM}

ein Atlas von M ist. Insbesondere gilt fir p € M: T, M = TPM .

Die Abbildung M — M , a > x ist ein Diffeomorphismus auf M \ 0M.

Als ,Idee® setze M := MU(@M x (0,¢€))

Es gilt w € Q¥(M) genau dann, wenn ein M wie oben existiert, sowie @ € QF(M) so dass
(:)|M =w. -

Fiir ein fixiertes M D M gilt auch

we M) <« 3dweQ*M): @

Wiederholung zu Be-
ginn der Vorlesung
am 07.07.

3.6 Poincaré-Lemma

7.7.
In diesem Abschnitt sei M eine Mannigfaltigkeit der Dimension m = dim M.

Bemerkung. Betrachte zudem die Mannigfaltigkeit mit Rand M x [0, 1]. Es gilt dann T, ;) (M x
[0,1)) = T,M x T\R = T,M x R. Dann haben wir eine injektive Abbildung

te: M — M x [0,1], p— (p,t).
Fir eine Karte x: U — V von M sind

xxt:=xxid: U x[0,1) — V x [0,1), (p,t) — (z(p),t)
zx(1—1t):Ux(0,1] — V x[0,1), (p,t) — (z(p),1 —t).

Karten von M x [0, 1], im Sinne von Karten auf einer Mannigfaltigkeit mit Rand.

Sei % das zur t-Komponente gehérende Koordinatenfeld

8 .
It | (p.to) = lep.tol mit ¢y, (t) = (p, to +1)
sLo

Die zugehorige 1-Form dt definieren wir als Ableitung der Abbildung M x [0, 1] N [0, 1].
Es gilt dann dt (%) =1 und dt’T’ Mx{0} = 0, sowie t o ¢y, = to = const und dt o d¢y, = 0 und
im(de,) = T, M x {0}.

Wir werden nun mit Differentialformen auf M x [0, 1] arbeiten. Ist  : U — V eine Karte von M,
so ist auf U x [0, 1] jede Differentialform von Grad k eine Linearkombination von Differentialformen
der Form h da™ A ... A dz® und von Differentialformen der Form h dt A daz®t A ... A dais—1,
Grob gesagt: der erstgenannte Typ hat kein d¢, der zweitgenannte hat ein dt; dies fithrt zu einer
Aufspaltung beliebiger Differentialformen in Teile mit d¢ und welche ohne. Diese Idee soll im

folgenden Lemma prézisiert werden.

Lemma 3.6.1. Seiw € QF(M x[0,1]) fiir k > 1. Dann ezistieren eindeutige o € Q¥~1(M x [0, 1])
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und B € QF(M x [0,1]) mit
(i) w=dtAa+p.
(i) B (&, X1,...,Xp—1) =0 fiir alle (p,t) € M x [0,1] und alle X; € T, (M x [0,1]).

(iii) Falls k > 2 ist, gilt oz(a%,XQ,...,Xk_l) =0 fur alle (p,t) € M x [0,1] und alle
Xo,..., X1 € T(p’t)(M X [0,1]).

Beweis: ,Eindeutigkeit“: Seien «a, wie oben. Dann rechne

)

(dt/\a) (8 Xl,...7Xk1> = 'Altk(dt®a) (a . X17'~-7Xk)1)

ot’ (k—1) o’
(ii) 1 9 k—1
= (k—l)'dt (8t> Alt (Oé)(Xl,,kal)
=1
:a(Xl,...,Xk_l). (361)

Zu (¥): Denn dt = Alt'(dt) und o = ﬁ Alt* ! (). Wir nutzen nun die Kommutativitit des

unteren Diagramms von Definition und Lemma 3.1.3, und dies liefert fiir d¢ und « wie oben

(k—1)!dt Ao = Altt dt A AlLP ()

= Alt"(dt ® )
Nun folgt aus (3.6.1) zusammen mit (ii):
0
Oz(Xl,...,X;C,;L):w &,X17...,Xk,1 (362)

Wegen (i) gilt 8 = w — dt A o und damit folgt die Eindeutigkeit.
,Existenz“: Definiere a wie in (3.6.2). Dann ist a € QF"1(M x [0,1]).}* Setze weiter 3 :=
w — dt A o. Damit folgt (i).
Rechne nun 5 5 8
—, Xo,...,. X1 ]| = —, —, Xo,..., Xp_1 ]| =
a(ata 25 s Ak 1) w(ataat7 2 y Ak 1) 0

also folgt (iii).
Und schliellich

0 0 0 (3.6.2)

—. Xq,..., X1 | = —, X, ., X1 ) — —. Xy, ..., X = .

ﬁ<8t7 1, s Nk 1) w(@t’ 1, s Nk 1) (dt/\a) (at7 15 y Nk 1) 0

=a(X1,, Xk—1)

Und damit folgt auch (ii). ]

MMan kénnte hier die obige Definition so verstehen, dass hierdurch eine Form in Q*~1(M) definiert wird. Das ist
fiir ein fixes ¢ € [0, 1] auch richtig, aber nur beschrénkt hilfreich, denn wir wollen die t-Abhéngigkeit und eine
Form auf M X [0, 1]. Die entsprechende Form auf M ist gleich ¢} a und spielt in folgender Definition eine Rolle.
Ist der Ausdruck unabhéngig von ¢ so erhalten wir die Form auf M X [0, 1] durch Pullback der Form auf M.
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Definition 3.6.2. Seiw = dt A o+ 3 wie oben. Dann ist Tw € Q¥~1(M) definiert durch

1

1

(Iw)p(Xl, ce 7Xk—1) = / ((Lfoz)p(Xl, e ,Xk_l)) dt = / Oé(p’t) (st(X1), ce ,st(Xk_l))dt

0 0
fiir alle p € M und alle X; € T,M. Wir nennen
T:Q8M x[0,1]) — Q" Y(M), wr— Tw

das Faser-Integral fir M x [0,1] — M.

Spezialfall: k = 1, M = {p} und w|, = f(t) dt. Dann ist R = Q°({p}) > Zw = fo ) dt.
Um den allgemeinen Fall zu verstehen, interpretieren wir nun f(¢) d¢ als (dt) f(¢), und lassen fiir
f(t) nicht nur reelle Zahl, sondern Elemente von Q*~!(M), die glatt von ¢ abhiingen. Dann steht

oben letztendlich wieder Zw = fo ) dt. Vorstellung: Man integriert {iber ¢ und dies ,kostet“ das
infinitesimale Element dt.

Satz 3.6.3. Fiir alle w € QF(M x [0,1]) und alle k € Ny gilt
d(Zw) + Z(dw) = tjw — tjw.
Beweis: Sei z: U — V eine Karte von M. Offenbar gilt

7 (w|UX[071]) =I(w)|, Vwe QM x[0,1]).

Analoge Lokalitdtsaussagen gelten fiir d, ¢ und ¢:

av (w‘U) = (de)

Also kann M = U angenommen werden.

. 0 (w|U) = (tpw) . 4 (w|U) = (LTM)’U.

Wegen der Linearitét von Z,d, s und ¢] geniigt es, die folgenden Fille zu betrachten:
(i) w= fdat A... Adadx,
(i) w= fdt Ada?2 A ... Adair,

wobei f € C*(M).
H(1)¢: Zerlege w = dt A a+ 5. Also a = 0 und somit Z(w) = 0. Weiter gilt dann

:Zﬁdxr/\dxﬁ/\.../\dmj‘“—i—gdt/\dle/\.../\dxj’“.
=1amr ot

Das heifit

(da?t A ./\dxj’“)(Xl,...,Xk)> dt

p,t)

(dad* Ao A da?®) (X, .., XG)

T(dw),(X1, ..., X / (
/

(pﬂf)

(f(p,1) = f(p,0)) (da?* A...Ada?*) (Xq,..., Xk)

SS 2020 Seite 129



= f(p,1) (da?* A... Ad2?*) (X1, ..., Xy)

o3 (fdaiL A Adadk)
— f(p,0) (da?* A ... AdaF) (X, ..., Xk)
La(fditjl /\.../\dacjk)

= (L)X, Xi) — (5w)p (X1, - . Xi).

,(ii)“:  Aus der Zerlegung w = dt A o + 3 folgt 3 = 0. Dann'®
w [ : :
(Iw)p(Xl,...7Xk,1) = / f(p,t) (d.’ﬂjz/\.../\dZL'Jk)(Xl,...,kal) dt
0

(/Olf(p,t) dt) (da?> A A da?®) (X, Xpm).

:(/1f(-,t)dt)dxj2/\.../\dxjk.
0

d o t)dt ) da?* AL A dad
Z_:( /0 f(e,%) t) a2 AL Nde

Z( oF )dx’”/\dzjz/\.../\dxj’“.
0 Ox"

r=1

Kurz also:

und damit

—
*
N

dZw

Zu ,,(x)“: Man beachte, dass man hier d¢ besser nicht als Differentialform betrachten sollte, sondern
nur als Teil des Integralbegriffs. Als Konsequenz davon ist hier kein A-Produkt zwischen dt¢ und
dz?? zu nehmen. Aus demselben Grund, ist auch kein Vorzeichenwechsel vorzunehmen, wenn wir
in der Zeile danach dx” mit d¢ vertauschen. Man nutzt hier letztendlich, dass die Ableitung nach
2" und die Integration nach t vertauschen.

Weiter

S 7]0 J2 Jk ﬁ
<Za de" Adt Adz?® A ... Adx + = dt AdEA. ..
af
ox"

>

dt Ada” Adz?2 AL A dad.

Und daraus folgt

m 1
(Zdw)|, = — Z(/ gg (p,t) dt) dz” Ada?2 A ... A dadt = —(dZw),.
0

r=1

Rechne nun
=const

{3, (d8)(X) = db(dugy (X)) = d(To 1y )(X) = 0.

=0

15Wenn man an der Stelle (+) die Definiton der Faser-Integration Z nutzt, verwendet man dz7 (de¢ (X)) = dz?(X),
oder dquivalent dazu LZ‘d:rj = dz7, wobei da/ das Koordinatenkovektorfeld auf M x [0, 1] bezeichnet, wiahrend
da? fiir das — normalerweise gleich bezeichnete — Koordinatenkovektorfeld auf M steht. Durch die t-abhingige
Identifikation Tp M mir ¢t(TpM) C T, )M x [0, 1] verschwindet der Unterschied. Deswegen ist es sinnvoll, in
der Notation keinen Unterschied zu machen.
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Also

i (FdEAda? AL = (dE) Ay, (f da? AL Ada?*) = 0.
S~—— u
=0

Beispiel 3.6.4. Sei k = 0 und sei M = {p} eine 0-dimensionale Mannigfaltigkeit mit nur einem
Punkt p, sowie f =w € Q°(M x [0,1]) = €>°([0,1]). Dann gilt Zw = 0 € Q' (M) = {0}.
Dann ist dw = df = f/(t) dt. Somit Zdw = fol f/(t)dt und tfw = fou = f(t). Also ergibt sich

/0 (1) dt = £(1) - £(0)

Die Aussage des Satzes ist also eine Umformulierung des Hauptsatzes der Differential- und In-
tegralrechnung fiir glatte Funktionen. Insofern ist der vorangehende Satz eine Verallgemeinerung

dieses Hauptsatzes.
Korollar 3.6.5. Fiir w e Z"(M x [0,1]) gilt ;jw — 1jw = d(Zw).

Definition 3.6.6. Seien X und Y topologische Riume. Zwei stetige Abbildungen fo, f1: X — Y
heiffen homotop , falls es eine stetige Abbildung F: X x[0,1] — Y existiert, so dass Foiy = fo
und Fouy = f1. Die Abbildung F heiffit dann Homotopie von fy nach fi.

Sind M und N Mannigfaltigkeiten und fo, f1: M — N glatt, so heifien fo, f1 glatt homotop,

falls eine glatte Homotopie existiert.

Bemerkung 3.6.7. Sind fy, fi: M — N glatte Abbildungen. Dann sind fj, f1 genau dann glatt
homotop, wenn sie homotop sind.

Beweis: Ohne Beweis. [ |

Definition 3.6.8. Fine stetige Abbildung f: X — Y topologischer Riume oder von Mannig-
faltigkeiten heifit eine (glatte) Homotopiedquivalenz, falls es eine stetige (glatte) Abbildung
g: Y — X gibt, so dass go [ (glatt) homotop zu idx ist und f o g (glatt) homotop zu idy ist.

In diesem Fall heiffen X und Y homotopiedquivalent.

Bemerkung 3.6.9. Homotopie, glatte Homotopie und glatte Homotopiedquivalenzen sind Aqui-

valenzrelationen.

Beispiel 3.6.10. Es ist R™ \ {0} homotopieiquivalent zu S*~! vermége der Abbildungen

T — i, T .
]

Korollar 3.6.11. Sind fo, fi: M — N homotope glatte Abbildungen und w € Z*(N). Dann ist

fow — fi{w exakt. Insbesondere ist

fo=fis HY(N) — H (M), [w]— [fow] = [fiw].

Beweis: Sei F' eine glatte Homotopie. Das heifit F oty = fo und F o1 = f1. Beachte

d(F*w) = F*(dw) = 0.
=0
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1

0.7.

[Wiederholung zu Be-

ginn der Vorlesung
am 10.07.

|

Wir rechnen
fiw—flw=(Fou)w—(Fo)w=1]Fw—1jFw,
und mit Korollar 3.6.5 sehen wir, dass diese k-Form auf M gleich dZ(F*w) und somit exakt ist.

Also gilt ffw — fiw € B¥(M), und damit haben wir [f{w] = [fiw] € H*(M). |

Korollar 3.6.12. Ist f: M — N eine Homotopieiquivalenz. Dann ist f*: HE¥(N) — H*(M)
ein Isomorphismus. Weiter ist f*: H*(N) — H*(M) ein Isomorphismus Z-graduierter reeller
Algebren’®.

Beweis: Sei g: N — M so dass g o f homotop zu idy; und f o ¢ homotop zu idy ist. Mit
Hilfe von Korollar 3.6.11 sieht man, dass (f o g)* = (idn)* = idgrn): HF(N) — H*(N) und
(gof)* = (idnr)* = idpgrary: H¥(M) — H*(M). Dann gilt g*o f* = (fog)* = (idn)* = idpgr(n)-
Ebenso f* o g* = idgk - [ |

Definition 3.6.13. Ein topologischer Raum heifit zusammenziehbar, falls er homotopiedqui-

valent zu {p} ist.

Lemma 3.6.14. Sei X ein topologischer Raum. Dann ist X genau dann zusammenziehbar, wenn

fiir ein p € X eine stetige Homotopie H: X x [0,1] — X existiert mit
H(z,1)==z«, H(z,0)=p

fiir alle x € X.

Beweis: Siehe Ubungsblatt 13, Aufgabe 2. ]

Beispiel 3.6.15. Ist M @ R™ sternférmig mit Zentrum p, dann ist
H(z,t):=(1—-t)p+tx
eine glatte Homotopie von id,; auf const, also ist M zusammenziehbar.

Korollar 3.6.16. Ist M zusammenziehbar, so gilt

R , k=0
0 , k#0.

H*(M) = H"({p}) =

16Hierbei bedeutet ,Z-graduiert* zunéchst einmal, dass H* (M) und H*(N) Z-graduierte Vektorrdume sind, d. h.
wir haben Zerlegungen H*(M) = @kEZ H*(M) und H*(N) = @kez HF(N) haben. Wir definieren hierbei
HF(M) = H*(N) := {0} fiir k < 0. Aus /\’“ TpM = {0} fiir k > 0 folgt dann auch H*(M) = {0} fiir k > dim M
und H*(N) = {0} fiir k > dim N. Wenn wir sagen, dass eine Abbildung ein Homomorphismus (Isomorphismen
entsprechend!) Z graduierter Algebren ist, so fordert man zusétzlich, dass diese Graduierung erhalten bleibt,
d.h. f*(H(N)) C H*(M) fiir alle k € Z.
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Beweis: k& > 0“ In diesem Fall gilt Q*({p}) = 0, also Z*({p}) = 0 und somit H*(M) =
H*({p}]) = {0}.

»k =0“ Betrachte

0 0-1(1ph) — Q) =R — Q' ({p}) = 0. =

Korollar 3.6.17 (Poincaré-Lemma). Ist M eine sternformige offene Teilmenge von R™, dann

ist jede geschlossene k-Form (fir k > 1) bereits exakt.

Aus Ubungsblatt 12, Aufgabe 4 erhalten wir dann mit den dort verwendeten Notation.

Korollar 3.6.18. Sei M = R3.

Fall k =1: Sei X € X(M) mit rot(X) = 0. Dann existiert ein f € C°(M) mit X = grad(f).
Fall k = 2: Fir X € X(M) mit div(X) = 0, dann existiert ein Y € X(M) mit rot(Y) = X.
Fall k = 3: Fir alle f € C°(M) existiert ein X € X(M) mit div(X) = f.

3.7 Orientierung und Integration von Formen
3.7.1 Orientierung

Sei V ein Vektorraum und m := dim(V) € Ny. Dann gilt dim(A™ V) = 1. Insbesondere ist
A"V homéomorph zu R. Nun hat R\ {0} die beiden Zusammenhangskomponenten (—oo,0)
(=die negative Komponente) und (0, 00) (=die positive Komponente) hat. Also hat A" V'\ {0} :=

(A™ V) \ {0} zwei Zusammenhangskomponenten.'”

Definition 3.7.1. Eine Orientierung Oy auf V ist eine (der beiden) Zusammenhangskompo-
nente von A"V \ {0}.

Fin orientierter Vektorraum ist ein Paar (V,0y), wobei Oy eine Orientierung auf V ist.
Schreibe oft V' fir (V, Oy ).

FEine Basis (e1,...,en,) von'V ist positiv orientiert (bzw. negativ orientiert), falls ey A...Aey, €
Oy (bzw. ey A ... Ney & Oy ).

Bemerkung 3.7.2 (Aquivalente Beschreibung). Sei m > 1. Man fiihrt auf dem Raum aller
Basen eine Aquivalenzrelation ein: Seien dazu by,...,b,, und ci,...,c, Basen auf V. Schreibe
dann (by,...,by) = (c1,...,¢m) - A fiir A € R™*™_ d.h. A ist die Basiswechselmatrix. Dann hat

(b;) diesselbe Orientierung wie (c;) genau dann, wenn det(A4) > 0.18

17"Man beachte: wir wissen zunéchst nur die Existenz eines Isomorphimus I : /\m V — R, dieser ist aber nicht
eindeutig. Zum Beispiel ist —I oder —51 auch ein isomorphismus. Es ergibt deswegen zunéchst keinen Sinn, von
der ,,positiven“ Komponente von /\m V' \ {0} zu sprechen. Wir wéhlen eine der Komponenten aus, und diese
Auswahl definiert diese Komponente als ,die positive®.

18Djes kann man als (wahre) Aussage betrachten. Oder man kann dies als alternative Definition der Orientierung
hernehmen: wir zeigen zunichst, dass diese Relation eine Aquivalenzrelation auf dem Raum der Basen ist; eine
Orientierung wird dann definiert als eine Aquivalenzklasse. Im Fall m > 1 stimmt diese alternative und etwas
anschaulichere Definition im wesentlichen mit unserer iiberein. Der Fall m = 0 ist dann aber speziell. Das
Problem ist: 0-dimensionale Vektorraume haben nur eine Basis, ndmlich die leere Menge. Also haben sie auch
nur eine Aquivalenzklasse von Basen. Damit alle unsere Aussagen in allen Dimensionen gleich formuliert werden
konnen, ist es aber wichtig, dass alle endlich-dimensionalen reellen Vektorrdume genau zwei Orientierungen
haben. Dies ist mit unserer Definition 3.7.1 gegeben: ist V' 0-dimensional, so gilt /\O V = R; und dann hat

/\O V\ {0} =R\ {0} zwei Zusammenhangskomponenten.
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Bemerkung 3.7.3. Ist ey,..., e, eine positiv orientierte Basis von V und (e}); die duale Basis
in V*. Dann ist Oy~ = {te] A... A€}, | t € Rsg} eine Zusammenhangskomponente von \™ V*.

Das heifit Orientierungen von V stehen in bejektiver Korrespondenz zu Orientierungen von V*.

Man kann eine Orientierung eines m-dimensionalen Vektorraums V also insbesondere durch eine

der folgende Angaben spezifizieren:
e cin Element von A" V'\ {0}, die dann die positive Zusammenhangskomponente auszeichnet,

e eine Basis von V, die damit zur positiv orientierten Basis wird und wodurch jede andere

Basis entweder positiv oder negativ orientiert wird,
e cine Basis von V*, die damit zur positiv orientierten Basis wird,

e cin Element von \™ V*\ {0},

Definition 3.7.4. Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Fine Orientierung von M ist
etne Familie (ﬁTPM)peM, wobei O\ eine Orientierung auf T, M ist, die stetig in p ist im Sinne
von:

Es gibt eine stetige Abbildung w: M — N™ T*M so, dass w(p) # 0 fiir alle p € M und w(p)
definiert die Orientierung Or ar auf T, M.

Das heiftt eine Basis (b1, .. ., by,) von T, M ist genau dann positiv orientiert, wenn w(p)(b1, . .., bm)

positiv ist. Bine Mannigfaltigkeit nennt man orientierbar, wenn es auf thr eine Orientierung gibt.

Definition 3.7.5. FEine orientierte Mannigfaltigkeit ist ein Paar (M, Oyr) (oft kurz nur M ),

wobei Oy eine Orientierung von M ist.

Beispiel 3.7.6. (i) R™ tréagt als Vektorraum die Orientierung {tel Ao Nem ‘ te R>0}. Das
heifit die Standard-Basis ist positiv orientiert, also ist eine beliebige Basis (v;)i=1,...m genau
dann positiv orientiert, wenn det(vy, ..., vy,) > 0.

Fiir R™ als Mannigfaltigkeit gilt T,R™ = R™ fiir alle p. Ist = idg= die Identitat, betrach-
tet als Karte, dann wird die obige Orientierung durch dz' A ... A dxm’p induziert. Diese

Orientierung ist stetig in p, denn w = da! A ... A da™ ist stetig (sogar glatt).
(i) Ist x: U — V eine Karte von M, so legt dz! A...Ada™ eine Orientierung auf U G M fest.

(iii) Auf einer Mannigfaltigkeit sei ein Atlas gegeben. Durch Einschrianken der Karten auf Zusam-
menhangskomponenten erhélt man einen Atlas {xa: U, — V, | a € A}, so dass alle U,
zusammenhéngend sind.

Waihle eine Partition der Eins (74)q. Ist nun &) eine Orientierung auf M, dann gibt es
(€a)a € {£1} mit e, dal A... A dxg\p € Or:m

Dieses ¢, ist lokal konstant und héngt deswegen nur von « ab.

Fir w:= )", €alla dzl A ... Adz? € Q™ (M) gilt somit w(p) # 0. Denn fiir festes p € M
gitl: fiir alle « € A mit p € U, liegt €, dzl A... A dx?‘p in der positiven Zusammenhang-
komponente von A" T}, M, und mindest fiir ein solches « glt 7, (p) > 0. Also kann das w in

Definition 3.7.4 glatt gewdhlt werden.

(iv) Ist M™ C R™T! eine Hyperfliche und v: M — R™T! ein Einheitsnormalenfeld. Dann
definieren wir durch wy(Xy,..., Xp) :=det(v, Xy,..., X,,) fir X; € TyM eine m-Form auf
M. Da v keine Linear-Kombination von Vektoren aus T, M ist, erhalten wie w, # 0. Da es

glatt von p abhéngt, definiert w eine Orientierung auf M.
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Abbildung 3.7.1: Zwei Mobius-Bénder aus Papier, Modelle der Fakultit fiir Mathematik,

Regensburg®©
(v) Ist umgekehrt &y eine Orientierung von M™ C R™*! und by, ..., b, eine positiv orientierte
Basis von T, M, dann definiere v(p) als den Vektor in R™*! so dass ||v(p)|| = 1, v(p) L T,M
und {v(p),b1,...,by,} ist positiv orientiere Basis von R™*1,

Man kann zeigen, dass v(p) unabhiingig von den b; und glatt ist.

(vi) Das Mé&biusband, siehe Ubungsblatt 11, Aufgabe 1 b) und Bemerkung 1.78, ist nicht orien-
tierbar, siehe Abbildung 3.7.1.

(vii) Ist U offene Teilmenge einer Mannigfaltigkeit M, dann kann jede Orientierung auf M zu
einer orientierung auf U eingeschrankt werden. Daraus folgt: ist U nicht orientierbar, dann
auch nicht M. Dies kann man insbesondere auf die Kleinsche Flasche anwenden. Sie erhalt
eine offene Teilmenge U, die diffeomorph zu einem Mobiusband ist, siche Ubungsblatt 11,
Aufgabe 1 b). Da das Mobiusband nicht orientierbar ist, ist auch die Kleinsche Flasche, siehe
Abbildung 3.7.2 nicht orientierbar.

Definition 3.7.7. Sei f: M™ — N™ ein lokaler Diffeomorphismus orientierter Mannigfaltig-
keiten. Dann heifit f orientierungserhaltend (bzw. orientierungsumkehrend), falls fir alle
p € M die Abbildung d,f: TyM — Ty, N positiv orientierte Basen auf positiv orientierte (bzw.

negativ orientierte) Basen abbildet.

Bemerkung. Die Begriffe ,orientierungserhaltend“ und ,orientierungsumkehrend* sind nur dann

Gegenteile, wenn die Mannigfaltigkeit zusammenhéngend und nicht-leer ist.

Bemerkung. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Orientierung &y; und x: U — R™ eine Karte von
M. Dann ist # genau dann orientierungserhaltend, wenn dx!A...Adz™ gemifl Beispiel 3.7.6 (iii)
auf U die Orientierung () |l induziert.

Lemma 3.7.8. Eine orientierte Mannigfaltigkeit (mit oder ohne Rand) besitzt immer einen Atlas,

der nur aus orientierungserhaltenden Karten besteht (ohne Rand: falls dim M > 1, mit Rand: falls
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Abbildung 3.7.2: Die Kleinsche Flasche, Modell der Fakultit fiir Mathematik, Regensburg®
dim M > 2).

Beweis: 1. Schritt“: Schréanke alle Karten auf Zusammenhangskomponenten ein.

Erhalte einen Atlas {z,: Uy — Viu}aea so dass alle U, zusammenhingend sind.

»2. Schritt“:  Ersetze alle orientierungsumkehrenden z,, durch s oz, und V,, durch s(V,) mit

s = diag(1,1,...,1,—1) € R™*™, -

Bemerkung 3.7.9 (Volumenform auf Rand). Sei M™ eine Mannigfaltigkeit mit Rand, m > 1.
Wir wissen, dass dann 0M eine Mannigfaltigkeit der Dimension m — 1 ist. Fiir alle p € M ist
das Differential der Inklusion ¢: OM — M, x — z eine lineare Abbildung d,¢: T,0M =
T,(0M) — T, M. Werden Tangentialvektoren in T,M durch Derivationen in p beschrieben (wie
in Abschnitt 3.5.2), so gilt d, (¢«(X))(f) = X (f o¢) oder in anderen Worten d4,,(x))f = Ox (flanr)
fir alle X € T,(0M), f € C>(M), siche Bemerkung 2.5.9. Werden hingegen Tangentialvektoren
als Aquivalenzklassen von Kurven beschreiben (was am Rand nicht im Detail formal ausgefiihrt
wurde) dann gilt d,c([c]) = [¢], wobei ¢: (—€,€) — OM eine glatte Kurve ist mit ¢(0) = p. Mit
Hilfe der Abbildung d, identifizieren wir T,0M mit d,¢(T,0M).

Ein Vektor v € T,M \ T,0M heifit nach auflen gerichtet, falls v = [¢] fiir ¢: (—¢,0] — M
glatt mit ¢(0) = p, oder dquivalent: falls 9, f < 0 fur alle glatten f: M — [0,00) mit f|sa = 0.
Angenommen M sei orientiert. Sei w € Q™ (M) gegeben, sodass w die Orientierung auf M definiert

und sei v: OM — L.Jpe o TpM iiberall nach auflen gerichtet. Dann versehen wir M mit der
durch w(v, e,...,*) € Q™ YOM) definierten Orientierung, die wir die auf M induzierte
Orientierung nennen. Mit dieser Definition sieht man, dass eine Basis b1,...,b;,—1 von T,0M
positiv orientiert ist, genau dann, wenn v,bq,...,by,_1 eine positiv orientierte Basis von T),M

ist.19

Sind v und vy beide in T, M \ T,0M nach aufien gerichtet, dann existiert ein r > 0 mit rv, —vg €

9Hier wurden einige Konventionen gewihlt, bei denen Sie nicht sehen kénnen, wieso wir die so und nicht anders
gewahlt haben. Wieso nach auflen gerichtete Vektoren und nicht nach innen gerichtete? Wieso setzen wir v an
die erste Stelle? Der Grund ist, dass wir somit in spateren Teilen lastige Vorzeichen vermeiden, die teilweise
noch von (—1)™ abhéngen konnten. Aber wie so oft bei solchen Wahlen ist Vorsicht geboten: es kann gut sein,
dass andere Literaturquellen hier andere Konventionen nutzen.
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Tp0M. Das heiit die Definition der Orientierung von M ist unabhéngig von der Wahl von v
und w und von der Wahl der Basis (b;).2"

3.7.2 Volumenform

Definition und Lemma 3.7.10. Sei V' ein m-dimensionaler Vektorraum mit Orientierung Oy €
A"V \ {0} und Skalarprodukt g(e, ). Sei E1,..., E,, eine positiv orientierte Basis von V mit
dazu dualer Basis EY, ..., E, . Wir definieren g;; := g(E;, Ej). Dann ist

dvoly := y/det(gi)) Ef A... AEL € \" V*

unabhdngig von der Wahl der Basis E1, ..., E,. Wir nennen dvoly die Volumenform von V,

oder genauer: von (V, Oy, g).

Beweis: Sei (F1,..., F,,) eine andere positive orientierte Basis, so gibt es eine Basiswechselmatrix
A = (ai;), so dass (F,...,Fy) = (E1,...,Ey) - A oder dqiuvalent dazu mit ESK F; = Eja;;.

Wir rechnen nach

EiN...NE} (Fy,...,Fy))
= Ei‘/\.../\E:;L(Eilaill,...,Eimaimm))

= Z ET Ao A E;kn(EU(l), s 7Eo(m)) Ag(1)1 " Ao (m)m
ogESH,

sgn(o)

= det(A)

und dies impliziert Ef A ... A E* =det(A) Fi A... A FY. Andererseits gilt

95; = 9(Fi, Fy) = g(Exaki, Epagy)
= aki 9(Ek, Er) ap;
A,_/
=",
und somit
2
det (95) = det(ax;) det (gf}) det(ae;) = (det(A)) det (g@) .

Wir erhalten insgesamt

vdet (g5) Fy A AFy,

det(A)|\/det (g5)) F& A ... ANF,

sgn(det(A)) y/det (9F,) EY A ... N E},

Da beide Basen positiv orientiert sind, folgt det(A) > 0 und somit die Behauptung. [ |

Beispiel 3.7.11. Ist Eq, ..., E,, eine positiv orientierte Orthonormalbasis, so erhalten wir

dvoly == E{ A...AEj, € \ V"

20 Aber es hangt natiirlich von der Orientierung von M ab!
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Wir machen nun hieraus eine Definition fiir Mannigfaltigkeiten.

Sei M™ eine orientierte Mannigfaltigkeit, Orientierung gegeben durch w € Q™ (M) und g eine
riemannsche Metrik.
Dann ist also (TpM, gp) ein durch w|p orientierter euklidischer Vektorraum. Wir definieren dvol)
dazu wie oben.
Ist dann Eq(p), ..., E.(p) eine positiv orientierte Orthonormalbasis von (T, M, g,) und E} (p) die

dazu duale Basis, so haben wir

m
dvolf := Ef A...ANEj € [\ TpM.

Durch Nachrechnen ergibt sich in einer Karte x: U — V von M mit g;; := g (88i , ﬁ) U —
' Ox

R: Ist 2 orientierungserhaltend (vgl. Definition 3.7.7), so gilt

dvol? = y/det(g;;) dz* A ... A da™. (3.7.1)

Ist x orientierungsumkehrend, so gilt

dvol? = —/det(g;;) dz' A ... Ada™. (3.7.2)

3.7.3 Integration von Formen

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, m-Formen (mit kompaktem Tréger) auf einer m-dimensionalen
orientierte Mannigfaltigkeit zu integrieren. Hierzu sollte zunéchst bemerkt werden: man kann die
Integration von Funktion des ersten Kapitels auf nahezu offensichtliche Art und Weise von Un-
termannigfaltigkeiten auf riemannsche Mannigfaltigkeiten ausdehnen. Der in diesem Abschnitt
definierte Integrationsbegriff ist etwas anders, denn wir benétigen keine riemannsche Metrik um
zu integrieren, wir benétigen aber eine Orientierung?!. Dies vereinfacht nicht nur unsere Beweise
etwas, sondern entlastet auch die Aussagen von dem — in diesem Kontext oft unnétigen — ,,Balast*
der riemannschen Metrik: in der richtigen Sprache brauchen wir sie nicht, um zu integrieren. Es
folgt sofort, dass alle Aussagen unter geeignet verwendeten orientierungserhaltenden Diffeomor-
phismen invariant sind. Die Quintessenz ist: sobald wir eine Orientierung haben, ist es viel schéner,

m-Formen zu integrieren als Funktionen. Die Integration von m-Formen ist dann einfacher.

Definition 3.7.12. Sei M™ eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand und z: U — V eine
orientierungserhaltende oder —umkehrende Karte. Sei weiter 5§ € Q™(M) so dass supp(f) C U
kompakt.

Schreibe B = fda' A...Adz™ mit f € C®(U) und supp(f) = supp(B) C U. Dann definiere

/U @] g.— /V (foxb)dam,

falls x orientierungserhaltend ist. Hierbei ist AA™ das in Analysis 111 definierte Lebesque-Mafs auf

offenen Teilmengen von R™ und das Integral ist das in Analysis III definierte Lebesgque-Integral.

21Und mit etwas mehr Aufwand und einer Modifikation des Differentialformen-Begriffs zu Volumenformen kénnte
man auch die Orientierung wegbekommen
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Ist x orientierungsumkehrend, so definiere

/UM 3= _/V(fogc_l)d)\m.

Lemma 3.7.13. Die Definition 3.7.12 ist unabhdngig von der Wahl der Karte x: Isty: W — Z

eine weitere Karte (orientierungserhaltend oder —umkehrend) gilt zusdtzlich supp(8) C W. Dann

/UM = /ME!/] 8.

Beweis: ,x und y orientierungserhaltend*:

gilt

Ohne Einschrankung gilt U = W (sonst ersetze beide durch U N W). Schreibe
w=fdz' A Ade™ = fdyt AL Ady™

fiir geeignete f,f € C>®(U). Sei ¢ := y o z~'. Mit der Transformationsformel (Analysis IIL,
Kapitel II, Satz 7.1 folgt:

/UPM (€D /V(foafl)dxn

= /V(foyfl)ocpd)\m
[ oy et (@ ()T AN = ()

Fiir z9 := (po) und yo := y(po) schreibe die Jacobi-Matrix ¢'(z9) = (a?(x0))s;. Dann gilt

1

@ =ylox™ und dpy’ = al(z0)d,, ", also

dyt A... Ady™ = det(al) dzt A ... A dz™

und somit f = f det(a?).

Erhalte: () = [,(foy™!) d\™. Dies ergibt insgesamt fw B= [ B
,Orientierungsumkehrend“:  Die Argumente sind identisch im Fall, dass  und y orientierungs-
umkehrend sind. Tm Fall, dass z und y orientierungserhaltend sind, ist det(a’) = det(¢’) > 0. Ist
eine der Karten orientierungserhaltend und die andere orientierungsumkehrend, so ist det(’) < 0.

Das dadurch entstehende Vorzeichen verschwindet im Ergebnis auf Grund der Vorzeichenwahl in
Definition 3.7.12. [ |

Definition 3.7.14. Sei M eine m-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit (mit Rand), B €
Q™ (M) mit supp(3) kompakt.??

Sei of = {xq: Uy —> Vataca ein Atlas von M. Bestimme eine Partition der Eins (No)a mit
supp(na) C Uy.

22 Analog zur Analysis III und zum ersten Teil dieser Vorlesung kénnte man auch geeigenete Funktionen ohne
kompakten Trager zu lassen. Um das aktuelle Kapitel aber einfach zu halten, betrachten wir nur den Spezialfall
von Funktionen mit kompaktem Tréger.
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Setze A = {aecA ‘ supp(ne) Nsupp(B) # 0}. Nach dem folgenden Lemma ist diese Menge
endlich.

Definiere nun
— [74]
/Mﬁ- }EA/UQ (naf) €R

Beachte: supp(na8) C supp(ns) Nsupp(8) C U,.

Bemerkung 3.7.15. Aus Lemma 3.7.13 folgt, dass die Definition von | 1 B unabhéngig von der
Wahl des Atlanten und der Partition der Eins ist.

Lemma 3.7.16. Sei M eine Mannigfaltigkeit und 8 € Q™ (M) mit supp 8 kompakt. Sei weiter
(a)aca €eine Partition der Eins. Dann ist die Menge {o € A ’ supp(nq) Nsupp(B) # 0} endlich.

Beweis: Dies folgt aus der Kompaktheit von supp(8) und der lokalen Endlichkeit der Partition
der Eins, denn zu p € supp() wihle eine offene Umgebung U, die nur von endlich vielen supp(,,)
getroffen wird (lokale Endlichkeit). Dann gilt supp(3) C UPESupp(ﬁ) U,. Nutze die Kompaktheit

um eine endliche Teiliiberdeckung zu wéahlen und die Behauptung folgt. [ |

PR
//*\'\ Guariﬂ )
\ e

Bemerkungen 3.7.17. (i) Ist g eine riemannsche Metrik auf M™ (kurz: (M, g) ist eine rie-
mannsche Mannigfaltigkeit), dann kann man wie in Kapitel 1 definieren, wann eine
Funktionen f : M — R messbar bzw. integrierbar sind. Mit dem Integral von Kapitel 1
kann Funktionen integrieren. Ist zum Beispiel der Trager von f in einer Karte z : U — V,

so bekommen wir in Verallgemeinerung von der definierenden Gleichung (1.6)
[ ran= [ (roa) fdet(gs) ax
M v

Das Integral hingt von der riemannschen Metrik ab, benotigt aber keine Orientierung (und
ist deswegen auch fiir nicht-orientierbare Mannigfaltigkeiten definierbar) und hingt — falls
M orientierbar ist — auch nicht von der Orientierung ab. Der Beweis ergibt sich durch

Nachrechnen in Kartenmit denselben Rechnungen wie in Kapitel 1.

(ii) Insbesondere: Sei M™ C R™ eine orientierte Untermannigfaltigkeit mit 1. Fundamentalform
g. Diese ist eine riemannsche Metrik (vgl. Beispiel 2.6.8).
Sei dvol? € Q™ (M) wie in Beispiel 3.7.6. Dann schreibe g € Q™ (M) als 8 = fdvol?. Wir

erhalten
/fdvolgz/ ﬂ:/ fdu™M.
M M M

Der Beweis ergibt sich wiederum durch Nachrechnen in Karten unter Verwendung von (3.7.1)
bzw. (3.7.2).
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(iii) Ist M eine m-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit. Dann liefert Definition 3.7.14 ein
Integral von m-Formen, das von der Orientierung aber nicht von der Wahl der riemannschen
Metrik abhéngt.

Ist M orientiert und g eine riemannsche Metrik, dann gilt [ oy fdvol? = / v [ dp?. Je nach

Anwendung ist der eine oder andere Integral-Begriff praktischer.

(iv) Ist f: M™ — N™ ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus und 8 € Q™(N), dann

gilt [, f*B= [y B-

3.8 Satz von Stokes
3.8.1 Satz von Stokes fiir Differentialformen

In diesem Abschnitt wollen wir den Satz von Stokes fiir Differentialformen kennenlernen. Aus dieser
Version folgen dann alle weiteren Formulierungen und Anwendungen, insbesondere die klassischen

Integralséitze wie der Divergenzsatz und der klassische Satz von Stokes.

Notation 3.8.1. Im folgenden Abschnitt sei M eine m-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit

mit Rand OM. Sei t: M — M die Inklusion. Fiir eine Form w € Q™~}(M) mit supp(w) N M

23 s s — *
kompakt*® schreiben wir [, w:= [5, t*w.

Satz 3.8.2 (Stokes). Sei M™ eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand und w € Q™= 1(M) mit

kompaktem Trager. Dann gilt
/ dw = / w.
M oM

Beweis: ,1.Fall“: Seixz: U — V eine orientierungserhaltende Karte von M und sei supp(w) C

U. Da 0 sy 0 eine positiv orientierte Basis von T\, M ist, ist
(9:171 P 8xm P
(=] ¥ o]
- bl 4 ) ceey P
oxt|,  0x%|, ox™ |,
eine negativ orientierte Basis. Da zudem —il auf OM nach auflen gerichtet, ist % oo 8m
ozt |p Oz~ |p 9™ [p

also eine negativ orientierte Basis von T, (0M).
Die zugehorige Karte des Randes (z2,...,2™): UNOM — V N ({0} x R™~1) @ R™~! ist also

orientierungsumkehrend.

Schreibe in der Kartenumgebung U

m
w:kadxl/\.../\d:ck/\.../\dxm.
k=1

Dabei bedeutet (ﬂj\k, dass da* weggelassen wird.

23EBs gilt supp(w) N OM = supp(t*w) und die Kompaktheit dieser Menge nutzen wir, damit das Integral existiert.
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Rechne nun

=0 fiir j#£k

||
NE

Zﬁ dzd Adat AL AdzE AL Adz™
kzlaxﬂ

<.
I
—

(—1)F 1g£kd A...Adz™.

I
Ms

E
I
-

Es gilt supp(w) = Uj~, supp(fx). Definiere nun:

eV
€ ([0,00) x R™=1)\ V.

1

_ froxz™H(2)

fk(i') =
0 )

1

Die Funktion f : [0,00) x R™~1 — R hat kompakten Triger. Die Funktion fr ist also eine

Koordinatendarstellung von f; in der Karte x, die wir dann geeignet durch 0 fortsetzen.
Wir rechnen nun fiir die linke Seite der Aussage des Satzes von Stokes:?*

/dw (def) / S (—1)h 1af’“ axm
M

[0,00) xR =1 1]

_ i(*l)k71 /[0 afk ™

00) X Rm—1 81:’“

(—1) /[ Ofk 41 . azm —: (v)

),00) x Rm—1 Bmk

bl
Il
—

NE

>
Il

1

An der Stelle (?) ist fraglich, was hier eigentlich umgeformt wird: wir ersetzen nur die Notation
d\™ fiir die Integration bezlglich des Lebesgue-Mafles durch die inhaltlich dquivalent Notati-
on dz'...dz™. Dieser Ausdruck ist eigentlich als dz'dz?...da™ zu verstehen, was oft fir das
m-~dimensionale Lebesgue-Mafl benutzt wird, um schon in der Notation anzudeuten, dass man

derartige Integrale oft durch den Satz von Fubini berechnet.?®

Fiir die rechte Seite der Aussage des Satzes von Stokes rechnen wir

m
= E fk‘ Gdrt AL A AR A LA de™
OM

24 Alle Integrale existieren (z.B. im riemannschen Sinn), da wir stetige Funktionen iiber kompakte Intervalle in-
tegrieren. Man benétigt nicht einmal uneigentliche Riemann-Integrale, es reicht iiber ein ausreichend grofles
kompaktes Intervall im eigentlichen riemannschen Sinn zu integrieren.

25Unsere kurze Notation riskiert, dass man dz!...dz" als dz' A ... A dz™ missversteht. Dieses Missverstindnis
ist aber kein Problem. Mit der Standard-Orientierung von [0, 00) x R™~! folgt namlich aus Definitionen 3.7.12
und 3.7.14 fiir h € C°°([0, 00) x R™~1) mit kompaktem Tréger

/ hdxl/\d;L‘Q.../\da:m:/ hdz'dz?...dz™,
[0,00) xRmM—1 [0,00) x RM—1

das heifit die Notation unterscheidet hier nicht zwischen Integralen, die zwar verschieden definiert sind, aber
letztendlich den gleichen Wert ergeben.
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Wegen?6

* 3.0 ‘ 0 =1
Ldm‘:d(m" ):
NG dat | 0#1
xt:=
gilt also
w = f1|8Md{L‘2/\.../\d:L‘m.

Da die Karte 7 := (22,...,2™): UNIM — V N ({0} x R™~1) orientierungsumkehrend ist, folgt

/ Cw = f/ (froz hydxm 1= f/ fidz?. . da™ =: (1)
oM VA({0} xRm-1) {0} xRm—1

Es ist nun zu zeigen, dass (x)=(7).

Fiir den Term mit £ = 1 von (x) gilt

(—1)k_1/ OJ1 dzt ... dz™
[0,00)

xRm—1 axk

Fubini o afl 1) 2 m
= ——dz" | dz”...dz
/R'mfl ( 0 axl

_ /Rm_l<—f1(0,x2,...,xm)+0)dx2...dxm=(T)

Fiir den Term mit &k # 1 von (%) gilt

oF
(—1)kt / i’; dzt ... dz™
[0,00) x Rm—1 or
[eS) a~ .
= (—1)k_1/ i]Z(snl,...7ﬂv7") da® | da'...dak...dz™ = 0.
[0,00) xRF=2x {0} x Rm—F —oo Oz
=0
Summieren tiber alle k liefert also (x) = (}).
»2. Fall*:  Der Fall einer orientierungsumkehrenden Karte ist analog mit einem zusétzlichen Vor-

zeichen auf beiden Seiten.

3. Fall (allgemeiner Fall)“: Wir betrachten nun ein allgemeines w € Q™ (M) mit supp(w)
kompakt. Wéhle eine Partition der Eins (14), wobei supp(n,) C U,. Dann gilt nach den ersten

beiden Féllen
/ d(naw) :/ NaW.
M oM

Also folgt der gesamte Beweis, denn

/M = /M Z Almaee) = Z /M A0

acA acA

26Im folgenden bezeichnet — dhnlich wie im Beweis von Satz 3.6.3 — dz‘ das f-te Koordinatenkovektorfeld auf
[0,00) x R™~1 wihrend dz’ fiir das — normalerweise gleich bezeichnete — Koordinatenkovektorfeld auf sR” 1
steht.
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- Z AM ot = /6M <(;4na) YT /OZM “

acA
—_———
=1

Wir haben hier insbesondere wieder Lemma 3.7.16 benutzt, um zu argumentieren, dass alle Sum-

men nur endlich viele von Null verschiedene Summanden haben. [ ]

Beispiel 3.8.3. Sei M = [0,1] 5 t. Dann®" gilt [, df = [, f/ dt = [) f'(t) dt fiwr f €
c>([0,1])-

Der Satz von Stokes liefert dann

1
/ F(t) dt = / a=[  r=ru- 0.
0 [0,1] 010,1]

Also verallgemeinert der Satz von Stokes den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

fir glatte Funktionen.

Notation. Schreibe 9P A fiir den Rand von A im Sinne von topologischen Riumen und oM A

fiir den Rand der Mannigfaltigkeit mit Rand A im Sinne der Mannigfaltigkeiten.

Definition 3.8.4. Ein Gebiet G C R™ hat einen glatten Rand, wenn 0'°PG eine glatte Hyper-
fliche in R™ ist und 9*°PG = 9*°P(R™ \ G) gilt.

Beispiel 3.8.5. Ist G ein Gebiet mit glattem Rand, so ist G eine Mannigfaltigkeit mit Rand 9*°PG =
oMfe. Hierfiir gilt also der Satz von Stokes.

Betrachte folgende Gebiete:

Glatter Rand: Nicht glatter Rand:

X X Jo

Polytope im R™ Scheiben mit Schlitz Beriihrpunkte

Deformierte Scheibe

Fir m = 2 Polygone

Bemerkung 3.8.6. Der Satz von Stokes gilt auch fiir Gebiete G in R™, deren Rand nicht iiberall
glatt ist. Er gilt insbesondere in geeigneten Erweiterungen fiir alle oben gezeichneten Gebiete. Um
f s w zu definieren, integriert man hierbei stiickweise iiber die glatten Stiicke des Randes.

Mit dem folgenden Argument sieht man zum Beispiel, dass er sich auf Polygone (oder allgemeiner
Mannigfaltigkeiten mit stiickweise glattem Rand) ausdehnt:

Man rundet die ,Ecken® (also die nicht-glatten Teile des Randes) ab und betrachtet dann den
Grenzwert, dass die Abrundungen immer kleiner werden.

Beide Seiten konvergieren dann in vielen Féllen gegen das Integral des Gebiets mit nicht-glattem

27"Wenn man hier genau liest, so bekommt man: Aus der bei uns verwendeten Notation heraus ist klar, dass
1

f[o 1 f'dt das Integral einer 1-Form ist. Es ist dann gleich dem riemannschen Integral f f'(t) dt. Bei anderen

Notation kénnte man f 0.1 f’ dt auch als Lebesgue-Integral lesen. Aber unabhéingig davon, welche Definitions-

variante wir fir den Ausdruck hernehmen, wir erhalten immer dieselbe reelle Zahl.
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Rand.

Dies funktioniert natiirlich nur dann, wenn der Rand nicht allzu irregular ist.
Beispiel. Betrachte ein Rechteck M := [a,b] x [¢,d] C R? mit OM = I; U I, U I3 U I;. Dann gilt

L% )

i

Hier gilt der Satz von Stokes.

Was ist hier die Aussage des Satzs von Stokes? Um faMW zu definieren, integriert man
hierbei nur iiber die glatten Teile des Randes.

[a,b] X [c,d] € (t,s) sei mit der Orientierung versehen, so dass (0/0t,d/0s) positiv orientiert ist.
Die Orientierung des Randes wird wie folgt beschrieben: 9/0t ist auf [a, b] X {c} positiv orientiert
und auf [a,b] x {d} negativ orientiert. Analog ist 9/0s auf {b} X [c,d] positiv orientiert und auf
{a} X [c, d] negativ orientiert.

Der Satz von Stokes auf [a, b] X [c, d] besagt damit fiir w € Q([a,b] X [¢,d]):

b d
/[a,b]x[c,d] dw = /a W(t,c)(% (t’c)> dt+/c w(b’s)(ﬁas‘(b,s)) ds
b d
_/a w(t,d)(% (t’d)) dt—/C w(ms)(% (a’s)) ds.

Beweis: [Skizze] Approximiere das Rechteck durch ein Gebiet G, bei dem die Ecken abgerundet

sind und damit der Rand glatt ist. Fur G, gilt der Satz von Stokes, also

fGE df —= faca B

-

Mit dieser Methode kann man Satz von Stokes zum Beispiel in den folgenden Féllen zeigen:
e fiir alle Polytopye,
e alle in Beispiel 3.8.5 gezeichneten Gebiete,
e also insbesondere fiir Rechtecke (m = 2),
e oder allgemeiner m-dimensionale Quader,
e fiir Dreiecke (m = 2),

e oder allgemeiner Simplexe, fiir Pyramiden und viele mehr.

3.8.2 Divergenzsatz von GauB3

Wiederholung;:
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7.7.

[Wiederholung zu Be-

ginn der Vorlesung
am 17.07.

|

Eine riemannsche Mannigfaltigkeit, siehe Definition 2.6.7, ist ein Paar (M, g), wobei g eine
riemannsche Metrik auf M ist. Schreibe oft M fir (M, g).
Ist eine riemannsche Mannigfaltigkeit M™ orientiert, so definiere dvol’ € Q™ (M) wie in Unter-
abschnitt 3.7.2.

Definition 3.8.7. Sei M eine orientierte m-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit. Zu X €
X(M) und w € QF(M) definiere

Xow:i=w(X,e,...,*) € Q"1 (M).
Dann ist div(X) € C*°(M) die eindeutige Funktion auf M so dass
d(XJ dvol?) = div(X) dvol? (%)

Wir nennen div(X) die Divergenz von X.

Bemerkung. Es ist div: X(M) — C*°(M) ein lokaler Operator. Das heifit aus X‘U = X|U folgt
div(X)|,, = div(X)], fiir U @ M.
Auflerdem ist div(X) unabhéngig von der Wahl der Orientierung auf M. Deswegen ist div(X)

auch auf nicht-orientierbaren Mannigfaltigkeiten wohldefiniert (lokal in Karten durch (x)).

Beispiel 3.8.8. Sei M © R™ versehen mit der euklidischen riemannschen Metrik ¢°"!, d.h.
g N X,Y) = (X,Y) = Y7, XY und der iiblichen Orientierung. Sei Y = (Y',...,Y™) €
X(U). Dann gilt

m

Yo dvol? =Y (dzt A... Adaz™) :z:Yk(—l)k_1 de' A AdzF AL Adz™
k=1

und damit

d(YJ dvol?) = (—1)F 1 ded Adzt AL AdZF AL AdE™

Yk
OxJ
1
k
xXr

1 =dvolY

1

<.
Il

Il
NERINGE
3 I

=~
Il

Das heifit es gilt div(Y) = >~ %. Vergleiche Ubungsblatt 12, Aufgabe 4.

Definition 3.8.9. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand. Die eindeutig be-
stimmte Abbildung v: OM — TM mit

(i) vp € T,M \ T,0M ist nach auflen gerichtet fir alle p € OM.
(ii) gp(vp, X) =0 fiir alle X € T,0M und alle p € OM.

(iii) gp(vp,vp) =1 fiir alle p € OM.

heiffit auBeres Einheitsnormalenfeld von M.

Bemerkungen 3.8.10. Sei t: M — M und v ein duferes Einheitsnormalenfeld.
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(i) Sei En, ..., En—1 eine positive orientierte Orthonormalbasis von T, (0M) fur p € OM. Also
ist V) , Ei, ..., Ep_1 eine positiv orientierte Orthonormalbasis von T,M, und es*® gilt
E* = E°. Dann gilt

dvold, | =1’ AECA...ANE"_, =1"| Advold,,| .
voM|p 1/|p 1 m—1 I/p vode

Somit dvol}, =1’ A dvold,,.

(ii) Fiir X € T,M und p € M zeigt man mit einer ganz fihnlichen Rechnung? wie im Eindeu-

tigkeitsbeweis von Lemma 3.6.1:

Xadvol§, = X.(' Advold,,)

TP (X 0) A dvolly, —1 A (X sdvold,)

= (X,v)ydvold,, 1" A (X sdvold,,)

Da V‘p auf T,(OM) senkrecht steht, verschwindet Vb|p auf T,(0M) und dies impliziert
t*(v°) = 0. Bs folgt

S(Xadvoly,) = ((X, vydvold,, —v* A (X dVOlZ,M))

= (X,v) dvold,, — (") A" (X sdvold,,)
=0

= (X,v) dvol},, .

Satz 3.8.11 (Divergenzsatz oder Satz von Gaufl). Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit
Rand, X € X(M) mit supp(X) kompakt. Auferdem sei v das duflere Einheitsnormalenfeld von
OM . Dann gilt

/ div(X) du™ = (X,v) dud™. (3.8.1)
M oM

Fir eine orientierte Mannigfaltigkeit M gilt die hierzu dquivalent Gleichung
/ div(X) dvol§, = / (X, v)dvold,, . (3.8.2)
M oM
Beweis: 1. Fall: M orientiert“: Rechne

/ (X,v) du®™ = / (X,v) dvold,, = / V(X advoly))
oM oM oM

w2 [ aoc vty 2 [ oo, = [ aivon a.
M M M

Wir erhalten (3.8.2) und (3.8.1) fiir orientierte Mannigfaltigkeiten.

»2. Fall“:  Es gebe eine Karte  : U — V mit supp(X) C U. Die Standard-Orientierung von
R™ induziert eine Orientierung auf V' @ R™. Man sieht mit Ubungsblatt 14, Aufgabe 4 b), dass

28 Achtung: an dieser Stelle sollte man EJb als Element in (T, M)* = Hom(T,M,R) verstehen, und dies kann man

dann zu einem Element in (Tp(aM))* = Hom(8T, M, R) einschrinken. Ahnliches gilt fiir dvol‘gM: wir setzen
es so zu einer auf T, M definierten alternierenden Abbildung fort, dass v dvolg o = 0 gilt.
29Man kann noch allgemeiner zeigen: fiir X € T, M, o € /\k T,M, B € /\e Ty M gilt Xo(aAB) = (Xoa) AB +

(=DFan(X6)
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dann U eine Orientierung besitzt, so dass  orientierungserhaltend ist.?? Aus dem ersten Fall folgt

dann

/Mdiv(X) dp™M = /U div(X) du¥ = / (X,v) dpfY = / (X, v) dpdM.

oUu oM
Man beachte: Der Rand OU ist hier im Sinne des Randes einer Mannigfaltigkeit zu verstehen,
also QU = U N dM. Es ist im allgemeinen nicht der topologische Rand von U als Teilmenge des
topologischen Raums M.

»Allgemeiner Fall*: Mit Hilfe einer Partition der Eins (genauso wie im Beweis des Satzes 3.8.2
von Stokes) erhalte die Aussage fiir alle X € X(M) mit kompaktem Tréger. Wir erhalten (3.8.1)
im allgemeinen. Genauer: wir wéhlen einen Atlas, dessen Karten auf Mengen (U, )aca definiert
seien. Hierzu wihlen wir eine Partition der Eins (1q)aca. Wir bekommen X = 37, (17.X).
Diese Summe ist formal gesehen unendlich, aber nur endlich viele sind von Null verschieden, siehe
wiederum Lemma 3.7.16, die Summation ist also wohl definiert und vertauscht mit Integration

und dhnlichem. Nun wissen wir aus dem 2. Fall:

/ div(n,X) duM = / (naX, vy dufM.
Jm Jom

Durch Summation iiber alle « folgt dann die Aussage. ]

3.8.3 Klassische Satz von Stokes

Notation:
Der Pfeil —— bezeichnet im folgenden immer eine Inklusion.

Sei i : M? eine orientierte Fliche3' mit Rand dM in R3; und sei i : M? — W @ R? die
zugehorige Inklusion, wobei W eine offene Menge in R? ist, die M enthilt. Sei Y € X(W) mit
supp(Y) N M kompakt®*. Definiere £, := (Y,,*) € T)M = A Ty;M. Dann gilt 3 = boY =
®(Y) € Q1(M) (vgl. Ubungsblatt 12, Aufgabe 4). Der Satz 3.8.2 von Stokes ergibt dann

/<9MB N /Mdﬁ‘

Wir benutzen hier und im folgenden wieder oft die Konvention, dass wir Formen iiber Unterman-
nigfaltigkeiten (mit Rand) integrieren, im dem wir sie zunédchst mit der Inklusion zuriickziehen
und dann integrieren. Zur Verdeutlichung der Bedeutung wollen wir dies aber nochmals ohne
diese Konvention formulieren. Wir definieren dazu /3 |p = (Y,, ) € T;RS, also B = i*f3. Sei
j:OM — R? (und i: M — R3). Dann gilt

Es ist M eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit, also eine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit®3.

30Wichtig ist hier eigentlich nur: U ist orientierbar.

31Man denke hier zunichst mal an den Fall, dass M kompakt, zusammenhéngend mit nicht-leerem oder leerem
Rand ist und dass W = R3.

32 Achtung: diese Bedingung ist im allgemeinen weder stérker noch schwicher als die Bedingung ,,supp(Y’) kompakt*,
dies sind unabhéngig voneinander.

33sogar eine mit abzihlbarer Basis der Topologie — aber dies wird hier gar nicht benétigt.
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Zerlege OM in Zusammenhangskomponenten N, mit OM = J N,. Man kann zeigen:

acA

7

Klassifikation der 1-dimensionalen Mannigfaltigkeiten
Jede nicht-leere zusammenhiingende 1-dimensionale Mannigfaltigkeit ist diffeomorph zu S*

oder zu R je nachdem, ob sie kompakt ist oder nicht.

Wihle zu jedem nicht-kompakten N, eine bijektive Abbildung 7v4: Jo (= R — N, mit
Ya(t) # 0 fir alle ¢ € R. Diese Abbildung ist dann ein Diffeomorphismus und somit eine Pa-
rametrisierung von N,,.

Falls N, kompakt ist, wihle 7, : R — N, so, dass Y, (t + 27) = 7,(¢) fiir alle ¢ und so dass
Ya ‘ [0,27) injektiv ist. In diesem Fall ist 7, ein surjektiver lokaler Diffeomorphismus, und -, ergibt
lokale Parametrisierungen nach Einschrankung auf Intervalle der Form (a, a4 27). Setze in diesem
Fall J, := [0, 27].

In beiden Féllen kann man ~, orientierungserhaltend wéhlen, denn falls ~, zunéchst orientie-
rungsumkehrend ist, ersetze man ~(¢) durch v(—t).

Wir sehen auch, dass j, das Koordinatenvektorfeld der Parametrisierung v, ist.

Da supp(8) N M und damit auch supp(8) N OM kompakt ist, gibt es nur endlich viele o« € A mit
B’NQ # 0. Es gilt nun3*

ue?

2

Z/ RN SR B CROE D DU A CAUIRE

«a «
a€A Nqnicht kompakt Ny kompakt

- 2/] Y Aa()) dt = 3

Hierbei ist fﬂ/ Y das Integral des Vektorfelds Y entlang des Wegs 7, ‘ g das wir in Analysis I1I, Ka-
pitel I, Unterabschnitt 1.2 definiert haben.?® Schreibe Y = (Y7, Y5, Y3). Dann gilt 3 = 23:1 Y; da’

und damit

i I da® A dad
1 k=1

(8Y 3Yk> dz® A dad

rot(Y)a (dz! A da? A da®).

-3
z

34Hierbei sind alle Summen formal endlich, das heifit nur endlich viele Summanden sind ungleich 0. Ist N, nicht-
kompakt, dann hat ¢t — B(¥(t)) kompakten Tréger.

35Man beachte, dass die obige Interpretation fiir Integration von 1-Formen auf 1-dimensionalen Mannigfaltigkeiten
auch allgemeiner gilt. Wir geben eine Verallgemeinerung an, die sich nahezu wie oben zeigen lasst. Ist v : I —
R™ die Parametrisierung einer 1-dimensionalen Untermannigfaltigkeit mit Inklusionsabbildung ¢ : y(I) — R™
und ist B eine 1-Form, die auf einer Umgebung von «(I) definiert ist, dann gilt

(def) « , Bem. 3.7.17 (iv) «
/ 5:/ B = /w:/ﬁﬁ,
y(I) ~y(I) I v

wobei das letzte Integral wieder im Sinne von Analysis 111, Kapitel I, Unterabschnitt 1.2 zu verstehen ist. Dies
kann noch weiter verallgemeinert werden, in dem wir z. B. R™ durch eine riemannsche oder semi-riemannsche
Mannigfaltigkeit ersetzen. Die Integration von 1-Formen entspricht hier immer dem Integral von Vektorfeldern
entlang von Kurven. Wenn wir nun aber mit 1-Formen und nicht mehr mit Vektorfeldern arbeiten, so hat dies
die groflen Vorteile, dass sich unser Integral einfacher unter Diffeomorphismen transformiert und dass zuséatzliche
Struktur (wie riemannsche Metriken, Skalar-Produkte etc.) unsere Betrachtung des Integrals nicht ,stéren und
durch ,,unnétigen“ Balast komplizierter machen.
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Ist v ein Einheitsnormalenfeld auf M, das die Orientierung von M geméifl Beispiel 3.7.6 (iv)

induziert, dann rechnet man nach mit Rechnungen wie in Bemerkungen 3.8.10:

i (X_: (dz' Adz? A dxg)) = (X,v) dvoly,

geucl
dvolm{:3

und deswegen
i*dp = (rot(Y'),v) dvolf, .

Also folgt:

;LQY:/(?MBZ/MdBZ/M {rot(Y),v) dvol”.

Insbesondere haben wir:

Satz 3.8.12 (Klassischer Satz von Stokes). Sei M eine orientierte Fliche in R® mit Rand OM =

UNa, No zusammenhdngend, mit erster Fundamentalform g. Sei' Y ein glattes Vektorfeld, das
auf einer offenen Umgebung von M definiert sei, so dass suppY N M kompakt ist. Dann gilt

Z /Na Y = /M (rot(Y'), v) dvol? .

a€cA

Hierbei ist v das Einheitsnormalenfeld von M in R®, das die gegebene Orientierung von M indu-

ziert.

3.9 Elektrodynamik in der Sprache der Formen

Sei M =R* und (29, ...,2%) € R%.
Definiere den Hodge-Stern-Operator3®

2 2
= \ ToR* — N\ T;R?
gegeben durch

dz® Adzt — —da? A da?

dz”© A da®® —s e, sgn(o) da?@ A dao®)

L 0¢{e(0)0()}
-1 ,0€{0(0),0(1))}

Wir wollen nur die Gleichungen im Vakuum betrachten und Materie-Effekte nicht zulassen.

fir o € Perm{0,1,2,3} und ¢, =

Letztere konnte man auch als weitere gekoppelte Teilchen modellieren, aber wir wollen das Modell
einfach halten. Wir wéihlen nun so moglichst viele physikalische Einheiten, so dass sie 1 sind,

man nennt diesen Prozess der Festlegung der von uns verwendeten Einheiten eine Eichung. Man

36Wie der Name schon andeutet, handelt es sich bei dem Hodge-Stern wiederum um ein Stern-Symbol 3, das weder
mit dem Dualititsstern *, noch mit dem Graduierungstern x verwechselt werden sollte. Wir wihlen deswegen
pbige Notation, die sich wiederum in Details und der Farbe abhebt. Dieser Unterschied ist in der Literatur
allerdings unitiblich.
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kann zum Beispiel erreichen, dass die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1 ist3”, die in der Eletrodynamik
iiblichen Groéflen ¢ und pg seien 1 etc. Man kann hier nicht beliebig weit fortfahren: wenn wir das
Plancksche Wirkungsquantum A auch als 1 festlegen, so ist die Elektronenladung e eine reelle Zahl,
gemessen als 0,085424 ..., kann also nicht mehr durch geschickte weitere Wahlen zu 1 normiert
werden?®.

Maxwell-Gleichungen (Physik)3°.

Die Daten seien:
e Ein elektrisches Feld E: R x R® — R3, (t,x) — E(t,z).
e Ein magnetisches Feld B: R x R? — R3, (t,xz) — B(t,x).
e Die (elektrische) Ladungsdichte p: R x R — R.
e Die elektrische Stromdichte J: R x R® — R3.
Dann gelten, siehe z. B. die mikroskopischen Maxwell-Gleichungen auf Wikipedia:

(i) aiv® E = p. Das Gauf3sche Gesetz. Elektrische Ladungsdichte bildet Quellen und Senken
fiir das elektrische Feld.

(i) div®’ (B) = 0. Das Gauf3ische Gesetz fiir Magnetfelder. So dhnlich, aber da es keine
mangentischen Monopole gibt, ist die zugehérige Ladungsdicht Null.

(iii) rot(E) = —%—?. Das Faraday-Gesetz oder Induktionsgesetz. Eine zeitliche Anderung des

magnetischen Strom induziert ein elektrisches Feld.

(iv) rot(B) = J + %—f. Das Ampeére-Maxwell-Gesetz, auch Erweitertes Durchflutungsge-
setz genannt. Elektrische Stréme und zeitliche Anderungen des elektrischen Felds induzieren

ein magnetisches Feld, das um den Strom bzw. die Felddnderungslinien herumwirbelt.

Fasse dies zusammen. Dazu zunéchst

R ® RS = R*

Zeit Raum Raumzeit.

Definiere auf der Raumzeit R* das Minkowski-Skalarprodukt durch
x Y
x
< .| 92 > — _xoyo +x1y1 +x2y2 —|—x3y3.
x Y
x Y

Ein Punktteilchen 7: (a,b) — R* 7 —— ~(7) bewegt sich genau dann mit Lichtgeschwindig-
keit, wenn (¥(7),¥(7)) = 0. Weiter bewegt es sich unterhalb der Lichtgeschwindigkeit, wenn
(4(7),4(7)) <0.

Ein Punkt (20, 21,22 2%) € R?* beschreibt einen Ort (2!, 22, 23) € R? zum Zeitpunkt t = 2° aus

37hierzu muss man einfach Langen zum Beispiel in Sekunden messen, also in der Zeit, die das Licht braucht, diese
Lange zu durchlaufen. Das gibt dann zwar sehr kleine Zahlen, das stort uns aber nicht.

38Man nennt dann e 2 = 137,035 . . . die Feinstrukturkonstante, deren Wert (noch) nicht theoretisch erklirt werden
kann.

39Diese Gesetze sind experimentell zu bestimmen
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tauchen in vielen Be-
reichen der Physik
auf, zum Beispiel
auch im sogenann-
ten Standardmo-
dell — hierzu miis-
sen Sie aber zuerst
mal Lie-Gruppen gut
verstehen. Seminar-

Vorbesprechung am

\Donnerstag, 23.7.

(. R R
Eichtransformationen

Sichtweise eines externen ruhenden Betrachters, der unseren Raum in kartesischen Koordinaten

betrachtet.?0. Definiere
0 —E, —E, —Fs
E 0 B —B
() = ! 3 2 , F = Z F,, dz¥ Ada”.
FEy —Bj3 0 B 0<por<3
Es By —B; 0

In anderen Worten:
F = E" Adt + %(B° Adt)

Die Interpretation hiervon: sowohl das magnetische, als auch das elektrische Feld werden als 2-
Form interpretiert. Das Feld F besteht genau aus den Termen in F' mit einem d¢-Anteil, das
B-Feld aus denen ohne d¢-Anteil.

Dann rechne
- R3 1 2 3 9B 0 1 2 3
dF =div: Bdz" Adz® Adz® — N +rot(E) |udz” Ada Ada® Ade”.
Dann verschwindet dF' genau dann, wenn div® B = 0 und %—? + rot(E) = 0, also wenn (ii) und
(iii) erfiillt sind.
Sind alle Felder auf ganz R* definiert, so gibt es nach dem Poincaré-Lemma, Korollar 3.6.17, also
ein A € Q}(R?) — das Vierer-Vektorpotential — so dass F' = dA. Dieses A ist eindeutig bis auf
geschlossene 1-Formen, denn aus F' = dA = dA folgt d(A — A) = 0. Man sicht also wiederum mit
dem Poinaré-Lemma, Korollar 3.6.17, dass A — A exakt ist, also existiert ein f € C>®(R*) mit A —

A = df. Das Abéndern von A zu A durch f nennt man in der Physik eine Eichtransformation,

sie &ndert nur die mathematische Beschreibung, aber nicht die physikalische Bedeutung.

Die 1-Form A ist physikalisch zwar nicht vollstdndig messbar, aber dennoch ist im allgemeinen

in der Quantenmechanik mehr messbar als nur die 2-Form F.

Wir betrachten hierzu ein elektromagnetisches Feld auf M := R x (R? \ {0}) x R @ R*.
Dieser Raum ist homotopie-iquivalent zu S!, wir haben also HO(M) = R = H*(M) und H*(M) =
{0} fir £ > 2. Da somit jede geschlossene 2-Form wieder exakt ist, existiert zu F ein A.
Wenn wir wieder zwei mogliche A und A wiéhlen, so ist A — A zwar geschlossen, aber nicht
immer exakt. Als Konsquenz sehen wir, dass f"/ A wegabhéngig ist. Dieser Effekt ist zwar klassisch
nicht physikalisch messbar, er beeinflusst aber das Interferenzmuster bei quantenmechanischen

Interferenz-Experimenten. In der Physik nennt man dies den Aharonov-Bohm-Effekt

Rechne (x%F) =>" % F),dat A dav fir

u<u(

0 Bl BQ BB

—B; 0 Es —FEy
(%F) =

—By —F;3 0 Ey

—B; FEy —FE; 0

40 Also ein Dreibein wihlt, das uns erlaubt den Raum mit R3 zu identifizieren. Diese Idee geht auf den Mathematiker
und Philosophen René Descartes zuriick, deswegen das Wort , kartesisch
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Also
%F = —B° Ndt 4+ %(E° A dt)

Rechne wie oben

d(=F) = (div®’ E)da' Ada? Ada® + (—%f + rot(B))_ndmO Ao Adad
s 9 OFE
- R _ 0 3
<(d1v E)at 5 +rot(B))de Ao Adz®.

t
Setze 7 (z,t) := <5((f3, t))> Dann sind (i) und (iv) dquivalent dazu, dass d(*F) = _#.dz® A

9

oA dad,
Anwendung des Satzes von Stokes in der Elektrodynamik.

Sei Q ein Gebiet mit glattem Rand in R? und Q := [a, b] x €.

1’0:1‘/

N3
Ny

Ny T1,%2,T3

Dann ist
89 = {a} x QU[a,b] x IQU {b} x Q.
—_— T =
::Nl ::N2 :ZNg

Rechne nun

0= d(d»:eF):/ dxF = /deo/\.../\dx?’:/ (7, v)du’?
QT 9Q oQ 0Q

fir ein dufleres Einheitsnormalenfeld v.

Es ergibt sich also

o/Nl</,v>+/M<f,v>+/Na</,u>/Nlp+/N2<J,v>/N3p
76_/ (2)

——

3)
Dabei ist (1) die Ladung fiir ¢ = a, (3) die Ladung fiir ¢ = b und (2) die Ladung die in 2 hinein-
stromt.

Das heifit, es gilt Ladungserhaltung.*!

Wiederholung zu Be-
e . - 4 . . . . ginn der Vorlesung
Achtung: hier ist nicht das Standard-Skalarprodukt von R* zu nehmen, sondern die vorhin definierte, nicht-

21.07.
entartete symmetrische Bilinearform von Signatur (— + 4++). Diese Bilinearform sollte immer auf der Raumzeit o
die Rolle des Skalarprodukts einnehmen, nur sie ist physikalisch wohldefiniert.
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Satz von Stokes und homotope Abbildungen

Wir wollen zunéchst noch eine Folgerung aus dem Satz von Stokes behandeln*?.

Korollar 3.9.1. Sei « eine geschlossene n-Form auf einer Mannigfaltigkeit M. Sei N eine kom-
pakte orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand. Angenommen fqo, f1 : N — M sind
glatte Abbildungen, die relativ'® zu ON homotop sind, dann gilt

| foa= [ e

Beweis: Sei F':[0,1] x N — M eine glatte Homotopie relativ 9N von fy zu fi. Es gilt dann
d(F*a) = F*(da) = 0. Wir rechnen in p € N gilt

9 OF

F* %y ® = —_ ,d Fo7...’d F. :0 391

(a) <at )‘(t,p) a(at ’(tp) (t.p) ( ) (t.p) ( )) ( )
N——

=0

Bezeichne ¢ : [0,1] x N < [0, 1] x N die Inklusion. Dann ist also ¢*F*a € Q™([0, 1] x ON) und
wegen n = dim([0, 1] x IN) folgt dann mit (3.9.1), dass ¢*F*« verschwindet.

Wir wenden den Satz von Stokes auf die Mannigfaltigkeit mit Ecken [0,1] x N an:

0= / A(F* (o)) Stkes / F*(a)
[0,1]x N 0([0,1]x N)

- / F*(a) + / F*(a) + U F*(a)
{1}xN {0}xN [0,1]><8NT

- [ st - [ st.

Das rote ¢* wird normalerweise in der Notation unterdriickt, ist hier aber natiirlich fiir die Argu-
mentation wichtig. Das Minuszeichen kommt daher, dass die Inklusion N «— {0} x NN beziiglich
der gegebenen Orientierung von N und der auf {0} x N induzierten Orientierung orientierungs-

umkehrend ist. [ ]

3.10 Der Satz von GauBB—Bonnet
3.10.1 Die lokale Version des Satzes von GauBB—Bonnet

Die lokalen Version des Satzes von Gau3-Bonnet macht eine Aussage iiber gekriimmte Flachen mit
riemannscher Metrik, die die Form eines Polygons haben. Die Fldchen sind hierbei in doppelter
Hinsicht gekriimmt: zum einen hat sie im allgemeinen nicht verschwindende GauB-Kriimmung,
zu anderen ist im allgemeinen auch der Rand gekriimmt. Wir nennen sie polygonale Flichen.

Natiirlich ist zuerst zu kléren, wie wir polygonale Flachen beschreiben wollen, denn es sind keine

42Wir benétigen das Korollar nicht fiir den logischen Aufbau, sie ist aber dennoch fiir das Verstandnis hilfreich.

43Das Wort ,relativ ist hierbei wie in Analysis I1I, Kapitel I, Unterabschnitt 3.5 zu definieren. Das heifit, es gibt
eine glatte oder stetige Abbidung F': [0,1] X N — M, so dass F(0, ) = fo, F(1, ) = f1 und fiir alle ¢ € [0, 1]
und alle p € ON gilt F(¢,p) = fo(p)
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Flachen mit Rand: sie haben Ecken. Und selbst der Begriff von Mannigfaltigkeiten mit Ecken, siehe
Beispiel 2.9 (ii) ldsst noch nicht alle Moglichkeiten zu, die wir anstreben: Hiermit lassen sich nur
konvexe Ecken modellieren, d.h. solche mit positiven Auflenwinkel (Definition siehe unten). Die
Darstellung, die wir hier wihlen, beruht darauf, dass man ein glattes Flachenstiick mit Rand oder
Ecken etwas fortsetzen kann. Das polygonale Gebiet ist eine kompakte Teilmenge einer Fléche
mit riemannscher Metrik. Natiirlich wollen wir aber auch nicht jede kompakte Teilmenge als
polygonales Gebiet bezeichnen, der Bezug zu Polygonen ginge verloren, und es verbliebe auch
unklar, was in dieser Allgemeinheit ein verallgemeinerter Satz von Gaufi—Bonnet aussagen kénnte.
Wir fixieren deswegen ein Polygon P in R? (nicht notwendigerweise konvex!) und betrachten
glatte Abbildungen F' : P — M in eine Fliache M, so dass F' : P — F(P) ein Diffeomorphismus
ist. Wir finden dann eine in R? offene Teilmenge W, die P enthilt und eine Fortsetzung von
F zu einer Parametrisierung F' : W — U @ M mit F(W) = U D F(P). Die Orientierung
von R? definiert eine Orientierung von P. Es gibt dann genau eine Orientierung von F(P), so
dass F' orienrtierungserhaltend ist, und nach potentieller Verkleinerung von M ldsst sich diese

Orientierung auf M fortsetzen.

Im folgenden Abschnitt wird der deswegen Begriff Flédche zumeist im Sinne einer 2-dimensionalen
Manngfaltigkeit mit Rand gebraucht, wobei natiirlich erlaubt ist, dass der Rand die leere Menge
ist. Manchmalsind aber auch Fldchen mit Ecken erlaubt, dies macht aber fiir unsere Definitionen

und ersten Resultate keinen wesentlichen Unterschied.

Sei M eine orientierte Fliache mit riemannscher Metrik.

Zu X € T,M bezeichnen wir mit X+ den um 90 Grad in positive Richtung** gedrehten Vektor
in T, M. Man iiberlegt sich leicht, dass dann fiir X, XeT p M gilt:

Xt =X g(X,X)=g(X+, X) und g(X*, X) = —g(X, X1). (3.10.1)

Sei v : I — M eine reguldre®® Kurve in M, T(t) := T, (t) := %(¢)/||7(¢)|| der Tangentialvektor.
Wir definieren N(t) := N, (t) := T(¢t)*. Im Fall M = R? ist dies gerade der Normalenvektor der
Kurve im Sinne der Theorie ebener Kurven. 46 Die Kriimmung einer ebenen Kurve in Beispiel 1.54

verallgemeinert sich nun wie folgt auf Kurven in Flachen: Wir definieren die geodatische Kriim-

mung als

R (1) == g(B(8), NO)/IF D).

Ist ¢ : J — I ein Diffeomorphismus, so rechnet man leicht nach:

T (t) = T, (¢(t)), falls ¢ orientierungserhaltend
o —T,(¢(t)) falls ¢ orientierungumkehrend
Noo(t) = N, (¢(t)), falls ¢ orientierungserhaltend
I —N,(p(t)) falls ¢ orientierungumkehrend

5o (t) = K (p(1))

44d.h. (X, X1) ist eine positive orientierte Basis

45Wiederholung: ,regulér® bedeutet hier, dass fiir alle t € I gelte 4(t) # 0.

46Djie Definition des Tangentialvektors T(t) ist hier wie in Beispiel 1.54, Ubungsblatt 4, Aufgabe 3 und Ubungsblatt
5, Aufgabe 3. Der Normalenvektor verallgemeinert N(t) in Beispiel 1.54. Er ist aber verschieden zu dem in
Ubungsblatt 4, Aufgabe 3 und Ubungsblatt 5, Aufgabe 3, da letzterer nur in Spezialfillen tangential an M ist.

SS 2020 Seite 155


http://www.mathematik.uni-regensburg.de/ammann/lehre/2020s_analysisIV/Ana4-Blatt4.pdf
http://www.mathematik.uni-regensburg.de/ammann/lehre/2020s_analysisIV/Ana4-Blatt5.pdf
http://www.mathematik.uni-regensburg.de/ammann/lehre/2020s_analysisIV/Ana4-Blatt5.pdf
http://www.mathematik.uni-regensburg.de/ammann/lehre/2020s_analysisIV/Ana4-Blatt4.pdf
http://www.mathematik.uni-regensburg.de/ammann/lehre/2020s_analysisIV/Ana4-Blatt5.pdf

Alle Winkel sind mit der in der Mathematik tiblichen Orientierung zu messen, das heifit fiir
X, Y e T,M\ {0} gilt:

=<(X,Y) <= Y=
I1X11

((cos a)X + (sin oz)XL) .

Satz 3.10.1 (Satz von GauB—Bonnet, lokale Version). Sei M eine orientierte Fliche mit rie-
mannscher Metrik, F : P — M ein Diffeomorphismus F eines Polygons P (in R?) auf sein
Bild in M. Seien o, 1 < j < k, die Auflenwinkel und sei k8°° die geoddtische Kriimmung des in
positive Richtung durchlaufenen Randes OF(P). Dann gilt

KdAJr/ K8 df + a; = 2.
/ OF(P) Z !

Jj=1

Im obigen Satz bezeichnet dA := dvol™ die Volumenform einer Fliche, zum Beispiel der Fliche
M oder F(P). Aquivalent dazu kann man das Integral auch als Integral einer Funktion iiber eine

riemannsche Mannigfaltigkeit im Sinne von Kapitel 1 bzw. Bemerkungen 3.7.17 (i) definieren.

Wie bereits erwahnt, setzt sich F' zu einer Parametrisierung ' : W — U fort. Die zugehorigen
Koordinaten bezeichnen wir mit u! und v?, d.h. v = (u!,u?) = F~! : U — W ist eine Karte
und 8aj ist das j-te Koordinatenvektorfeld in dieser Karte. In dieser Parametrisierungen haben

wir also

KdA:/ Ko Fy/det g;; du' du®.
U

F(U)

Ahnlich dazu bezeichne df := dvol die Volumenform einer Kurve, z. B. der stiickweise glatten
Kurve 9(F(P)). Um das Integral | or(py 5% Al zu definieren, nehmen wir Parametrisierungen
v; ¢ laj,b;] — OF(P), j =1...,k des Randes und definieren dann

/ngeo de = Z/ KEC Al = Z/ KE (1) [|45 ()| dt,

und aus obigen Uberlegungen folgt, dass dieses Integral nicht von der Wahl der Parametrisierungen
abhéngt. Es kann auch wieder als Integral einer Funktion iiber einer riemannschen Mannigfaltigkeit

interpretiert werden.

Der obige Satz ist fiir eine orientierte Flache formuliert. Der Rand trégt eine hiervon induzierte
Orientierung. Andern wir die Orientierung von M, so bleiben aber alle Ausdriicke erhalten. Alle
anderen Terme sind offensichtlich orientierungsunabhéngig. Wir kénnten somit die Orientierung
in der Aussage des obigen Satzes weglassen. Da wir jedoch aus beweistechnischen Griinden die

Orientierung nutzen wollen, nehmen wir in diesem Unterabschnitt an, dass M orientiert ist.

Lemma 3.10.2. Ist X ein Vektorfeld und Z € T,M, dann gilt

(VzX)t =vVz(x1).
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Beweis: Wir rechnen

0=079(X,X") =g(VzX, X))+ g(X,Vz(X"))
N——
=0

29(VzX, X) = Vz9(X,X) = Vzg(X*+, X)) =2g(X*+,Vz(X))
Der Vektor YV := Vz(X*) erfiillt also das Gleichungssystem

9(X,Y) = —g(VzX, X)

(3.10.2)
g(XHY) =g(VzX,X)

Da X und X7 linear unabhiingig sind, hat (3.10.2) genau eine Losung. Mit (3.10.1) sieht man,
dass Y := (VzX)* eine Losung ist. Das Lemma ist somit gezeigt. ]

Definition 3.10.3. Sei U C M offen und sei E ein auf U definiertes Einheitsvektorfeld, d. h.
E € X(U), |E|| = 1. Somit ist E* ebenfalls Einheitsvektorfeld, und (E,, Ey-) ist eine positiv

orientierte Orthonormalbasis von T,M. Dann definieren w € Q' (U) durch
w(Z):=g(VzE,E*Y) VZ <€ X(U).

Wir nennen w die Zusammenhangs-1-Form beziiglich E.

Durch Ableiten von g(E, E) = g(E+, E+) = 1 ergibt sich VzE | E und Vz(E1) L E+. Also
VzE = w(Z)EL.

Mit Lemma 3.10.2 folgt dann Vz(E') = w(2)E+t = —w(2)E.

Bemerkungen 3.10.4. %7

(a) Sei M eine orientierte Flache mit riemannscher Metrik g. Seien E; und Ej3 zwei Einheits-
vektorfelder, die auf U @ M definiert sind, die zugehorigen Zusammenhangs-1-Formen seien

wp und wsy. Dann ist w; — wo geschlossen.

(b) Sei 7y : [a,b] — M eine stiickweise glatte, geschlossene*® Kurve, die in U homotop zu einem
Punkt ist. Dann ist fﬁ/ w= fjw(f'y(t)) dt unabhiingig von der Wahl von E.

Beweis: ,(a)“: Fiir jedes p € U existiert ein a(p), so dass

E2|p = (cos a(p))E1|p + (sin a(p))Eﬂp.

Dieses a(p) ist bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 eindeutig bestimmt. Wir {iberlegen uns, wieso
wir o auf kleinen Umgebungen glatt wihlen konnen.*® Wir setzen deswegen z!(p) := cosa(p) =
g(E2|p, E1|p) und 2%(p) := sina(p) = g(Eg|p7 E1|pl), die beide glatt von p abhingen. Es ist
z(p) = (2'(p),2%(p)) € S'. Auf S' wiihlen wir die Parametrisierungen ®y : (0,27) — S,
o(a) = (cosa,sina) und &, : (m,37) — S, &.(a) = (cosa,sina). Wenn z(pg) # (0, 1),

47TWir bendtigen die Bemerkungen nicht fiir den logischen Aufbau, sie ist aber dennoch fiir das Versténdnis hilfreich
48 geschlossen“ bedeutet v(a) = v(b).
49Es ist nicht allzu schwer ein Beispiel hinzuschreiben, fiir die eine stetig Funktion « nicht auf ganz U existiert.

9_ und By := grad 4/ (ul)? + (u2)2.

Man nehme zum Beispiel U = R? mit der Standardmetrik, By := Pl
u
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dann ist a(p) := (@)~ oz(p) eine glatte Wahl auf einer Umgebung von pg, wenn z(pg) = (0, —1),

dann wihlen wir (®¢)~! o z(p).

Wir rechnen:

w2 (Z) 9(V2Es, Ey)

= g(@za (—sina)Eq + (cosa)Vz Eq, EQL)

+ g(@za (cos @) Ef + (sina)Vy (Ef‘),Ej‘)
= aza((— sina) g(E1, Ey ) + (cos a)g(Ef,Ej))
(

+ (cosa) g(VzEy, Bs) + (sina) g((V2Er) ", Es)

Q(VZE17E2)~

Aus bereits bekannten Relationen sieht man, dass g(E;, E5-) = —sina, g(Ef, Fy) = cosa,
VzE; || Ef und damit g(VZEl, EQJ-) = (cos a)g(VZEl, Ei) und g(VZEl, Eg) = (sina) g(VZEl, E{).
Es folgt insgesamt

we(Z) = ((sinoz)2 + (cos a)2>6za + ((sin a)? 4 (cos oz)Q)wl(Z)
da(Z) + wi(Z)

Wir haben also wy — w; = da auf V und somit gilt d(ws —wy) auf V. Da U von derartigen V

iiberdeckt wird, ist also we — wy auf ganz U geschlossen.

»(b)“:  Es folgt nun mit Korollar 3.9.1
/(w1 — (,UQ) =0
2l

fiir jeden Weg, der homotop in U zu einem konstanten Weg ist. [ |

Lemma 3.10.5. Seien M, U, E und w wie oben. Sei 7y : [a,b] — M eine stickweise glaite,
requldre parametrisierte Kurve in U, mit geoddtischer Krimmung k8°°(t). Die Kurve bestehe aus
k + 1 glatten Teilen und der Auflenwinkel an der j-ten nicht glatten Stellet;, j =1,...,k sei

L= lim T im T .
0y =i T, (0. Jim 7, (0)

Sei B(t) == « (E‘W(t),ﬁ(t)> =< (E‘W), T(t)), Dann gilt

k

80)— (o) = [ dt+3 0y [

v j=1 Y

Beweis:

Da alle Ausdriicke unabhéngig von der Parametrisierung sind — vorausgesetzt die Parametri-
sierung erhélt die Orientierung—, kénnen wir o. B.d. A. annehmen, dass v nach Bogenlédnge pa-

rametrisiert ist, also gilt T, = ¥ in den glatten Stellen. Es ist klar, dass 5 in den nicht glatten

Seite 158 Analysis IV



Stelle von « jeweils um den AuBenwinkel «; springt. Deswegen reicht es, das Lemma fiir jeden
einzelnes glatte Stiick zu zeigen, dass heifit wir kénnen nun o. B. d. A. annehmen, dass 7 glatt ist.
Durch weitere Einschréankung auf noch kleinere Stiicke, konnen wir o. E. annehmen, dass v die

Parametrisierung einer 1-dimensionalen Untermannigfaltigkeit mit Rand ist.

Wir haben +
() = (cos B(1) B, + (sin B (D)) (E"y(t)> '

Also
(Vad) = B() <(Sin5(t))E|w(t)+ (cos 5()) (E’Wt))L)

)+

+ (cos B(t)) (Vs E) + (sin B(1) (Vs E))

€

1
Mit V4 E = w(¥(t)) <E‘7(t)) erhalten wir

L

(VWW) = B(t) AT +w(3(t)) ((Cosﬂ(t)) (E’“/(t))
= (B +wl)) 30"

— (sin 5(t))E|7(t))

Aus der Definition von /f%fo bekommen wir dann

rEe(t) = ((Tad) s (1)) = B(E) +w(3(0).

Durch Integration folgt

Sei von nun P ein Polygon in R? > (u!,u?) und F : P — M ein auf einem Polygon definierter

glatter Diffeomorphismus auf sein Bild, d. h. er kann zu einer Parametrisierung fortgesetzt werden,

die auf einer offenen Menge definiert ist, die P enthalt. Wir wéahlen

-1

9
oul

0

El ol

P | P P
Also ist das Einheitsvektorfeld E parallel zum ersten Koordinatenvektorfeld %, hat aber nicht
U

unbedingt dieselbe Lénge, sondern die Lange 1.

Wir nehmen weiter an, dass die stiickweise glatte, regulire Kurve v : [a,b] — OF (P) den Rand
der Fliache F(P) im positiven Sinne einmal durchlduft. Wir nehmen an, dass v in einem glatten
Punkt des Randes startet und endet, d. h. v besteht aus k + 1 glatten Stiicken, wenn das Polygon
k Ecken besitzt.*°

50Gie kénnen auch in einer Ecke starten und enden, miissen dann aber den dortl liegenden Auflenwinkel auch noch
hinzufiigen, was wir durch diese formulierung vermieden haben.
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Der Umlaufsatz®® fiir Kurven in R? besagt, dass
B(b) — p(a) = 2m.

Wir erhalten somit aus Lemma 3.10.5

k

Qw:/ﬁge‘)dﬁ—i—z%—/w.
¥

Y j=1

Der Satz 3.8.2 von Stokes liefert uns nun

/wz/ dw.
¥ F(P)

Mit dem folgenden Lemma ist somit der Beweis von Satz 3.10.1 vollstdndig. Wir haben also die

lokale Version des Satzes von Gauf3-Bonnet bewiesen.

Lemma 3.10.6. FEs gilt fiir die Zusammenhangs-1-form w und die Gaufkrimmung K :

dw = —K dvol.

24.7.

Wiederholung zu Be-
ginn der Vorlesung

am 24.07.

Beweis: Wir rechnen fiir X,Y € X(U) unter Nutzung von Ubungsblatt 12, Aufgabe 2:

dw(X,Y) Ox (w(Y)) = Oy (w(X)) = w([X,Y])

Ox((VyE,E*)) — 0y ((VxE,E")) = (Vix v E, E")

—
*
Z

= (VxVyE,EY) + (VyE,Vx(E"))
—_—
—(VyVxE,EY) + (VxE,Vy(E1))
R —
—(VixyE, E*)

= (R(X,Y)E,E*).

An der Stelle (¥) haben wir genutzt, dass Vy E L F und Vx(E+) L E+, woraus fiir alle X, Y die
Aussage Vy E 1 Vx(E%) folgt. Setzen wir X = E und Y = E* ein, so folgt aus der Definition

der GauBlkriimmung, siche Definition 2.8.6°2:
dw(E,Et) = - K = —K dvol(E, E1).

Da fiir jedes p € U die Abbildung AQ(T;M) — R, a— a(E}p,E|pJ-) injektiv ist, folgt die
Behauptung. ]

51Wird hier nicht bewiesen, fiir einen Beweis siehe [4, Satz 2.2.10]
52gpezialfall Flichen in R¥: Definition 1.85
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o)

xq

> X0

Abbildung 3.10.1: Der Standard-2-Simplex A,. Er ist ist eine Fldche mit Ecken in Form eines
gleichseitigen Dreiecks®©

3.10.2 Triangulierungen von Flachen

Bezeichnungen 3.10.7. Der Standard-k-Simplex ist definiert als

k
Ay = {(xo,...,xk) e RF! ‘ Zx, =1, z; > 0}.
i=0

Ay ist einfach ein Punkt, A, ist diffeomorph zu [0, 1], Ay ist ein Dreieck, Ag ein Tetraeders, etc.
— in allen Féllen nicht nur der Rand der Fliache bzw. des Korpers, sondern der volle, konvexe,

abgeschlosene Korper — siehe auch Abbildung 3.10.1.

Ein k-Simplex in M ist eine stetige Abbildung o : A, — M. Man nennt den Simplex glatt,
falls o glatt ist. Man interpretiert den Standard-k-Simplex als k-Simplex in Ay «— RF+1,

Im Standard-2-Simplex liegen drei 1-Simplizes als , Rénder*

0(0)((z0,x1)) = (0,z0,x1), 0(1)((x0,xl)) = (20,0, 1), 0(2)((330,171)) = (xp, 21, 0).

Ist 0 : Ay — M ein 2-Simplex in M und ein Diffeomorphismus auf sein Bild, so nennen wir
o(A2) die Seitenfliichen des Simplex, o o0 0(;)(A1), 7 = 0,1,2, heiflen die Kanten, die Bilder

von A, unter o heiflen die Ecken.
Definition 3.10.8. FEine glatte Triangulierung einer kompakten Fliche M (mit Rand und mit
Ecken) besteht aus Abbildungen (0;)ier, I endlich, so dass gilt:

e 0, : Ay —> M ist glatt und ein Diffeomorphismus auf sein Bild,

o M= 0i(A2)

e diec Mengen 01(22),, ., on(A2) sind paarweise disjunkt

o firi#j ist 0;(Ag) Noj(As)
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— entweder eine Kante von o; und gleichzeitig eine Kante von 0j,53
— oder eine Ecke von o; und gleichzeitig eine von o;,

— oder die leere Menge.

Liegt also p € M auf einer Kante, aber nicht in einer Ecke eines 2-Simplex o, so liegt p entweder
auf keiner Kante eines anderen 2-Simplex (im Fall p € OM) oder auf einer Kante von genau einem
anderen Simplex (im Fall p ¢ OM).

Satz 3.10.9. Jede kompakte Fldche besitzt eine Triangulierung.

Beweis: siche Unterabschnitte 3.10.4 und 3.10.5. Alternativer Beweis siehe [4, Abschnitt 6.2]
bzw. Abschnitt 5.2 in der ersten Ausgabe.

Bemerkung 3.10.10. Eine analoge Aussage ist auch wahr fiir nicht-kompakte Flichen (lasse
unendlich viele Simplizes zu, die aber lokalendlich eingebettet sind), und auch fir topologische
Flichen (=2-dimensionale Manngfaltigkeiten mit C°-Atlas) mit Homdomorphismen statt Diffeo-

morphismen.

Wenn die Flache M nun trianguliert ist, dann haben wir eine Zerlegung.

M := Das Innere der Seitenflachen U Das Innere der Kanten U Ecken

f := Anzahl der Seitenflichen
k := Anzahl der Kanten
e := Anzahl der Ecken

Sei {o|i € I} die Triangulierung einer Fliche mit Rand und Ecken. Dann definieren wir die
Euler-Charakteristik
x=f—k+e.

Beispiel 3.10.11 (Triangulierungen der 2-Sphiire). Man kann eine 2-dimensionale Sphire S
auf verschiedene Arten triangulieren. Man fiige hierzu Dreiecke so zusammen, dass man einen
Raum homé&omorph zu S? erhilt. Man kann dies dann auch so arrangieren, dass die Simplizes
glatt werden. Besondere Beispiele sind die regelméafligen Polyeder, die aus Dreiecken bestehen:
Tetraeder, Oktaeder und Ikosaeder. Sie haben die Eigenschaft, dass in den Ecken immer dieselbe
Anzahl d an Dreiecken zusammen kommt: beim Tetraeder d = 3, beim Oktaeder d = 4 und beim
Tkosaeder d = 5. Es gibt viele nicht regelméfliige Triangulierungen. Man kann sie zum Beispiel

durch Unterteilung von regelméfligen Triangulierungen erhalten.

53Daraus folgt dann des. Im Fall p € OM liegt er auf keiner Kante eines anderen Simplex.
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Bei einer regelmifligen Triangulierung von S? bestimmt d die Anzahl von f, k und e. Denn

©

jeweils zwei Fléchen treffen sich in einer Kante, und jede Fliche hat drei Kanten, also 2k = 3f.
Jeweils d Flachen treffen sich in einer Ecke, aber jede Fldache hat drei Ecken, also de = 3f. Wir
werden sehen, die Euler-Charakteristikhdngt nicht von der Triangulierung, sondern nur von M
ab. Fiir M = S? zeigt die Tetraeder-Triangulierung, dass x = 4 — 6 + 4 = 2. Wir erhalten also
noch f — k4 e = 2. Somit erhalten wir

2d —3d+6 4d

T

wir erhalten fiir d = 3,4,5 dann f = 4,8,20 und die anderen Zahlen entsprechend.

Satz 3.10.12 (GauB-Bonnet, globale Version mit Rand und Ecken). Sei M eine kompakte Fiche

mit Rand und Ecken mit riemannscher Metrik. Seien aq, ..., as die AufSenwinkel der Ecken. Dann
gilt:
KdA + / Kgdl + Y g = 2mx(M). (3.10.3)
M oM =1

Satz 3.10.13. Die Fuler-Charakteristik einer triangulierten kompakten Fliche M mit Rand und

Ecken hdngt nur von M, aber nicht von der Triangulierung ab.

Beweis von Satz 3.10.13: Dieser Satz folgt aus Satz 3.10.12. Wir wéhlen eine riemannsche
Metrik. Dadurch ist die linke Seite von (3.10.3) bestimmt und somit auch die rechte. ]

Beispiele. x(S5?) = 2, x(Kreisscheibe) = x(Az) = 1, x(T?) = 0, x(RP?) = 1, x(M1#M>) =
X (M) + x(Ma) — 2.

Folgerung 3.10.14 (Eulerscher Polyedersatz). Zerlegen wir S? in f Polygone, die zusammen k
Kanten und e Ecken haben, so gilt
f—k+e=2.

Beweis: Falls die Fliachen Dreiecke sind, so ist die Folgerung gerade die Aussage von Satz3.10.13
fiir M = S?. Wenn andere Polygone vorhanden sind, so miissen diese in Dreiecke zerlegt werden.
So entstehen aus jedem ¢-Eck (£ —2) Dreiecke. Durch diese Unterteilung entstehen ¢ — 3 zusétzlich
Seitenflichen und ¢ — 3 zusétzliche Kanten und keine zusétzlichen Ecken. Dies hat also keinen
Einfluss auf f — k + e. ]

Bemerkung. Man kann auch zeigen: Fiir kompakte Flachen M gilt auch x(M) = by — by + ba,
wobei b; die in Definition 3.4.1 definierten Betti-Zahlen sind.
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3.10.3 Satz von GauB-Bonnet, globale Version

Beweis des Satzes 3.10.12 von Gaufl—Bonnet: Wir wollen hier auch nur den Fall ausfiihren,
dass M keinen Rand besitzt, da die Modifikationen im Fall mit Rand und Ecken offensichtlich

sind, wenn man das Argument fiir Flichen ohne Rand gut verstanden hat.

Zunéchst einmal triangulieren wir M mit f Dreiecken, d. h.

f
M = U O'i(AQ)

mit den Eigenschaften aus dem Abschnitt.Das Dreieck o;(Az) habe die Auflenwinkel oy 4, a2, a3 ;.
Die zugehérigen Innenwinkel sind dann 5;; := 7 — o ;. Die Anzahl der Ecken der Triangulierung

sei e und die Anzahl der Kanten k.

Jede Kante tritt als Randkomponente von genau zwei 2-Simplizes auf, also insbesondere 2k = 3f.
Man {iberlegt sich nun leicht, dass die beiden zugehorigen Terme der Form f Kk8°° df umgekehrtes
Vorzeichen haben. Dies fithrt dazu, dass sich diese Terme in der nun folgenden Argumentation

gegenseitig annulieren.

Wir nutzen nun die lokale Version des Satzes von Gauf-Bonnet und summieren ihn ber alle

Simplizes.

f
KdA = / K dA
/M ; o (M)
f f 3
= _Z/a (M)ngodg_zzaj’ﬁ%f
=1 9i

i=1 j=1
=0
3 f
= —3nf+ Bji +2mf
Ne~— T
=—27rk j=li=1

Die Innenwinkel in jeder Ecke summieren sich zu je 27w auf. Dies ergibt

3 f
ZZ[‘}J7 = 2me.

j=1i=1
Dies ergibt
/ KdA=2n(e —k+ f) =2mx(M),
M
die Aussage des Satzes fiir den Fall ohne Rand.

Wie oben bereits angedeutet, wird der Fall mit Rand und Ecken analog bewiesen, wobei am
Rand die [ £ d¢-Terme und Aufienwinkel nicht annuliert werden. Die detaillierte Ausfithrung des

Falles mit Rand wird dem Leser als Ubung empfohlen. [ |
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3.10.4 Rund um das Lemma von Gaul}

In der Vorlesung iibersprngen!

In der Vorlesung Analysis IV wird dieser Unterabschnitt iibersprungen, da im Gegensatz zu
einer fritheren, anders orientierten Vorlesung manche genutzte Elemente noch nicht verfiigbar

sind. Thematisch fithrt dies auch etwas weit weg von den Hauptthemen der Vorlesung.

Fiir diejenigen, die es selber lesen wollen, sollten einige Definitionen und Aussagen kurz gesam-
melt werden, die Aussagen werden im Detail oft im Rahmen der Differentialgeometrie-Vorlesungen

erklart.

Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Zu X € T,M betzeichne vy : (ax,bx) — M
die auf dem maximalen Existenzintervall definierte Geodétische mit yx(0) = p und §x(0) = X.
ist bx > 1, so definieren wir exp(X) = vx(1).

Sei U, := {X € T,M | bx > 1}; aus Sitzen der Theorie gewShnlicher Differentialgleichungen®
folgt, dass U, offen ist. Wir halten eine glatte Abbildung exp : U, — M, die Exponentialab-
bildung. Man sieht, dass dann vx (t) = exp(tX).

Man definiert den Injektivitdtsradius in p als
injrad(p) := max{p > 0 | B,(p) C U,} € (0, 00)
und den Injektivitdtsradius von (M, g) als

injrad(M, g) := inAf/[ injrad(p).
pe

Im folgenden schreiben wir d(p, ¢) fiir den intrinsischen Abstand von p zu ¢ in der riemannschen

Mannigfaltigkeit (M, g). Die Dimension von M kann in diesem Abschnitt beliebig sein.

Lemma 3.10.15 (GauB-Lemma). Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M, exp, :
Dy, — M, XeD,cT,M,V cT,M. Dann gilt:

g(dx exp, X,dx exp, V) = g(X, V).

Das Gaufl-Lemma wird im folgenden sehr hilfreich sein.

expi

54stetige Abhéngigkeit der Losungen geméf Picard-Lindeldf von den Anfangsdaten
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Wir haben unter anderem gesehen. Ist X € D), ein Vektor mit Lange < injrad(p), dann ist jede
Kurve von p nach exp,, X mindestens so lang wie die Kurve [0, 1] > ¢ — exp,(tX) € M.

d(p, exp, X) = [ X]|.

Es gilt also B.(p) = exp,(Bc(0)) fiir ¢ < injrad(p).
Die Funktion r = d(-,p): M — R, g — d(q, p) ist somit glatt auf B.(p) \ {p}.

Seien nun 9/0u; die Koordinatenvektorfelder der Parametrisierung durch Normalkoordinaten,

u; die Koordinatenfunktionen. Es gilt dann lokal um p:

> ui(0/0u;) 0

V2l “z2 Cor
ist glatt auf B(p) \ {p} und ist das Bild des radialen Vektorfelds in T),M unter exp,. Es ist das

radiale Koordinatenfeld einer Parametrisierung durch geodétische Normalkoordinaten. Es gilt

9 0 5 >,ui(0/0u) 2y 2

dh. Zr=1.In X € T,M gilt

Das Vektorfeld

8| d
Z lex = exp,, -
o 1Py X T X P I

Laut Gauf-Lemma gilt in X € T,M:

X 0
gp(m,Y) = geXpr(E’ dx exp,Y). (3.10.4)

Definition 3.10.16. Sei f € C*°. Der Gradient grad f ist der Vektor € T,M (bzw. das Vektor-
feld), so dass
g(grad f,Y) = Oy f

fir alleY € T,M (und fir alle p € M).
Gilt (grad f)(z) # 0 fiir alle € f~1(t) = N, dann ist auch d,f # 0, und somit ist N eine
Untermannigfaltigkeit®® Es gilt dann auch

TwN = (gradf)l — {X = TleX Lgradf}

Lemma 3.10.17. gradr = 8@

r

55Eine Teilmenge N von einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit M ist eine Untermannigfaltigkeit von M, wenn
fiir alle Parametrisierungen ¢ : U — V von M, gilt, dass ¢! (N) eine Untermannigfaltigkeit R™ ist.
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Beweis: Wir iiberpriifen das Lemma in exp, X. Wir berechnen zuerst fir Y € TxD, = T, M

3%

U2

2r0yr =y (r*) = Oy (D _uf) =2 widyu; =29(Y, | |

(2 m

U1

U2
Also dyr = L1g(Y, |  |). Auf der Mannigfaltigkeit ergibt dies, zusammen mit (3.10.4):

T
Um

1 X

0
adx exp, Y r= ;g(Y7X) - g(K m) - g(aﬂlx eprY).

Insbesondere g(2, 2) = Lr=1.
Lemma 3.10.18. Gilt ¢ = exp,(X), dann ist Y := grad(d(-,p))(q) = =77k (1). AuBerdem gilt

T
dann p = exp,(—d(p,q)Y).

Beweis: Mit denselben Methoden wie oben. Details werden evtl. noch ergénzt. |

Lemma 3.10.19. Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit mit riemannscher Metrik. Dann gilt

injrad(M, g) := plélz\f/[ injrad(p) > 0.

Beweis: Wir haben bereits gesehen, dass es zu jedem p € M eine offene Umgebung U(p) von p
gibt und eine positive Zahl §,, so dass injrad(q) < 9, fiir alle ¢ € U(g). Wir erhalten die offene
Uberdeckung

{U(p) |p e M}

von M. Da M kompakt ist, ist in dieser Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung enthalten,
also M CU(p1)U---UU(ps). Wir setzen

§ :=min{d(p1),d(p2),...,0(ps)} > 0.

Man tiberpriift leicht, dass injrad(M, g) > 0. [

Der Raum (M, d) ist ein metrischer Raum, und als solcher induziert er eine Topologie auf M.
Es ist a priori nicht klar, ob diese Topologie mit der urspriinglichen Topologie iibereinstimmt. Die
Aussage Bc(p) = exp,(Bc(0)) bewirkt aber, dass die von d induzierte Topologie tatséchlich mit

der urspriinglichen Topologie von M iibereinstimmt.

Ergebnisse des Unterabschnitts.
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Zu einer kompakten riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) gibt es eine Zahl € > 0, so dass alle
Punkte p, ¢ € M mit Abstand d(p, ¢) < & durch eine eindeutige kiirzeste Kurve verbunden werden
kénnen. Diese Kurve ist dann eine Geodéatische.

Liegen in einem Ball von Radius < € drei Punkte und verbinden wir diese durch Kiirzeste, so liegt
e entweder einer der Punkte auf der Kiirzesten zwischen den anderen, oder

e die drei Kiirzesten bilden den Rand eines Dreiecks

3.10.5 Existenz einer Triangulierung

In der Vorlesung tibersprngen!

In diesem Abschnitt wollen wir wieder annehmen, dass M eine Féiche ohne Rand ist. Analoge
Resultate gelten aber auch fiir glatte Flachen mit Rand und mit Ecken, und auch fiir Mannigfal-
tigkeiten beliebiger Dimension. Die Beweise sind offensichtliche Anpassungen der unten stehenden
Techniken.

Bemerkung 3.10.20. Sehr erstaunlich ist hingegen die Tatsache, dass es ab Dimension 4 topolo-
gische Mannigfaltigkeiten (= Mannigfaltigkeiten ohne das Axiom, das besagt, dass Parametrisie-
rungswechsel ¢, 1o ; Diffeomorphismen sein miissen) gibt, die keine topologische Triangulierung
(=,schone“ Zerteilung in Teilstiicke hom6éomorph zu Simplizes) zulassen. Insbesondere sind diese
topologischen Mannigfaltigkeiten auch nicht homéomorph zu einer differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit.

Aber zuriick zu Flachen ohne Rand.

Eine Teilmenge S von M nennt man e-separiert, falls alle verschiedenen p, g € S die Eigenschaft
d(p,q)} > e erfiillen. Sei S, die Menge aller e-separierten Teilmengen von M. Die Menge S, wird
durch die Relation C partiell geordnet.

Lemma 3.10.21. Die partiell geordnete Menge (S, C) besitzt maximale Elemente, sogenannte

mazximale e-separierte Mengen.

Beweis: Angenommen es gibt keine maximalen Elemente in S.. Dann gibt es zu jedem S € S,
einT €S, mit SCT.

Die leere Menge ist in S.. Wir definieren S; € S, induktiv: Sy := (). Ist S; € S, definiert, so
wahle S; 11 € S, so dass S; € Siy1.

Die Menge |J;2, S; besitzt unendlich viele Elemente und besitzt wegen der Kompaktheit von M

deswegen einen Haufungspunkt p € M, der aber nicht unbedingt in einem der S; liegen muss.

Wihle also eine Folge von Punkten p; € (J:2,S; mit d(p;,p) — 0. Also insbesondere gilt
d(p;, p;) fiir geniigend grofie 4 und j. Fiir ein geniigend grofes k gilt p;, p; € Sk, also ist Sy nicht

e-separiert, im Widerspruch zu den obigen Annahmen. [ |

Ab sofort sei S eine feste maximale e-separierte Menge und 4e < injrad(M, g). Auf Grund der
Dreiecks-Ungleichung gilt dann Bsc(q) C Ba4c(p) fir alle ¢ € Ba.(p). Somit ist diese Funktion
d(-,q) fir alle ¢ € Ba.(p) eine glatte Funktion auf Ba(p) \ {¢}.
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Sei nun ¢ € S N Bac(p), ¢ # p. Definiere die Aquidistanzmenge

Ap,q :=A{z € Bac(p) |d(z,p) = d(z,q)}.

Man zeigt nun, dass A, ; in der Nahe von p und ¢ eine Untermannigfaltigkeit ist.

Lemma 3.10.22. Sei ¢ := exp,, : Bac(0) — Bac(p) eine Parametrisierung durch Normalkoordi-

naten um p. Dann ist o~ (Ap,,) eine glatte 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von Ba.(0).

Beweis: Das Vektorfeld
X = grad d(ap) - grad d(7 Q))

steht beziiglich g senkrecht auf A, ;. Wir zeigen durch einen Widerspruchsbeweis, dass X auf S

nirgends verschwindet, somit folgt das Lemma aus dem Satz iiber implizite Funktionen.

Angenommen X (z) = 0 fiir ein z € S. Dann gilt

Y= (gradd(:,p))z) = (gradd(-, q))(z).

Mit Lemma 3.10.18 ergibt sich der Widerspruch

p = exp,(—d(z,p)Y) = exp,(—d(z,q)Y) = q.

Die Funktion f(x) = d(x,p) —d(x,q) ist glatt auf Ba.(p) \ {p, ¢}. Nach Dreiecksungleichung gilt
f(z) € [=d(p,q),d(p,q)].- Mit dem GauB-Lemma sieht man, dass

e f(z) =d(p,q) genau dann gilt, wenn x = exp, (tQ) mit ¢t > 1 und exp, @ = ¢, und
e f(z) = —d(p,q) genau dann gilt, wenn x = exp, (tQ) mit ¢ <0 und exp, Q = ¢
Sei B die Menge aller anderen Punkte von Ba.(p) \ {p, ¢}.

Mit Argumenten analog zu oben sicht man, dass das Vektorfeld

Y = (grad d(-,p))(z) — (grad d(-, q))(x)

auf allen anderen Punkten von B nicht verschwindet. Auf dem Rand von Bo(p) ist Y nur in dem
Punkten

2e
Ry = T
S VT

orthogonal. Durch eine Abschneidefunktion dndern wir Y in der Umgebung des Randes von B (p)
so zu einem Vektorfeld Y ab, dass Y am Rand tangential zum Rand ist und auf B nicht verschwin-
det.

Sei ¢ : U @R x M — M der Fluss von Y, d.h. (d/dt)e(t,z) = Y (p(t,z)), 9(0,2) = z. Es gilt
Oy [ = g(grad f, grad f) > 0 und man sieht, dass sich fur geschickt Wahl von Y auch Oy f > 0 gilt.
Somit schneidet jede Flusslinie ¢(RR, x) héchstens einmal A, ,. Man tiberlegt sich auch leicht, dass

der Fluss auf ganz R definiert ist und dass entlang der Flusslinie f fiir £ — +00 gegen das Maxi-
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mum bzw. Minimum konvergiert. Insbesondere schneidet jede Flusslinie auch mindestens einmal
die Menge A, 4. Somit definiert ¢ einen Diffeomorphismus von A, , x R auf B. Es folgt dass Ap g
diffeomorph zu einem Intervall ist und dass Ba.(p) \ 4, 4 genau zwei Zusammenhangskomponenten

hat. Wir bezeichnen die Zusammenhangskomponente von p mit Z}.

Ubung 3.10.23. Auf dem Rand von Z} zeigt der Vektor — grad d(-,p) in Z} hinein.

Apaq

Lemma 3.10.24. Seien q1,q2 € Bac(p) NS\ {p}, ¢1 = ¢2. Dann sind die Schnitte von A, 4, mit

Ap. g, transversal.

Hier bedeutet transversal schneiden: Ty A, 4, # Tz Ap 4, flirallex € Ay 4 NA, 4.

Beweis: Angenommen in x € Ay, 4, N A, 4, gilt
ToAp g =TeApg =V

Der Vektor grad d(-, p) — grad d(-, q1) € T, M ist ungleich 0 und orthogonal auf V. Beide Vektoren

Wo:= Wi:=
Wy und Wi haben Lénge 1. Man erhélt also W7 aus Wy durch Spiegelung and V. Dasselbe gilt

auch, wenn wir Wy durch Wy := grad d(-, ¢2) ersetzen, somit Wy, = Ws. Dies impliziert aber mit

d(xz,p) = d(z,q1) = d(z,q2), dass ¢1 = g2, ein Widerspruch. ]

Definition 3.10.25. Der Stern um p ist die Menge

%(p) :=ﬂ{7§|q€Bze(p)ﬂ57 q#p}={x€M|d(x,p)§d(x,q) Vg € S\ {p}}.

Lemma 3.10.26.
¥(p) C Be(p)

Beweis: Angenommen x € B(p)\ X(p). Dann gilt also € < d(z,p) < d(z, q) fiir alle ¢ € S. Somit

ist SU{x} ebenfalls e-separiert. Wir haben einen Widerspruch zur Maximalitidt von S erhalten. m
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Somit haben wir eine Zerlegung

M := U 3(p).

peS
Zwei verschiedene Sterne sind im Inneren disjunkt, kénnen am Rand aber eine gemeinsame Sei-
tenflichen haben. Diese sind dann Strecken in Aquidistanzmenge. Die Ecken sind charakterisiert

dadurch, dass ihre Distanz zu S von mindestens drei Punkten in S realisiert wird.

Es verbleibt, den Stern in Dreiecke zu zerlegen. Wir sehen mit Lemma 3.10.24, dass der Stern
um p eine Fliche mit Ecken ist. Das Vektorfeld — grad d(-, p) ist transversal zu allen Seitenflichen
von X(p). AuBerdem ist offensichtlich exp,*(3(p)) sternformig um 0. Sind nun e; = exp,, X; und
ez = exp, Xa zwei Ecken, die durch ein glattes Randstiick verbunden sind. Dann schliefit dieses
Randstiick zusammen mit den Kurven ¢; : [0,1] — M, t = exp,(tX;) eine Fliche mit Ecken ein,
die zu einem Dreieck diffeomorph ist. Der Stern X (p) wird auf diese Art in Dreiecke zerteilt. Wir

haben eine Tiangulierung von M konstruiert und somit Satz 3.10.9 fiir Flachen ohne Rand gezeigt.

Um Satz 3.10.9 fiir Flichen mit Rand und Ecken zu zeigen, muss meine einige kleine Zusétze
in der obigen Argumentation dazufiigen, die jedoch keine neuen mathematischen Ideen beitragen.

Dieser Fall soll deswegen nicht genauer ausgefiihrt werden.

3.11 Der Laplace-Operator

Sei (M, g) eine m-dimensionale orientierte riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand.
Sei X € X(M). Dann gilt d(X 1 dvol?) = div(X) dvol?. Also gilt fir f € C>(M), dass
div(X) dvol?
—_——
div(fX) dvol? = d(fX dvol?) = df A (X1 dvol?) + fd(X dvol?).
—_—

df(X)dvold
In der Unterklammerung haben wir benutzt: sowohl df A (X 5 dvol?) als auch dvol? sind m-Formen

auf M. Wegen dim A" T5M =1 gibt es eine Zahl a(p) € R mit
(d FA(XS dvolg))} ~ a(p) dvol’| .
P P

Um o : M — R zu bestimmen, setzen wir X in das erste Argument ein und erhalten dann aus
der linken Seite

(Xadf) A (XL dvol?) —df A (XJXJ dVOlg) .
—_————
=0

Aus der rechten Seiten erhalten wir durch Einsetzen von X
aX 1 dvol?,
somit « = X.df =df(X) = dxf = (grad(f), X). Damit haben wir insgesamt
div(fX) = (grad(f), X) + f div(X).

Indem wir den Divergenzsatz, Satz 3.8.11, auf das Vektorfeld fX anwenden, erhalten wir:

Lemma 3.11.1. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, X € X(M) und f € C*(M), so
dass supp(fX) kompakt ist. Dann gilt fir ein duferes Einheitsnormalenfeld v: 9M — TM von
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M, dass
/ (fX,v)dvol? :/ (grad(f), X) dvolg—l—/ fdiv(X) dvol? .
oM M

M
Fir XY € X(M) mit kompaktem Trager definiere ein Skalarprodukt auf X(M) durch

(X,Y) ::/ (X,Y) dvolY.
M
Fir f,h € C®°(M) mit kompaktem Triger setze

(fyh):= /M fhdvol?.

Interpretation von Lemma 3.11.1 fiir kompakte M mit leerem Rand
Es folgt, dass —div: X(M) — C*°(M) adjungiert zu grad: C*°(M) — X(M) ist.
Dies gilt auch auf dem Raum ausreichend schnell abfallender glatter Funktionen auf R”™.

Definition 3.11.2. Auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M,g) definiere den Laplace-
Operator durch
A :=divograd: C*°(M) — C™(M).

Beispiel 3.11.3. Sei M = R™ mit dem euklidischen Skalarprodukt. Dann gilt fir f : R™ — R:

of
ot
grad f =
of
ox™
und fiir Y = (Y1,...,Y,,)7 : R™ — R™:
divy = %
oz’

Das ergibt dann

Ist OM = (), so ist A selbstadjungiert.
Fir f,h € C>*°(M) rechne

/M f(AR)dvol? = /aM (f grad(h),v) dvolf/ (grad(f), grad(h)) dvol? .

M

Damit erhalt man

/M F(AR) dvol — /M(Af)hdvolz / (FOuh — (0, F)B) dvol.

oM

Anschaulich: fiir kompakte M mit OM = () istA selbstadjungiert ist6.

56Dies ist genau genommen zu ungenau formuliert und auch nicht wirklich eine Folgerung. Fiir eine prizise For-
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Wichtige Gleichungen

(Ab hier keine Beweise, sondern nur {iberblicksartig).

(i) Sei f € C™®(M). Gibt es ein u € C*°(M) mit Au = f (und Randbedingungen)? [Poisson-Gleichung )
Ist u eindeutig?

Es gibt zB. die Randbedingungen

(a) Dirichlet-Randbedingung: 0.

ulgar =
(b) Neumann-Randbedingung: 9, u| o = 0-

Antworten:

e Falls M zusammenhéngend und kompakt ist mit OM # () und Dirichlet-Randbedingung,

dann gibt es eine eindeutige Losung von Au = f und (a).

e Falls M kompakt zusammenhéngend ist und OM = ) gilt, so gilt

/ (Au)1 dvol? :/ u Al dvol? = 0.
M ~~

M2
Also existiert keine Losung, falls [ o fdvol? # 0.

Man kann zeigen, dass im Falle [,, f dvol? = 0 eine (bis auf Konstanten) eindeutige Lésung

existiert.

(ii) Finde A € R und u € C°>*(M) mit Au = A und Dirichlet-Randbedingung u| on =0 [Eigcnwcrtglcichung )

Satz 3.11.4. Sei M eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann gibt es reelle
Zahlen 0 < \g < A1 <... wund Funktionen u; € C>*(M) so dass

—Au; = Aug, uilyp =0, / u;uj dvol? = §;;.
M

Weiter ist span {u; | i € No} dicht im Raum {f € C>(M) | f|aM =0}.

Beispiele 3.11.5 (Anwendungen). (a) Elektrostatik. Man betrachte ein zeitunabhéngiges elek-
trisches Feld ohne magnetische Felder und ohne Strome.
Ladungsdichte p : R? — R, elektrisches Feld F : R? — R3,
Gauflsche Gesetz: div E = p.
Faradaysche Gesetz rot E = 0. Also existiert ein elektrisches Potential U : R?> — R mit
E =gradU.
Somit
AU =p

Problem (i) betrachtet: Sei p gegeben. Was wissen wir tiber U (und E)?
(b) Schwingungsfrequenzen.

(1) m = 1: Gegeben sei eine Saite (a,b) C R,

mulierung misste zuerst geklart werden, wann man solch einen Differentialoperator selbstadjungiert nennt, auf
welchem Banchraum er tiberhaupt definiert ist und mehrere funktionalanalytische Fragen.
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(2) m = 2: Gegeben sei eine Trommel mit Form @ R?,

(3) m = 3: Gegeben sei ein Korper der Form 2 G R3.

(Luft in einem Instrument, eine Glocke,...)

In welchen Frequenzen schwingt der Gegenstand?
Mathematisch: bestimme alle A € R mit Losung der Eigenwertgleichung:

—Awu = Au und Randbedingungen, z. B. Dirichlet-Randbedingung u 0.

oM
Kann man die Form horen?

Nein. Es gibt polygonale Gegenbeispiele.
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ANHANGE A. Beweisdetails zur riemannschen Geometrie

A Beweisdetails zur riemannschen Geometrie

A.1 Beweisdetails fiir Satz 2.7.2

Auf diese Details miissen Sie leider noch etwas warten. Entschuldigung. Und noch eine schlimmere
Warnung: wenn ich diesen Teil hier aufschreibe, kann sich vorne noch etwas ein bisschen dndern.

Das werden dann aber nur Kleinigkeiten sein. Nochmals Entschuldigung.
Zu tun
e Aquivalenz von (iv) und (iv’)
e Details zur Existenzsaussage in Satz 2.7.2 in einem Spezialfall

e Details zur Existenzsaussage in Satz 2.7.2 im allgemeinen
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