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1. Aufgabe (4 Punkte)
Sei A eine R-Algebra. Eine Derivation D auf A ist ein linearer Endomorphismus,
der die Produktregel erfiillt, d.h. es gilt

D(z-y)=D(z) y+z-D(y)

fiir alle x,y € A. Zeigen Sie: Sind D; und D, Derivationen auf A, dann ist der
Kommutator [Dy, D3] = Dy o Dy — Dy o Dy wieder eine Derivation auf A.

2. Aufgabe (4 Punkte)

Seien M und N Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung f € C*(M, N), k > 1 nennt
man Einbettung, wenn sie injektiv, das Differential an jeder Stelle injektiv und
f: M — f(M) ein Homoomorphismus ist. Es seien RP™ und 7™ wie in Aufgabe 1
auf Blatt 9 definiert. Zeigen Sie, dass folgende Abbildungen wohldefiniert und
Einbettungen sind:

a) f:T*— R3, definiert durch
f(z,y]) = ((R+ rcos(2mx)) cos(2my), (R + r cos(2mx)) sin(27y), r sin(27z)),
wobei 0 <7 < R.
b) f:RP? — RP? definiert durch f([z,y, 2]) = [zx, 2y, 22,9y, yz, 22].
3. Aufgabe (4 Punkte)

Seien U, V, W, X, Y endlichdimensionale reelle Vektorrdume. Fiir zwei reelle Vek-
torrdume Vy, Vs sei L(Vy, Vo) = {p: Vi — Vi | ¢ linear}.

a) Konstruieren Sie einen Isomorphismus ¢ : L(U, L(V,W)) — L(U @ V, ).

b) Die 1. Aufgabe auf Tutoriumsblatt 6 liefert eine Abbildung
v : LV.X)@ LIWV,Y) - LV W, X ®Y). Zeigen Sie, dass dies ein

Isomorphismus ist.

c) Sei dimV > 6. Konstruieren Sie eine lineare Abbildung ¢ : A%(A3V) —
ASV, sodass fiir alle v;, w; € V, 1 < i < 3 gilt, dass

e((v1 Avg Avg) A (wg Awy Aws)) = vp Avg Avg Awy A wy A ws.

Ist diese Abbildung surjektiv? Ist sie injektiv?



4. Aufgabe (4 Punkte)
Das Tangentialbiindel einer C*-Mannigfaltigkeit M ist definiert als

T™ = | J T,M.
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Sei A = {@; : U; = V; | i € I} ein m-dimensionaler C*-Atlas von M. Dann kénnen
wir Abbildungen ®; durch

©;: TU; = | J T,M — V; x R™
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definieren.

a) Zeigen Sie: Die Menge TA = {®, : TU; — V; x R™ | i € I} bildet einen
2m-dimensionalen C*~1-Atlas von T'M.

b) Zeigen Sie: Das Paar (T'M, (T A)max) ist eine Mannigfaltigkeit, d.h. die not-
wendigen Voraussetzungen an (T'M, Or4) sind erfiillt.

c¢) Seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten, und sei f € C*(M, N). Wir definie-
ren das Differential df : TM — TN wie folgt: Fiir v € T,M definieren
wir df (v) := d,f(v) € TypN. Zeigen Sie: dann ist df ein Element von
C*Y(TM,TN).



