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Vorwort

Dies ist das Vorlesungsskript der Vorlesung Analysis III, die ich im Wintersemester 2019/20 an
der Universitdt Regensburg halte.
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Bianca Marcen beim Setzen in Latex geholfen, wofiir ich ihr herzlich danke. Das Setzen des Skripts
baut auf den KTEX-Stylefiles auf, die Daniel Heifl im Sommersester 2015 fiir die Analysis IV erstellt
hat. Auch ihm sei an dieser Stelle herzlich gedankt.

Falls Sie einen Tippfehler finden oder sonstige Verbesserungsvorschldge haben, so senden Sie bitte

eine Email an mich.

Leider enthélt das Skript bisher noch nicht sehr viele Bilder und Zeichnungen. Freiwillige Beitrége
oder verbesserte Versionen werden gerne entgegengenommen. Bei einigen fehlenden Bildern ist ein

griner Kommentar im Skript.
Bernd Ammann, Regensburg
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| Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

1 Kurvenintegrale in R”

1.1 Kurven in R" und ihre Bogenldange

Di 15.10.

Ab jetzt schreiben wir N* := Ny = {1,2,3,...} fiir die Menge der positiven natiirlichen Zahlen.

Ist X eine offene Teilmenge von R™ bzw. von C, dann schreiben wir X @ R" bzw. U @ C.

Im folgenden Abschnitt sei || - | immer die Standard-Norm auf R™. Ahnliche Aussagen wiirden auch

fiir beliebige Normen gelten, dies wollen wir aber nicht diskutieren. Es seien I, J C R Intervalle.

Definition 1.1. Fine Kurve oder ein Weg in R" ist eine stetige Abbildung
~v: I — R",

wobei I C R ein Intervall ist. Hierbei darf I offen, abgeschlossen oder halboffen sein. Es sind

sowohl beschrinkte als auch unbeschrdnkte Intervalle maglich.

Schreibweise: Fir die Ableitung der Kurven an der Stelle ¢y schreibt man oft 4(¢g) an Stelle von
v'(to). Diese Schreibweise kommt aus der Physik: man nutzt dort Kurven, um die Bewegung eines
Gegenstands im Raum in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ zu beschrieben. Die Ableitungen nach der

Zeit (also nach t) werden in der Physik oft mit 4 an Stelle von ' bezeichnet.

Beispiele 1.2.

(a) v: [0,27] — R?, y(t) = (cost,sint)”

(h, k)

(w0, yo0)

(1N
N
/

Abbildung 1.1: Zu den Beispielen 1.2 (a) und (b)



I KOMPLEXE ANALYSIS (FUNKTIONENTHEORIE)

Abbildung 1.2: Zu Definition 1.3

(b) v: R = R2, y(t) = (zo,y0)" +t(h, k)", wobei (zo,50)", (h, k)T € R

Definition 1.3. Die Bogenlange einer Kurve v: I — R™ ist

k
L(v) = SUP{Z||7(tj)_’Y(tj—l)|| keN A to,...,ts €1 N tg<t <~-~<tk}
j=1
€ [0,00].

Falls L(vy) < o0, so nennt man v rektifizierbar.

Vorbemerkung zu stetiger Differenzierbarkeit: Bis jetzt haben wir die Ableitung einer
Funktion f: U — R, U C R" in zg nur dann definiert, wenn zy innerer Hiufungspunkt ist. Dies

entspricht den tiblichen Konventionen.

Die Definition der Ableitung benétigt aber lediglich, dass xy ein Hiufungspunkt von U ist'. Wir

sagen dann, f is differenzierbar in xy und hat die Ableitung a, wenn

i 1) = £@0)

T—To Tr — X

existiert und den Wert a hat. Man schreibt wieder f’(z¢) := a fir die Ableitung. Selbstverstiandlich
erstreckt sich hier der Limes tiber alle € U\{zo}. Unter der Annahme, dass x( ein Hiufungspunkt

von U ist, ist der Grenzwert — wenn er existiert — eindeutig.

Man erweitert nun die Definition von C*(I,R™) auf beliebige Intervalle I. Wir sagen f : I — R™ ist
in C''(I,R") oder #quivalent f ist stetig differenzierbar, wenn f in allen zq € I differenzierbar
ist und die Ableitungsfunktion f’ : I — R™ stetig ist. Wie in Analysis I folgt dann auch, dass
f stetig ist. Fiir k& € Ny definiert man dann f : I — R™ ist in C*(I,R") oder dquivalent f ist
k-mal stetig differenzierbar, falls f (iiberall) differenzierbar ist und f’ € C*(I,R").

Lemma. Fir eine stetige Funktion f : [a,b] — R™, a < b sind dquivalent
(1) f ist stetig differenzierbar (im obigen Sinn),

(2) fliap) ist stetig differenzierbar und die Grenzwerte limg o f'(x) und lim,_, f'(x) existieren,

IDiese Behauptung ist nicht mehr richtig, wenn U eine Teilmenge von R™, n > 1 ist und wir mehr-dimensionale
Differenzierbarkeit betrachten. Diesen Fall wollen wir aber an dieser Stelle nicht diskutieren.

Seite 2 Analysis 111



I KOMPLEXE ANALYSIS (FUNKTIONENTHEORIE)

(3) Es gibt ein € > 0 und eine stetig differenzierbare Funktion F : (a — e,b+€) — R™ mit
Flan =1

Das Lemma gilt ebenfalls — mit den offensichtlichen Modifikationen — wenn wir ein halboffenes
Intervall I betrachten, und auch fiir beliebige C*-Funktionen, k& € NU {oo} und in Kombination

dieser beiden Modifikationen.

Die Beweis von (1)==(2) und (3)==(2) sind offensichtlich. Der Beweis von (2)==(1) nutzt den
1. Mittelwertsatz (Analysis I, Kap. 5, Satz 3.2) und wird als Ubung gelassen. Der Beweis von
(2)==(3) konstruiert F' durch geeignete affin-lineare Fortsetzungen auf (a — €,a) und (b,b + ¢)
im Fall £ = 1 und durch Polynome von Grad < k fiir allgemeines k. Der Fall £k = oo ist etwas
aufwéndiger zu zeigen.

Lemma 1.4. Sei~: [a,b] = R" eine Kurve.

(a) Seit: [c,d] — [a,b] eine Reparametrisierung, d. h.eine bijektive und stetige Abbildung.” Dann
gilt
L(yor)=L(v).

(b) Fir alle to € [a,b] gilt: L(7,, ;) + L(V),,.,) = L(V)-

Den Beweis sollten Sie selbststéindig ausfithren kénnen.3

Beweisskizze: Man muss im Prinzip nur die Definition von L(7) hinschreiben und — unter Nut-

zung der Dreiecks-Ungleichung — geschickt mit dem Supremum hantieren. [ |

Satz 1.5. Sei~: [a,b] — R" eine C*-Kurve (das heifst v ist stetig differenzierbar).

Dann ist v rektifizierbar und es gilt

b
L) = [ I

Wiederholung:

Wir definieren das Integral {iber stetige Funktion F': [a,b] — R"™ wie folgt:*

i [P Py (t) dt
/ F(t)dt = : eR™.
‘ [P Fa(tydt

2 Aus dem Zwischenwertsatz folgt dann, dass T entweder strng monoton wachsend oder streng monoton fallend ist

3Sonst in den Ubungsgruppen nachfragen!

4Diese Definition erlaubt es uns auch Funktionen F': [a,b] — V zu integrieren, wenn V ein endlich-dimensionaler
Vektorraum ist. Hierzu muss man sich iiberlegen, dass die Existenz des Integrals und der Wert des Integrals

fab F(t)dt € V unabhéngig von der Wahl der Basis von V ist.
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I KOMPLEXE ANALYSIS (FUNKTIONENTHEORIE)

Der Vektorraum C°([a,b], R™) der stetigen Funktionen £, g: [a,b] — R™ trigt das Skalarprodukt
b
(r9) = [ f0g(0) .

Die zugehérige Norm ist die L2-Norm

b
9=/ [ syt
a
Wie in jedem euklidischen Vektorraum gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung®

[(Fo )] < [1£1l2 Nlgll2 -

Beweis: Wir zeigen ,,<“ und ,,>“

Zwischenbehauptung:

b b
H/ P(t)di| < / |F ()] dt. (1.1)
a a
Beweis der Zwischenbehauptung: Setzte z; = f: Fj(t)dt, © = (z1,...,2,)T. Dann gilt
) n ) n b
Joll? = | S| = | 3 (2 [ Eiwyat ) |
j=1 j=1 a
b n
= ‘/ Z.’lﬁij(t) dt‘
a i—1

b

< /

a
‘<{L’,1 (t)>|<7”m””1 (t)” CauCh) Schwarz auf R"™

b
< |zl / \F ()] dt,

Z.’lﬁij(f)‘ dt
j=1

b
— 2] < / (@) dt,
wobei [|z]| = Hij(t) dtH. -

Weiter mit dem eigentlichen Beweis. Wir zeigen nun ,,<“:

Seien tg < - - <t wie im Supremum von Definition 1.3 gegeben. Ohne Beschrankung der Allge-

meinheit kénnen wir annehmen, dass a = to und b = ¢;.5 Dann folgt

mpr || [f . Lyt
I =2l [ s@a] <[ ol a

ti—1

5Bemerkung: das Skalar-Produkt, die L?-Norm und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung wurden in der Vorlesung
kurz wiederholt. Sie sind (natiirlich) richtig, wurden aber im folgenden Beweis gar nicht benétigt.

6Man nennt dann die Zahlen a = t9 < t1... < t;, = b eine Partition von [a,b], denn das Intervall [a,b] wird
dadurch in die Teilintervalle [to,t1], (t1,t2]. (t2,ts],. .. (tx—1, tx] zerteilt.
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I KOMPLEXE ANALYSIS (FUNKTIONENTHEORIE)

k b
= Z 7 (t:) = (i)l S/ 15(t)]| dt.

Damit ist ,,<“ gezeigt, da das fir jeden Polygonzug gilt.
Wir zeigen nun ,>*:

Die Funktion 4 ist stetig auf [a, b], und da [a, b] kompakt ist, ist ¥ sogar gleichmafig stetig, siehe
Analysis I, Kap. 8, Lemma 6.14. Das heifit, zu jedem & > 0 es existiert ein § > 0, so dass fiir alle
s,t € [a,b] gilt:

ls—tl <0 = |l7(s) —3(@)] <e.
Wir wihlen eine Partition a =tg < -+ <tx =bmit A t; = |t; —t;—1| < furallei=1,... k. Es

folgt fir alle ¢ € [t;—1, ;]

Y@ < 1)+ 17(E) = A&l
<)l +e

und damit folgt weiter

t;
[ o< el st et
1

ti_

= H /ttl (V(t) +g(ti) — v(t)) dtH +eAt;
<l [ swal ] [ Geo-seaf <o

(1.1) ti t;
< H /f A(1) dtH +/t 15(t:) = 4(®)|| dt+e at;
i —1 i—1 SVE

ti
HDI . .
:nﬂmfvm4m+/'nﬂmfvwnw+eAn
ti ] N ——
<e

< |v(t:) — v(tiz1)]| + 22 A &

b k t;
— LIW@Wdﬁ=;;L1H#@ﬂ

k
< Z (i) = y(tim1)ll + 2¢(b — a)
i=1

< L(y) +2¢(b — a)

Im Limes ¢ — 0 folgt

b
[ llar < L.

Definition 1.6. Eine Kurve v: [a,b] — R™ nennen wir stiickweise C', falls es eine Partition

WS 2019/20 Seite 5
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I KOMPLEXE ANALYSIS (FUNKTIONENTHEORIE)

a=ty<---<tp="> gibt, so dass Ve, y.eny EE0E C'-Kurve fiir alle i =1,. ..,k ist. Damit folgt

k ti
=3 [ 1ol

Beispiel. Sei v : [0,4] — R? gegeben durch

(t,0)7T, falls t € [0,1]
(1,t =17, fallste1,2]
3—,1)7, fallst e [2,3]
0,4 —)T, fallst € [3,4]

)

Die Kurve durchliuft den Rand des Einheitsquadrats [0,1]? in R?, ist stiickweise stetig differen-

zierbar und hat Bogenldnge 4.

Abbildung 1.3: Die Kurve, die den Rand von [0, 1]? durchliuft.

Bemerkung 1.7. Die Integralformel fiir die Bogenlinge gilt auch fiir (stiickweise) C!'-Kurven
: I — R* auf beliebigen Intervallen (offen, halboffen). Eine solche Kurve muss nicht rektifizierbar

sein. Fiir diesen Fall ist fab [I5(®) || dt = oo ein uneigentliches Integral.

Wiederholung (mehr dazu in Zentraliibung am 22.10.)
U C R™ heif}t
(1) zusammenhingend,

<= 3A, B @ U, nicht-leer mit U = A U B,
<= PA B cR" mit ANU und B NU nicht-leer und mit mit U = (ANU) O (BNU).

Hierbei benutzen wir das Symbol U fiir die disjunkte Vereinigung von Teilmengen, das heifit

RUS =T ist dquivalent zu RUS =T und RN S = 0.

(2) wegzusammenhingend, falls
Va,y € U Jy: [0,1] — U stetig mit v(0) = = und v(1) = y.

Ist U wegzusammenhingend, so kann man immer eine stiickweise C''-Kurve vy wéhlen.

Seite 6 Analysis 111



I KOMPLEXE ANALYSIS (FUNKTIONENTHEORIE)

Es gilt immer

wegzusammenhidngend = zusammenhingend.

Abbildung 1.4: Beispiel fiir eine nichtzusammenhéngende Menge

Ende der Wiederholung’

Satz 1.8. Sei U C R"™ offen und zusammenhdingend. Dann ist U auch wegzusammenhdingend.

Genauer lassen sich je zwei Punkte in U durch einen Polygonzug verbinden.

Beweis: Fixiere zg € U und setze
Ay, = {x € U | 3 Polygonzug von zo nach x} # (.

Man muss zeigen, dass A;, C U und U \ 4,, C U offen sind.

(1) A, ist offen: Sei x € A,, und sei B.(x) C U ein offener Ball ®. Jeder Punkt in B.(z) lisst
sich mit = durch eine Strecke verbinden. Damit folgt, dass B.(z) C A, ist und somit A,

offen.

(2) U\ Ay, ist offen: Sei z € U\ Ay, und B.(x) C U. Kénnte man & € B.(z) mit einem
Polygonzug in U mit xg verbinden, dann wiirde dies auch fiir z gelten. Also haben wir
Z ¢ Ag,. Damit ist B.(xz) C U \ Az, und somit ist U \ A, offen. n

Mit nahezu dem gleichen Beweis, kann man auch Versionen des obigen Satzes zeigen. Genauer:

der Satz gilt auch dann, wenn man
e Polygonzug* durch ,achsenparallelen Polygonzug* ersetzt oder
e . Polygonzug“ durch ,stiickweise C*-Kurve* fiir irgend ein k € N ersetzt oder
e ,Polygonzug“ durch ,,C*-Kurve* fiir irgend ein k € N ersetzt oder
e Polygonzug® durch ,stiickweise C*°-Kurve“ ersetzt oder

e  Polygonzug” durch ,,C*>-Kurve* ersetzt.

Definition 1.9. Eine Teilmenge Q C R™, die offen, nicht-leer und zusammenhdngend ist, heifit
Gebiet.

7 Achtung: in den folgenden Zeilen (Satz 1.8 bis Satz 1.13) hat sich im Vergleich zur Vorlesung die Nummerierung
geédndert.
8Dass solch Ball existiert, ist klar, da U offen ist.
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I KOMPLEXE ANALYSIS (FUNKTIONENTHEORIE)

1.2 Integration von Vektorfeldern langs Kurven

Definition 1.10. Sei Y: U — R™ ein stetiges Vektorfeld auf U C R™ offen und v: [a,b] — U

eine C'-Kurve. Dann ist das Kurven-Integral von Y lidngs ~y

/f = /;<Y(v(t)m(t)> dt.

Hier: (z,y) = > i, ;- y; mit x,y € R™

ot L
~ =
f_..-_-,:’
/". - G % -
ri =l
.'I - i = o
[ - - s i
I - - F
| 2 i
= ] i | Py I."l
~ = I.'
-~ i {
I| - prr l|ll
b Py, -
\ A
| i =¥
_,.—'-""'_'_'_\- = - -
\\-..__,-- F '--..\_\_\_‘_\_\_

Abbildung 1.5: Ein stetiges Vektorfeld.

Bemerkung. Physikalische Interpretation: Bewegt man einen Massepunkt entlang einer Kurve

v in einem Kraftfeld Y, so ist die dafiir nétige Energie gegeben durch das Kurvenintegral fv Y.

Lemma 1.11. Sei Y: U — R" ein stetiges Vektorfeld auf U C R™ offen und 7: [a,b] — U eine

C'-Kurve. Sei 7: [c,d] — [a,b] eine C'-Reparametrisierung.

Dann folgt
/ v LY >0 .
yor - fﬂ{ Y <0
Beweis:
d L[]
| v=[woemmenma
Yot c
Substituiere s = 7(¢). Ubungsaufgabe auf Prisenzblatt. n

Definition 1.12. Sei U wieder offen in R™. Ist p : U — R differenzierbar, dann ist der Gradient
gradp : U — R"™ von ¢ definiert als

(gradp)(z) == (¢'(2))" Ve eU.

Man schreibt oft auch Vo fir grad . FEin stetiges Vektorfeld Y: U — R™ heifit konservativ,
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I KOMPLEXE ANALYSIS (FUNKTIONENTHEORIE)

falls es eine C*-Funktion p € CY(U) gibt mit

Y =gradp =

Oy
Solch eine Funktion ¢ nennt man ein Potential von Y.
Bemerkung. Sei Y = grad ¢. Sei 7: [a,b] — U eine C'-Kurve.

Dann gilt

Hier bedeutet HDI: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Eine Kurve « : [a,b] — R"
nennt man geschlossen, falls v(a) = ~(b). Es folgt aus der obigen Bemerkung: ist Y : U — R"
konservativ und 7 geschlossen, so ist fﬁ/ Y =0.

Satz 1.13. Sei U @ R™. Fiir ein stetiges Vektorfeld Y : U — R™ mit U (weg)-zusammenhdingend

sind dquivalent
(1) Y ist konservativ
(2) fﬂ{ Y =0 fiir alle geschlossenen Kurven «y: [a,b] — U, die stiickweise C sind.”
(3) Es gilt vK = f@ Y, fir alle stiickweise-C'-Kurven v und 4 mit gleichem Anfangs- und
Endpunkt. 10
Beweis: Wir haben bereits gesehen, dass aus (1) bereits (2) folgt.

(2) ist hinreichend!! fiir (3). Denn angenommen 7 : [a,b] — U und 4 : [¢,d] — U sind stiickweise
C'-Kurven mit dem selben Anfangs- und Endpunkt. Wir definieren nun die stiickweise C'*-Kurve
v:ila,b+d—c] — U mit

~ ~(t) fir t € [a, b]
() = )
Ab+d—t) firteb,b+d— ¢

9Wenn man ein Vektorfeld entlang einer geschlossenen Kurve integriert, so schreibt man oft f an Stelle von f .
Diese Schreibweise ist vor allem in Texten iiblich, die physikalische Probleme und ihre Anwendungen erértern.
Es ergébe sich also in diesem Fall ﬁy Y fir f’y Y.

19Das heifit: Sind « : [a,b] — U und ¥ : [¢,d] — U Kurven, die stiickweise C* sind und gilt v(a) = #(c) und
7(b) = 4(d), so gilt fw Y = f& Y.

'Hier nutzen wir den folgenden Sprachgebrauch: ,(A) ist eine hinreichende Bedingung fiir (B)“ bedeutet
(A)=-(B). Man nutzt hingegen den Satz ,,(A) ist eine notwendige Bedingung fiir (B)* im Sinne von (B)=-(A).
Wir beweisen also hier oben (2)=—(3).
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Lemma 1.11 (2)

Abbildung 1.6: Bild zum Beweis Satz 1.13 fiir die Richtung (1)==-(2).

SchlieBlich zeigen wir, dass aus (3) wieder (1) folgt:

Fixiere zo € U und setze p(z) = fv Y fiir eine beliebige C'-Kurve v von x¢ nach x. Da das Integral

ja nur vom Anfangs- und Endpunkt abhéngt, ist die Schreibweise ¢(z) = [ Y = f“/ Y sinnvoll.

To—x

Es bleibt zu zeigen, dass Y partiell differenzierbar ist und

Y = grad ¢.

() = Jim 3 (ol + - ) ~ p(z)

m(f o))
h—0 h zo—x+h-e; To—T
1
im — / Y + / Y)
h—0 h T—To zo—x+h-e;

1
lim 7/ Y
h=0 h z—x+h-e;

Man beachte: noch ist nicht gezeigt, dass dp/0dx; existiert. Wir wissen jedoch, dass diese Ableitung

I
z
|

I
g
|

existiert, wenn der Limes in der untersten Zeile existiert.

Leider noch kein gutes Bild vohanden

Abbildung 1.7: Bild zum Beweis Satz 1.13 fiir die Richtung (3)==-(1).

Als néchstes wéahlt man von z nach x + h - e; die Kurve «: [0,h] — U mit y(t) =z + ¢ - ¢;, und
man erhélt fiir Y(z) = (Y1(2),..., Y, (2))T:

.1 .1
Ilzlir%)g I—)mﬂ-h-eiy B flzg%ﬁ <Y(£E+t‘€7;),6i>dt

0
1 h
= }11%%/0 Yi(x +t-e;)dt

d h
= —| Yi(x +t-e;)dt
dh|h_0/0

= Yi(x+h-ei)n=o
= Yi(z)

Hieraus folgt zum einen die partielle Differenzierbarkeit und zum anderen der gewiinschte Wert
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der Ableitung. ™

1.3 Kriterien fiir die Existenz von Potentialen und Rotation von
Vektorfeldern

Motivierende Frage: Wie kann man konkret priifen, ob ein Vektorfeld Y konservativ ist, ohne ein

Potential ¢ zu ,erraten“?

Lemma 1.14. Sei Q G R” und Y: Q — R” ein differenzierbares Vektorfeld.'? Ist Y konservativ,

so gilt
Yy,  0Y;

kR _ 277 1.
an 8;z:k ( 2)

fiir alle j,k=1,...,n.

Beweis: Sei Y ein konservatives Feld mit Y = grad ¢ mit Y differenzierbar. Dann ist ¢ zweimal

differenzierbar. Es gilt

Yy, 0 ((’)(p)

92, ~ 0w, oy
Schwarz i 8780
_ o
- Bxk

Definition 1.15. Fir n = 3 heifit das Vektorfeld

6Y3 _ 6Y2

8{1}2 8{1}3

_|oamva  avs
rotY = Oxs3 Oz
8Y2 _ 8Y1

8I1 81}2

die Rotation von Y.

Lemma 1.14 besagt also fiir n = 3: Ist Y konservativ und ist Y € C, so folgt rot Y = 0.

In der Physik ist es tiblich V x Y an Stelle von rot Y zu schreiben, denn die Definition von rot Y

und von X X Y kann man sich mit der Merkregeln

e1 €1
rotY =det | V.Y, | ey XxY=det | XY, | e
es €3

herleiten.

12Wir fordern fiir dieses Lemma Y (iiberall) differenzierbar, und nicht wie in vielen Biicher die stirkere Eigenschaft
Y € C'. Differenzierbarkeit ist fiir uns ausreichend, da wir in unserem Beweis des Satzes von Schwarz auch nur
2-fache Differenzierbarkeit benotigt haben und keine 2-fache stetige Differenzierbarkeit.
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Beispiel 1.16. Die Umkehrung von Lemma 1.14 gilt im Allgemeinen nicht. Sei Q = R?\{0} und
Y: Q — R? gegeben durch
Y
Y(Jf,y) = < x2+y2> .
22y

Somit erfiillt Y (1.2). Aber Y ist nicht konservativ, denn

/Y:27r7é0

fiir die geschlossene Kurve 7: [0,27] — R2, ~(t) = (cos(t),sin(t))T.

Ahnliche Beispiele existieren auf Q := R" \ ({0} x R"~2).

In manchen Féllen gilt sie aber. Interessanterweise héngt dies vom Gebiet 2 ab, auf dem Y definiert

ist.

Definition 1.17. Fine Menge 2 C R™ heifit sternformig beziiglich x( € €, falls gilt: ist x € Q)
und t € [0,1], dann haben wir auch (1 —t)xg + tz € Q.

Abbildung 1.8: Eine sternférmige Menge.

Satz 1.18. Sei Q C R"™ offen und sternformig, dann gilt auf Q die Umkehrung von Lemma 1.14.
Genauer: Erfillt Y € Ct die Bedingung (1.2), so ist Y konservativ.

Zunéchst ein paar Worte zur Idee des Beweises: sei € sternformig beziiglich zq. Wir wollen im
Beweis eine Funktion ¢ : 2 — R finden mit ¥ = grad ¢. Wenn es solch eine Funktion ¢ gibt, dann
konnen wir eine finden mit (p(x) = 0.13 Nach der Rechnung direkt vor Satz 1.13 ist klar: wenn es
solch ein ¢ gibt, dann gilt fiir jede stetig differenzierbare Kurve ~,: [0,1] — Q von z( nach z:

W;):/ Y.

x

Nun ist nach Definition der Sternférmigkeit die Kurve
Yz (t) :==tx + (1 — )z
solche ein Kurve. Mit 4, (t) = « erhalten wir dann
1 1
o) = [ Y= [ ama= [ 600 (13)
= 0 )
)

(

3Ersetze ¢(x) durch ¢(z) — (0).
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Wenn es also iiberhaupt solch ein ¢ gibt, dann kénnen wir die Formel (1.3) nutzen, um ¢ zu
beschreiben. Die Idee des Beweises ist nun, (1.3) als Definition von ¢ herzunehmen und dann
Y = grad ¢ zu zeigen.

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei Q sternférmig beziiglich 0. 14

Fir z = (z1,...,7,)7 € Q setzen wir nun ¢(z) = fol (Y(tx),x) dt. Man kann nun die partielle
Ableitung % mit der Integration vertauschen: hierzu wenden wir Lemma 1.2 in Anhang A.1 mit
f(s,t) = (Y(tz),z) und s = z; und an (oder alternativ Satz 8.1 in Kapitel II); die restlichen

Komponenten xy, k # j, von x bleiben hierbei fixiert.

Wir erhalten dann )

dy 0
_— = —(Y (¢ dt.
81:j /O 8IJ< ( LU),$>

Dies ergibt

Bemerkung 1.19. Satz 1.18 gilt auch auf allgemeineren Gebieten als auf sternférmigen, ndm-
lich auf den Gebieten, die ,einfach zusammenhéingend* sind. Ein Gebiet 2 heifit einfach zu-
sammenhingend, wenn es zu jeder geschlossenen Kurve « : [a,b] — Q eine stetige Abbildung
n : [a,b] x [0,1] — Q gibt, mit den Eigenschaften:

o Fiir alle ¢ € [a, b] gilt v(¢) = n(¢,0).
e Fiir alle s € [0,1] gilt n(a, s) = n(b, s).
e Die Abbildung ¢t — n(t, 1) ist konstant.

15 Anschauliche Bedeutung: Es gibt geschlossene Kurven s = n(-,s) : [a,b] — Q, stetig in s, die

v = 7o mit die konstanten Kurve ~; verbinden.

MFalls  sternférmig beziiglich zg # 0 ist, dann verschiebt sich alles um xg. Zum Beispiel betrachtet man dann:
Y (zo + t(z — z0)) an Stelle von Y (tz) etc..

151n der Literatur sind auch andere Definitionen von ,einfach zusammenhangend“ vorhanden, alle gingigen Defi-
nitionen sind aber zu der obigen dquivalent.
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Der folgende Satz fasst die wesentlichen Punkte zusammen:

Satz 1.20 (Satz {iber konservative Vektorfelder). Sei Q@ C R™ ein Gebiet und Y: Q — R™ ein

stetiges Vektorfeld. Dann sind dquivalent
(1) Y ist konservativ, das heifst Y = grad ¢, wobei ¢: Q@ — R eine differenzierbare Funktion ist.
(2) Geschlossene Kurvenintegrale von'Y sind Null.
(3) Kurvenintegrale von Y hdngen nur von den Endpunkten ab.
Ist Y ein C'-Vektorfeld, so folgt aus (1), (2) oder (3):
(4)

oy, aY;

—_—= ir alle 5, k=1,...,n.
oz, P fir alle j, , ,n

Ist Q sternformig (oder allgemein einfach zusammenhingend), so ist (4) sogar dquivalent zu (1)
(bzw. zu (2) bzw. zu (3)). Im Fall n = 3 ist (4) dquivalent zu rot Y = 0.

Die Funktion ¢ in (1) ist dann natiirlich immer sogar stetig differenzierbar.

1.4 Kurvenintegrale in C

Im folgenden indentifizieren wir C immer mit R?, siehe auch Abbildung 1.9. Wir schreiben z =
z+1iy € C mit z,y € R.

Fir F': [a,b] — C schreibe
F(t) :=U(t) +iV (1)

fiir alle ¢ € [a,b] bzw. F'=U 4V fir U,V: [a,b] — R.

Definition 1.21. F': [a,b] — C heiffit Riemann-integrierbar, falls U und V Riemann-integrierbar

/abF(t) dt = /:U(t)dt—ki/abV(t) dt.

Bemerkung. Identifiziert man C mit R?, so stimmt dieser Integralbegriff mit dem Integralbegriff

sind. Setze dann

in der Wiederholung nach Satz 1.5 iiberein. Des Weiteren iibertragen sich alle Rechenregeln fir
das Riemann-Integral wortwortlich (Linearitit, Substitution, partielle Integration,...). Es gilt'6

weiter:

‘/;F(t) dt‘ < /abIF(t) dt < |[Flleo [b— al, (1.4)

wobei || Floo := sup;e(q 4 | F ()| € [0, 00].

16Beweis: zum Beispiel Zwischenbehauptung Ungleichung 1.1 im Beweis von Satz 1.5 oder Zentraliibung am 19.11.
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<x> =x+1
y Yy

Abbildung 1.9: Veranschaulichung von C.

Definition 1.22. Sei Q C C offen, f: Q — C stetig und ~v: [a, b] — Q eine C1-Kurve. Dann heifit

b
/f(z) dz :=/ F(y(t) -5(t) dt € C

das Kurvenintegral oder Wegintegral von f langs ~.

Wir erhalten dann aus (1.4):

[{f(z) dz

/ FOr(®) - () dt

IN

[ 1s6)-50) a

IN

b
sup{|f (v (1)) | t € [aiﬂ}/ [(8)] dt
= sup{|f(2)| | z € y([a,B]) } L(7) (1.5)
Bemerkung 1.23. Solche Integrale spielen in der Funktionentheorie eine ganz zentrale Rolle.

Diese Integrale sind im wesentlichen Integrale von Vektorfeldern im Sinne des vorigen Abschnitts.

Hierzu betrachten wir die folgenden Vektorfelder:

Y0 R2 YZ(z) = (Re f(2), —Im f(2))" (1.6)

Z:Q — R2, (2) = (Im f(2),Re f(2))"

Wir definieren nun wie im letzten Abschnitt die Integrale fw Y e Rund fv Z € R, wobei wir ~ als
Kurve in Q C R?(22 C) betrachten. Das in Definition 1.22 definierte Integral berechnet sich dann

" [sera [y [z

Es folgt hieraus insbesondere, dass fw f(2) dz sich unter Reparametrisierung von «y nicht dndert.

Es gibt aber Kurven 7, 4 in 2 mit gleichem Anfangs- und Endpunkt und Funktionen f: Q — C

L f(2) dz # L 1(2) dz.

mit
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2 Komplexe Differenzierbarkeit

Notation: 2 C C ist immer ein Gebiet.

2.1 Definition und Beispiele zur komplexen Differenzierbarkeit

Definition 2.1. Die Funktion f: Q — C heiffit komplex differenzierbar in zy€ ), falls der

Grenzwert

f(z2) = fz0) _ lim f(z0 +w) — f(20)
zZ—20 Z— 20 w—0 w
in C existiert. Ist f in jedem Punkt aus Q komplex differenzierbar, so nennt man f komplex

differenzierbar oder holomorph. Man nennt f'(zy) die Ableitung von f in z.

Wie in der reellen Analysis zeigt man: ist f komplex differenzierbar in 2z € , dann ist f auch

stetig in zg.

Ist f: Q@ — C holomorph, dann ist die Ableitung(sfunktion) die Funktion f': Q@ — C, z —
f'(2). Konstante Funktionen sind holomorph, und deren Ableitung ist iiberall 0. Die Inklusion
Q — C, z +— z ist holomorph und die Ableitung ist tiberall 1.

Bemerkung. Auch bei komplexer Differenzierbarkeit gelten die tiblichen Ableitungsregeln: Sum-
menregel, Produktregel, Quotientenregel, Kettenregel (siche Ubungsblatt 3). Es folgt daraus, dass
alle Polynome f(z) = ao + a1z + a2z + - + a,2", a; € C, auf ganz C holomorph sind und dass
die gewohnte Formel f’(z) = a1 + 2asz + - - - + na,z""! gilt.

Bisher ist alles sehr dhnlich zur reellen Differenzierbarkeit (in einer Verdnderlichen). Im Unter-
schied zu dieser kann man jedoch im komplexen sehr einfach Funktionen hinschreiben, die zwar
stetig aber nirgends differenzierbar sind, wie das folgende Beispiel zeigt. Im Verlauf der Vorlesung
werden wir viele weitere wichtige Unterschiede sehen. Unter anderem werden wir sehen, dass ei-
ne holomorphe Funktion bereits beliebig oft komplex differenzierbar sind, was ja angesichts der

reellen Analysis sehr erstaunlich ist.

Beispiel 2.2. f: C — C mit f(2) = z. Es gilt also f(z + iy) = x — iy. Somit ist f nirgends

komplex differenzierbar, aber stetig!

Weitere wichtige Beispiele sind Potenzreihen

o0
P(z) = Z ap(z — 2)*
k=0
mit ag, ay, - € C und zg € C. Man nennt zy den Entwicklungspunkt der Potenzreihe.

Erinnerung:
1
R=———¢[0,00
lim sup &/|ag| [ ]
k—o0

heiffit Konvergenzradius. Die Reihe P(z) konvergiert absolut fir z € Br(zo) und definiert eine
stetige Funktion P: Br(zp) — C.
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Satz 2.3. P: Bg(z9) — C ist holomorph und

P'(2) = Zakk(z — z0)* L.
k=1

Der Konvergenzradius von P’ ist mindestens so groff wie der von P.17

Beweis kommt spéter.
Beispiel 2.4.

o exp(z) =€* := ZZOZO %’T

et% etz

e sin(z) = &

e cos(z) =

e Eulerformel: e¥* = cos(z) + isin(z)

2.2 Komplexe und reelle Differenzierbarkeit

In diesem Abschnitt wird (wie so oft) C mit R? identifiziert, also z = x + iy mit (z,y)T. Insbe-
sondere haben wir dann auch ||z|| = ||, wenn || - || die Standard-Norm auf R? bezeichnet.

Sei f: Q C C— Cund zp = zp + typ € 2. Man kann nun sowohl nach der komplexen als auch
nach der reellen Differenzierbarkeit von f im Punkt zy fragen. Ebenso wollen wir untersuchen, ob

und gegebenenfalls wie die Ableitungen zusammenhéangen.

Komplexe Differenzierbarkeit gilt genau dann, wenn es ein { € C gibt, so dass gilt

lim f(zo +h) — f(z0) = Ch
h—0 h

=0, (2.1)

wobei der Limes sich iiber alle h erstreckt, fiir die zg +h € 2 C C.

Reelle Differenzierbarkeit gilt genau dann, wenn es ein A € R%2%2 gibt, so dass gilt

lim f(ZO + h) — f(Z()) — Ah
h—0 Al

=0, (2.2)

wobei sich der Limes wieder iiber alle h mit zg + h € Q C R? = C erstreckt.

Um den Zusammenhang zu verdeutlichen, schreiben wir (2.1) und (2.2) in Vektorschreibweise:

hi\ - )
h = = hy +1ih
<h2> i
a
= =a+ib

17Man kann sogar zeigen, dass sie gleich gro sind.
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Dann ist die komplexe Multiplikation in Vektorschreibweise folgende:

C-h=

a + ib)(hy + ihy)
ahy — bhg —|- Z(bhl + ahg)

(o)
) ()

Die komplexe Multiplikation mit einer (festen) komplexen Zahl { = a + ib entspricht also der

1

—b
Matrixmultiplikation mit (Z > .
a

Satz 2.5 (Cauchy-Riemann-Bedingung). Sei Q C C ein Gebiet und zg € Q. Fir f =u+iv: Q —
Cmit u,v: Q = R sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) f ist in zo komplex differenzierbar

(2) f ist in zg reell differenzierbar (im Sinne der Analysis IT) und u und v erfiillen

ou ov
%(ZO) = 87;(20)
ou ov (2:3)

@(Zo) = —%(«Zo)

Die Gleichungen (2.3) nennt man die Cauchy-Riemann-Gleichungen.

—b
Beweis: (1) = (2)%: Sei f'(z) = a + ib die komplexe Ableitung. Setze A = (Z ) )
a

f(zo+h) = f(z0) = f'(20) - h

0= lim
h—0 h
- lim f(zo+h)— f(z0) —A-h
h—0 h
. hmf(20+h)—f(zo)—f4h:0.
h—0 12l

Wir haben gezeigt, dass f reell differenzierbar ist und dass die Ableitung die Matrix A ist. Um
die reelle Ableitung klar von der komplexen zu unterscheiden, bezeichnen wir in diesem Kapitel
die reelle Ableitung in zy als Jf(zp), wobei der Buchstabe J fiir Jacobi-Matrix steht.

A=Jf(z0) = (gf(zo) 2’;(20)>

s (21) a*y(zl)

Daraus folgen die Cauchy-Riemann-Gleichungen.

»(2) = (1)“: Wir nehmen an f sei in zg reell differenzierbar und erfiille die Cauchy-Riemann-

Gleichungen. Setze a := %(zo) und b = %( z0) und ¢ = a + ib. Dann gilt wegen der Cauchy-

Jf(20) = (Z Z)
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Wir rechnen mit h € C:

f(ZO‘i'h)—f(Zo)—(a _b>h ’

boa) | f(zo+h>—f<zO>—<h‘:‘f<zO+h)—f<zO>—<h
1] A h '
Und somit
Fleo+h) — f(e0) - (b _b> h
O I
f(z0 +h) — f(z0) — (a _b> h
= lim b ¢
h—0 17l
~ lim f(zo+h) — f(z0) — Ch
o h—0 h
N fim f(ZO'Fh)—f(Zo)—Ch‘
h—0 h
. (flzo+h) — f(20)
-l (= - )|
o flzo+h) = f(z0)
= (= jm I '
Also ist f in zg komplex differenzierbar mit f/(z) = . [

Im Beweis haben wir auch gesehen:

Zusatz 2.6. Voraussetzungen und Notation wie in Satz 2.5. Wenn (1) — oder die dazu dquivalente
Bedingung (2) — in Satz 2.5 gilt und wenn f'(z9) = a +1ib, a,b € R, dann folgt daraus:

a —b
Jf(z0) = < ) :
b a
Der Zusatz wurde so im wesentlichen auch gezeigt, aber aus Zeitgriinden in der Vorlesung nicht

explizit formuliert.

2.3 Folgerungen aus den Cauchy-Riemann-Gleichungen

Fr 25.10.

Der folgende Satz wird in der Vorlesung iibersprungen, da er als Ubungsaufgabe behandelt wird.
Satz 2.7. Sei Q ein Gebiet und f: Q — C holomorph. Dann sind folgende Aussagen dquivalent
(1) Ref ist konstant
(2) Im f ist konstant

(3) |f] ist konstant
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(4) f'(2) =0 fir alle z € Q.

(5) f ist konstant

Der Beweis ist ein Ubungsgaufgabe auf Ubungsblatt 3.
Beweis: (5) = (1), (5) = (2), (5) = (3), (5) = (4) ist klar.

Wir betrachten nun die folgenden Umformungen, die aufgrund der Cauchy-Riemann-Gleichungen

gelten: u = Re f, v = Im f.

_Ou Ov

C> f'(2) 5 (2) + Z%(Z)
ov Ou

= @(z) - Z@(z)
ou Ou

= g(z) - Z@(z)
_Ov Ov

= @(z) +Z%(z)

Hieraus ergibt sich:

(1) =firallez e Q:v(z) =0 = firalle z € Q: f'(z) =0 (4)
(2) = firallezeQ:v'(2) =0 = firalle z€ Q: f'(z) =0 (4)
(3) = u? + v? ist konstant

2%11—1—2%1} =0

=
2%%u +2%%0 =0

CR-GL. Guy+ 9y =0
—%u—&-%vzo
ou 5 Ou ,

— _— _— :O
81’“ +6‘x
0

— 2 —0oder || =u?+0v2=0
ox

Man zeigt g—; =0 oder |f|? = u? + v? = 0 analog. Wenn |f|? = 0 in einem Punkt gilt, so gilt dies
iiberall. Wir haben alsogezeigt, dass entweder (1) gilt oder f = 0 gilt. Insgesamt folgt (5).
(4) = firalleze€Q: Jf(z) =0 Ana 11 & sshed f ist konstant (5) ]

2.4 Beziehungen zwischen holomorphen Funktionen und konformen
Abbildungen

Der folgende Abschnitt kann in der Vorlesung aus Zeitgriinden nur stark gekiirzt behandelt werden.
Da wichtige elementare Fakten der Linearen Algebra nochmals wiederholt werden, wollen wir die

ausfithrliche Version im Skript belassen.

In der Mathematik wird das Wort ,konform“ zumeist im Sinne von ,winkeltreu“ benutzt.
Sind V' und W euklidische Vektorrdume, so nennt man eine lineare Abbildung h : V. — W
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konform, wenn sie Winkel erhélt; dies bedeutet h ist injektiv und fir alle X, Y € V' \ {0} gilt
UX,Y) = <(h(X), h(Y)).

Man zeigt im Rahmen der Linearen Algebra, dass es dann eine konstante A € R gibt, so dass
fir alle X, Y € V gilt
(h(X), h(Y)) = MX,Y).

Die Begriffe ,,konform“ und ,winkeltreu* werden aber auch fiir geeignete nicht-lineare Abbildungen
benutzt. Hierfiir miissen wir uns in einem Kontext befinden, in dem wir Winkel {iberhaupt defi-
nieren kénnen und in dem es Sinn ergibt, dass Abbildungen Winkel auf Winkel abbilden. Dies ist
zum Beispiel der Fall wenn wir Diffeomorphismen zwischen offenen Teilmengen euklidischer Vek-
torrdume betrachten. Diese vage angedeuteten Begrifflichkeiten sollen nun in zwei-dimensionalen

Réumen prézise eingefithrt werden.

Nun wollen wir zuniichst den Fall V = W = R? (mit dem Standard-Skalarprodukt) mit einer R-

linearen Abbildung h: R? — R? betrachten, und wir wollen wieder C mit R? wie folgt identifizieren:

C — R%

R
atib = <a>
b

Wiederholung aus der Linearen Algebra

h: C — C ist genau dann ein Gruppenhomomorphismus, wenn fiir alle z,w € C gilt
h(z +w) = h(z) + h(w).

h ist R-linear genau dann, wenn h ein Gruppenhomomorphismus ist und fiir alle z € C und fiir
alle A € R gilt:
h(Az) = Ah(z).

h ist C-linear genau dann, wenn h ein Gruppenhomomorphismus ist und fir alle z € C und fir
alle A € C gilt:
h(Az) = Ah(2).

Wir definieren

Fiir eine R-lineare Abbildung H: R? — R? sei A € R?*? die Matrix mit h(z) = A - z. Dann sind

dquivalent:

h ist C-linear

Vz € C=R?: h(iz) = ih(z) (Interpretation: z, h(z) € C)
Vz € C=R?: h(Iz) = Ih(z) (Interpretation: z, h8z) € R?)
Al = TA.

11y
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Lemma 2.8. Sei h: C — C R-linear, A € R?**? die zugehdérige Matriz. Dann sind dquivalent:
(1) h ist C-linear.
(2) Es existiert ein w € C, so dass fir alle z € C gilt: h(z) = wz.
(3) Fir alle z € C gilt h(iz) = ih(2).

(4) 1A = Al

a

—b
(5) FEs existieren a,b € R mit A = <Z >

Beweis: ,(1) <= (3) < (4)“ haben wir bereits gezeigt.

»(1) <= (2)“ wurde in der linearen Algebra gezeigt.

-1
»(4) < (5)* zeigen wir nun. Es sei A = @ und I = 0 . Dann ist
b d 1 0

AI: C —a
d —b

IA—<_b _d>.
a C

Also gilt AI = I A genau dann, wenn a = d und b = —c. [

und

ACHTUNG!. h: C — C ist C-linear. Es gilt detc h # detg h, denn:
—b

wenn h(z) = wz; w = a+ ib, dann ist detc h = w, detg h = (Z
a

) =a? + b = ww.
Lemma 2.9. Sei h: R2 — R? linear. Dann gelten folgende Aquivalenzen:

(a) h ist C-linear
<= (b) h ist Verkettung einer zentrischen Streckung (mit Zentrum 0) und einer Drehung (mit Zentrum 0)

< (c) h erhdlt die Winkel und die Orientierung.

Fiir das obige Lemma definieren wir: i erhélt die Winkel (oder h ist winkeltreu oder konform),
genau wenn h injektiv ist und falls <(z,y) = <(h(z), h(y)), wobei dies wiederum &quivalent zu
cos(z,y) = cos(h(x), h(y)) ist.

Sei h: R? — R? injektiv und R-linear. Dann gilt

e ) ist orientierungserhaltend genau dann, wenn detg A > 0.

e h ist orientierungsumkehrend genau dann, wenn detg i < 0.
Beweis von Lemma 2.9:

»(a) = (b)“ bereits oben bewiesen.
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»(b) = (a)“!%: Es sei A € R. Es gilt

hz) = A(cps(so) Sin(so)> _ (Ac9s<so> /\Sm(so)>
sin(p)  cos(p) Asin(p)  Acos(p)

»(b) = (c)“ ist klar.
»(c) = (a)*:

h(z) = A-z fir A€ R®2 A= (Z ;) .

Annahme: h ist winkeltreu und orientierungserhaltend mit det A > 0.

Zu zeigen: ¢ = —bund a = d.

— ac+bd=0

dLAZ0 J R <C>:>\-(_b)
d a

b))
()= ()

Weiter:

=
N a—+c 1 a—c
b+d b—d
= >+ -d*’=0
= a2 =N+ -2\ =0
— 1=+ =0
— A=1loder A=-1
—Ab
— detA=det " — A (a2 +b?)
b A ~——
>0
= A>0=A=1
=

=)

18Es wire eigentlich gar nicht nétig (b)) = (a) zu zeigen. Zur besseren Vorstellung wird diese Implikation hier
hinzugefiigt.
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Bemerkung 2.10. Man nennt h: R? — R? komplex anti-linear, falls A R-linear ist und
h(iz) = —ih(z)

gilt. Dann gilt also fiir alle z € C, A € C: h(\z) = A(2).

- b
h ist komplex anti-linear 4 <M:at>(h) Al =—-JA & da,beR: A= “ )

—a
<= h ist Verkettung einer Spiegelung mit einer zentrischen Streckung

<= h konform und orientierungsumkehrend ist

Definition 2.11. Sei f: Q C R? — R? differenzierbar (im Sinne der Analysis II) und offen,
so dass fir alle z € Q gilt: det Jf(z) # 0. Die Abbildung f ist winkeltreu oder konform,
falls fiir alle zo € Q die durch Jf(z9) € R?*? beschriebene lineare Abbildung konform ist. Die
Abbildung f ist orientierungserhaltend bzw. orientierungsumkehrend, falls f fir alle zg € Q

Jf(z0) € R?*2 orientierungserhaltend bzw. orientierungsumkehrend ist.

Abbildung 2.1: Beispiel einer winkeltreuen Abbildung.

Wir haben also gesehen:

Satz 2.12 (Satz tiber holomorphe und konforme Funktionen). Sei f: Q — C, Q offen in C, f
reell differenzierbar, wobei fir alle z € Q gilt: det Jf(z) # 0.

Dann sind dquivalent:
(1) f ist holomorph,
(2) f erfillt die Cauchy-Riemann-Gleichungen,
(3) fir alle z € Q ist Jf(z) : C — C komplez linear,
(4) f ist konform und orientierungserhaltend.

Bemerkungen 2.13.

(a) Ist zusitzlich f € C! und © zusammenhingend, dann ist f orientierungserhaltend genau

dann, wenn es ein zg € Q gibt mit detg Jf(z9) > 0.

(b) Wir machen oben nur Aussagen fiir den Fall, dass fiir alle z € Q gilt: det Jf(z) # 0.1 Ins-
besondere in Punkten z € Q mit Jf(z) = 0 ist eine mit der Literatur konsistente Definition

derzeit zu aufwindig.

9Dies war in der Vorlesung leider nicht so klar.
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(c) Ist f:Q — C reell differenzierbar und ist fiir alle z € Q die reelle Ableitung .J f(z) komplex
anti-linear, so nennt man f anti-holomorph. Unter den Voraussetzungen des Satzes gilt also

auch: f ist anti-holomorph genau dann, wenn f konform und orientierungsumkehrend ist.

2.5 Potenzreihen und analytische Funktionen
Wir wollen nun Satz 2.3 zeigen. Wir erinnern an die Definition der Potenzreihe:
o0
P(z) = Z ar(z — 20)"
k=0
mit ag, a1, - € Cund zy € C. Wir nehmen an, der Konvergenzradius R sei positiv.

Satz 2.3. P: Bg(z9) — C ist holomorph und
P'(z) = Zakk(z — z0)* L.
k=1

Der Konvergenzradius von P’ ist mindestens so grof8 wie der von P.

Im Beweis wenden wir die folgende Proposition an.

Wir betrachten eine offene Teilmenge U in R”, fi: U — R stetig und f: U — R. Konvergiert fi
gleichméBig gegen f, so folgt mit Analysis II, Kapitel 7, Satz 2.5, dass f stetig ist.

Nun stellt sich die Frage, ob aus f € C! auch f € C* folgt.

Proposition 2.1 aus Anhang A.2. Sei U eine offene Teilmenge im R™, f.: U — R € C! und
f: U — R. Wir definieren J fy, :== fi: U — RY>" = R"; dies sind stetige Funktionen. Es gelte

zudem:
(a) fr konvergiere gleichmafig gegen f
(b) Jfi konvergiere gleichmdfig gegen g: U — R™,

dann ist f € C' und es gilt
Jf=g.

Der Beweis der Proposition ist eine naheliegende Verallgemeinerung des Spezialfalls n = 1, den
wir in Analysis II, Kapitel 7, Theorem 3.3 betrachtet haben. Wir verweisen auf Anhang A.2 fiir

Details zum Beweis.

Beweis von Satz 2.3: Es sei n = 2, C = R? und U := B,.(z) fiir ein r € (0, R).

a;(z — 20).

fe(2) =

.
[en}
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Auf B, (zy) konvergiert fj, gleichméfig gegen P, ebenso konvergiert f; gleichméBig gegen

(o)
Z— Zjaj(z —z0) 7t
j=1

=:Q(2)

Es folgt aus fr komplex differenzierbar, dass fi auch reell differenzierbar ist und

_ (Refy —Imf;
I = <Im 1 Re f,é)

Dann folgt mit Proposition 2.1 aus Anhang A.2, dass P = limy_,~ fi reell differenzierbar ist.

Jp — limy, o Re f},  —limg_oo Im f},
© \limpoo Im ff limy_o0 Re f],

_ [(Re@ —Im@Q
~\ImQ  ReQ
Also erfiillt P die Cauchy-Riemann-Gleichungen und ist somit komplex differenzierbar:

P/(2) = ReQ(2) +iIm Q=) = Q(2).

Definition 2.14. Es sei K = R oder K = C. Sei Q offen in K. Eine Funktion f: Q — K heifit
tm Fall K = C analytisch oder komplex-analytisch oder im Fall K = R analytisch oder

reell-analytisch in zo € Q, falls es eine Potenzreihe Py, (2) = 3272 a5 (2 — 20)? mit ay, ; € K

mit Konvergenzradius R, > 0 und eine offene Umgebung U C Bg, (20) won zy gibt, so dass

f|U:PZo‘U'

Falls f in allen zg € Q (reell-/komplex-) analytisch ist, dann nennt man f (reell-/komplex-)

analytisch.??

Beispiele 2.15.

(1) Alle durch konvergente Potenzreihen gegebenen Funktionen sind analytisch (Beweis spéter,

Satz 2.17) 21

(2) Die Funktion
exp: C— C,

ist komplex-analytisch. Fiir 2y € C setze Py, (2) = 372, %(,Z")(z — 20)?. Dann gilt

exp(z) = exp(zo) exp(z — 2p) = Z eXI}(!ZO) (z — 20)

Jj=0

= P, (2).

20Dje Bedingung ,Es gibt eine offene Umgebung U C Br., (20) von zo mit fly = Pz|u* ist dquivalent zu ,es

existiert ein r € (0, Rz) mit flp, (2) = PzolB,(20)
21 An dieser Stelle habe ich in der Vorlesung leider einen Schritt iibersprungen.
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Analog zeigt man, dass z — exp(iz) und z — exp(—iz) auf C komplex-analytisch ist.
Dann sind auch cos z = (exp(iz) + exp(—iz))/2 und sin z = (exp(iz) — exp(—iz))/(2¢) auf C

komplex-analytisch. 22
(3) Aus f komplex-analytisch, folgt dass Re fjr und Img reell-analytisch sind.

(4) Eine Potenzreihe mit reellen Koeffizienten ist auch eine Potenzreihe mit komplexen Ko-
effizienten. Deswegen kann eine reell-analytische Funktion lokal immer zu einer komplex-
analytischen erweitert werden. Wir werden sehen: um reell-analytische Funktionen richtig

zu verstehen, sollte man zunéchst diese komplex-analytischen Erweiterungen verstehen.

Sei K = R oder K = C. Dann sind K-analytische Funktionen unendlich oft K-differenzierbar (und

damit insbesondere auch glatt, also im reellen Sinn unendlich oft differenzierbar). Angenommen:

flu = Pelo =Y a2 5(z = 20)7 .

=0
Dann haben wir:
fluu = Pylv=> axy;(z—2)
=0

f(Zo) = 0' azO,O

fl(Zo) = 1' (le,l

f”(Zo) = 2' (IZO’Q

f(g) = E! G/Z[),é

Also ist Y277 az,,j(2 — 20)7 die Taylorreihe von f in z.

Die Funktion f ist K-analytisch genau dann, wenn f unendlich oft K-differenzierbar ist und in

jedem Punkt durch die Taylorreihe dargestellt wird.

Bemerkung 2.16.

(1) Fir K =R gilt:
reell-analytisch = glatt = differenzierbar.

(2) Die Umkehrungen gelten nicht:
(a)

f: R—=>R,
x2 x>0
r— x|z =
22 <0

ist differenzierbar, aber nicht in C?, also auch nicht glatt.

22Wie in der Vorlesung erwéhnt, ist der Tangens auf dem Definitionsbereich ebenfalls analytisch, dies ist aber noch
nicht fir Sie ersichtlich. Hierzu bendtigen wir, dass der Quotient analytischer Funktionen auf dem Definitions-
bereich wieder analytisch ist.
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11 f(=)

—1+

Abbildung 2.2: Der Graph der Funktion f in Bemerkung 2.16 (2) (a).

g()

0.3+

0.2 1

0.1+

_1 —0.5

Abbildung 2.3: Der Graph der Funktion g in Bemerkung 2.16 (2) (b).

0 firxz <0
gle)y=¢
e"z firx>0
ist glatt?3. Die Taylorreihe in 0 ist Z;io 0- 27, also ist f nicht analytisch.

(3) Wir werden sehen, dass im Fall K = C gilt:
analytisch <= glatt <= holomorph.
Satz 2.17 (Anderung des Entwicklungspunkts). Sei P(z) = Z;io aj(z — 20)7 eine Potenzreihe
mit Entwicklungspunkt zo und mit Konvergenzradius ro > 0. Fir jedes z1 € By,(z0) gibt es

eine Potenzreihe Q(z) = Z(;io bj(z — z1)7 mit Entwicklungspunkt z; und mit Konvergenzradius

>ry =19 — |20 — 21| >0, so dass

Q(z) = P(») Vz € By, (z1).

23Uberlegen Sie mal wieso, hilfreiche Ubung!
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Abbildung 2.4: Abbildung zum Satz 2.17. Der gestreifte orangene Kreis deutet an, dass der Po-
tenzradius in z; grofer als rq sein kann.

Beweis: Sei 0.B.d.A. z5 = 0?*. Wir wollen zeigen, dass die Taylor-Reihe von P mit Entwick-
lungspunkt z; auf B, (z1) konvergiert und dass der Wert der Taylor-Reihe auf diesem Ball mit P

iubereinstimmt.

Fir k € N definieren wir Py,(2) := 372, (k;j)!akﬂ- -27. Die Potenzreihe Pj, ist die k-te Ableitung

von P, und deswegen ist der Konvergenzradius von Py mindestens ro. (Man kann sogar zeigen,

dass er gleich rq ist.??)

Damit folgt: Py(z) konvergiert fir |z| < ro.

Zu z1 € By, (20) wihle r mit |z1| < 7 < 79.%% Die Reihe >, P’“(Zl)(r — |21])¥ wird majorisiert
durch
o] o0
(k + 1
S (S B i ) ) 23 ol <
k=0 ;=0 n=0

Py (=
Z\ k}i!l)\

wobei bei (1) der Cauchysche Doppelreihensatz (Satz 3.1 aus Anhang A.3) 27 und die binomische

24 Ansonsten verschiebe alles um zg.
25Um die Konvergenzradien zu bestimmen, kann man rechnen:

. 1 _J ) ]
limsup {/|ak4;| = limsup(|a;1x|7)7+F = limsup 7*X/|a; x| = limsup {/|a;|
j Jj—oo j—o0 Jj—o0

J—ro0

(k + 5)!
4!

={/G+DG+2)...(G+hk)

G TR
—_—— =

n—oo n— oo

—1 —1

(k) .
lim sup (+%])|aj\ = limsup {/|a;|
Jj—o0 ]!

261n der Vorlesung stand hier zunichst r < rg, dann r < ry, korrekt ist aber das, was oben steht! Entschuldigung.
Obige Bedinung impliziert dann 0 < r — |z1| < r1 und jede Zahl p € (0,71) erhdlt man in der Form r — |21].

2"Der Cauchysche Doppelreihen-Satz ist etwas allgemeiner als der Satz vom Cauchy-Produkt (Analysis I, Kap. 3,
Kor. 2.37). Wir verwenden diese stdrkere Version, die sich sehr dhnlich beweist. Details siche Anhang A.3.

sieht man
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Formel

n
n i iy
= ((r = |2]) + )" = ( .)lzﬂ(r = la)*™
0 J
J
angewandt wird. Also ist ihr Konvergenzradius > rq = ro — |2o|. Die Reihe .7 P"(zl)( —z1)*,
hat denselben Konvergenzradius, das heifit sie konvergiert insbesondere fiir alle z € B, (z1). Es

gilt fir |z — 21| < r1:

[e’e) Pk(21 oo 00 ]C+]
> ) =) ) T anE (e - a)t
k=0 k:OJO

@ Z anz™ = P(2),
n=0

wobei bei (2) zum einen wieder der Cauchysche Doppelreihensatz (Satz 3.1 aus Anhang A.3

angewandt wird und die Gleichheit wie folgt gilt:

P () ) =S (T.‘)z{(z—zl)n-j.

=0\
|
Wir haben sogar eine Moglichkeit erhalten, die Koeffizienten von @ zu berechnen:
Pk (Zl)
b = o (2.4)

Es folgt direkt:

Korollar 2.18 (Potenzreihen sind analytisch). Potenzreihen sind auf dem Konvergenzgebiet®s

analytisch.

Berechnungen mit konvergenten Potenzreihen

Im folgenden sei wieder K = R oder K = C. Seien P(2) = ;2 a;2/ und Q(2) = 372 b;2/

Potenzreihen mit Konvergenzradius > p > 0.

Summe und Differenz.

diola; + bj)z? konvergiert auf B,(0) gegen P(z) + Q(2).
Produkte.

cp = E?:o a;bi,—j. Der Satz vom Cauchy-Produkt (Analysis I, Kap. 3, Kor. 2.37 oder Korollar 3.2
aus Anhang A.3) — oder alternativ der allgemeinere Cauchysche Doppelreihen-Satz (Satz 3.1 aus
Anhang A.3) - liefert: 377 c;27 konvergiert auf B,(0) gegen P(z) - Q(2).

Kehrwert.

Falls P(0) = ag # 0, dann gibt es ein r € (0, p] mit z — B,.(0) — K glatt (bekannt)

_1
P(z)’

28Unter Konvergenzgebiet verstehen wir die Menge By (2g), wobei 2o der Entwicklungspunkt der Potenzreihe und
r der Konvergenzradius der Potenzreihe ist.
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und sogar analytisch (Korollar 2.22) und konvergiert auf B.(0) C B,(0) fiir ein ¢ > 0. Der

Konvegenzradius der Potenzreihe z — ﬁ ist also positiv. 29
Wir schreiben ﬁ =720 dj2’. Dann gilt
140-240-224+...=1= ! P(2)
(S (o)
j=0 =0
0o k
=>. (Z(dﬂk—j)z )
k=0  j=0
Weiter folgt mit der Produktformel:
1 = doa()
0 = doa1 + d1a0
0 = doag + d1a1 + dgao
0 = doag +diag—1+---+drag

Daraus ergeben sich die folgenden Formelm zur rekursiven Berechnung der dy:

1
dy = —
ag
dy = i(—da)
1 = a0 0a1
1
dy = —(—dpaz —diay)
ag
.1
dk+1 = %(7doak+1 i dkal)

Also kann man die Koeffizienten von ﬁ iterativ aus den Koeffizienten von P(z) berechnen.

Beispiel 2.19. K = R oder K = C. Wir betrachten die Polynomfunktion z — 1 — 2 als
Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zp = 0. Dies Potenzreihe konvergiert offensichtlich auf K.
Der Konvergenzradius ist also co. Der Kehrwert ist auf einer Umgebung der 0 als Potenzreihe
Z;io djzj gegeben und wir erhalten wegen ag = 1, a; = —1, 0 = as = agz = ..., die Gleichungen
do =1, dps1 = 2(—=dy - (—1)) = di, also

1 o0
22— =9 2.
1—=2 jgo

29Es kann durchaus vorkommen, dass € < p. Da wir wissen, dass der Konvergenzradius von 1/P(z) mindestens ¢
ist, wissen wir im allgemeinen nicht mehr als seine Positivitét.
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Diese Potenzreihe hat Konvergenzradius 1, also hat sich der Konvergenzradius verkleinert.

Quotienten.
Ergibt sich direkt aus Produkt und Kehrwert.
Verkettung von konvergenten Potenzreihen.

Seien P(z) = Z;io a;jzd und Q(z) = Z;)io b;zJ Potenzreihen mit by = 0, mit Konvergenzradien

rp >0 und 7 > 0. Es gibt dann eine reelle Zahl p > 0 mit 3322, |b;|p? < rp. Fir [2] < p gilt

Q) <Y Ibyllzl <rp

Jj=1

Also ist P(Q(z)) wohldefiniert.

P(Q(2)) ag+ay(brz4+boz? +...) +ag(brz +bp2® 4+ ...)% + ...

—

*

= ag+ (albl)z + (a1b2 + agb%)z2 + (CL1b3 + 2a9b1bg + agb‘;’)zs +...

~

Umordnen (x) ist erlaubt, da

Jaol + la ([eallz] + bl 4 ) + laal(lbi] ) = D lagl (3 el J2I° ) < 00 (2.5)
j=0 =1 <p

<rp

Hierbei verwenden wir eine Modifikation des Umordnungssatzes, sieche Anhang A.3 Satz 3.3.

Satz 2.20 (Verkettung von Potenzreihen). Seien P(z) = Z;?io aj(z—20)7 und Q(z) = Z?io b;(z—
21)? zwei Potenzreihen mit Koeffizienten in K und mit Konvergenzradien rp > 0 und rg > 0. Sei
weiter by = zo. Dann gibt es eine Potenzreihe R(z) = Z;io cj(z — z1)7 mit 90 Konvergenzradius
> pi=sup{p > 0| 3372, |bjlp’ < rp}, s0 dass P o Q(2) = R(2) fir alle z € By(z1), co = ao,
c1 = a1by, co = arby + ash?, c3 = aybz + 2azb1bs + +azb3, .. ..

Beweis: Im Fall zyp = 0 = 2; = by haben wir es oben gezeigt. Der allgemein Fall folgt durch

Verschieben. n

Es folgt direkt:

Korollar 2.21 (Verkettung analytischer Funktionen). Die Verkettung analytischer Funktionen

ist ebenfalls analytisch.

Korollar 2.22 (Kehrwerte analytischer Funktionen sind analytisch). Fs sei Q offen in K und f
eine analytische Funktion f: Q — K. Dann ist Q\ f~1(0) = K, z — 1/f(2) analytisch.

Beweis von Korollar 2.22: Wir behaupten, dass C \ {0} Ly € mit 2 — L analytisch ist. Aus
der Behauptung folgt dann Korollar 2.22, denn wir wissen ja auf Grund von Satz 2.20, dass die
Verkettung der analytischen Funktionen h und f wieder analytisch ist, h(f(z)) = 1/f(z).

30Das hier konstruierte p ist also die eindeutige Lésung von Z;‘;l |bj |7 = rp, eine einfachere Charakterisierung,
die allerdings im folgenden nicht benétigt wird.
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Beweis der Behauptung:
Wir rechnen h(z) = 2, h®)(z) = (=1)#klz=(+1) Man muss zeigen, dass

2 R (w
% - th( 0)(2*100)]6

k!
k=0
e}
= > (Dfuwg "z —wo)*
k=0

auf einer Umgebung von wy € C\ {0} gilt.

Z(_l)kwakfl(z_wo)k — wiozqk

k=0 k=0

—~

~—
—_
—_

wobei ¢ = —=7%% mit |z — wo| < |wo| und bei (1) die geometrische Reihe verwendet wird. ]

Umbkehrfunktionen.

Falls f : Q@ — K analytisch mit f(z9) # 0 ist, dann besitzt f eine lokale Umkehrfunkti-
on. Das heifit: es existiert eine offene Umgebung U von zg in €2, so dass f|y injektiv ist und
(flo)~t: f(U) — U analytisch ist.

Beweis: 3! Zuniichst reicht es, den Fall K = C zu betrachten, denn reelle Potenzreihen kénnen auf
C erweitert werden. Die reelle analytische Umkehr-Funktion erhdlt man dann durch Restriktion

der komplexen Umkehrfunktion auf reelle Argumente.

Sei also nun K = C. Der Beweis nutzt die noch nicht bewiesene Aussage, dass holomorphe Funk-

tionen analytisch sind.3?

Da f analytisch ist, ist f beliebig oft im komplexen Sinn differenzierbar. Insbesondere ist auch
f': Q — C stetig. Eine Aufgabe auf Ubungsblatt 4 besagt nun, dass es eine offene Umgebung U
von zg in § gibt, so dass f|y injektiv ist und (f|y)~t: f(U) — U holomorph ist. Sobald wir
gezeigt haben, dass holomorphe Funktionen analytisch sind, ist somit auch die Umkehrfunktion

analytisch.

Beweis der Ubunsgaufgabe. Die Bedingung f’(zo) # 0 impliziert, dass Jf(z9) € R?*? invertierbar
ist. Da f’ stetig ist, ist f im reellen Sinn stetig differenzierbar. Aus dem lokalen Umkehrsatz folgt
die Existenz einer Umgebung U von zg, so f|y injektiv ist und g := (f|y)~*: f(U) — U reell
differenzierbar ist. Es folgt fiir alle z € U: Jg(f(z)) - Jf(2) = 1z. Aus der komplexen Linearitét
von J f(z) (Cauchy-Riemann-Gleichungen) folgt also die komplexen Linearitét von Jg(f(2)). So-

mit erfiillt auch g die Cauchy-Riemann-Gleichungen, ist also auch holomorph. [

31Dieser Beweis wurde in der Vorlesung iibersprungen.
32Wir diirfen diese Aussage also vorldufig nicht im Aufbau der Vorlesung nutzen!
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Die Koeffizienten der lokalen Umkehrfunktion konnen wir nun mit Satz 2.20 berechnet werden.
Wir schreiben lokal

)= ai(z==)  [H2) =D bi(z— f(z0))
=0 =0

Man wendet den Satz nun entweder fiir fo f~1(2) = z oder f~1o f(z) = 2 an und erhilt dann zum
Beispiel by = zg, 1 = a1by, 0 = a1bs + azb?, 0 = arbs + 2asbibs + azbi, ..., was induktiv Formeln
fir alle b, liefert. Man kann so endlich viele Koeffizienten gut berechnen. Mir ist aber keine in der
Praxis gut nutzbare Formel bekannt, die alle Koeffizienten auf einmal beschreibt, ohne dass man
zur Berechnung mit kombinatorische Problemen konfrontiert wird. Fiir spezielle Koeffizienten a;
kann man aber eventuell mit guten , Tricks* zu den Koeffizienten b; kommen, wie z. B. in Aufgabe
4 von Ubungsblatt 4.

Zusammenfassung:.
Aus f, g analytisch folgt:
e f + g analytisch
e f - g analytisch

e - analytisch

1
!

° g analytisch

e fog analytisch

e f~!analytisch (noch nicht vollstindig gezeigt)

Di 5.11. wobei man die Koeffizienten aus den Koeffizienten von f und g erhélt.

Identitatssatze

Satz 2.23 (Identititssatz fiir Potenzreihen). Sei P(2) = Y 72 a;27 eine reelle oder komplexe

Potenzreihe mit Konvergenzradius v > 0. Dann sind dquivalent:
(1) P =0 auf B,(0).
(2) PY(0) =0 fiir alle k € N (P verschwindet in 0 von Ordnung o)
(3) ar =0 fir allek e N

(4) Es gibt z, € Br(0)\ {0} mit lim,_ o0 2n, = 0 und P(z,) = 0. In anderen Worten: 0 ist
Hdiufungspunkt von P~1({0}).

Beweis: (1) = (2) < (3) = (1) = (4) ist alles klar.
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Bleibt also zu zeigen, dass (4) auch (1) impliziert.

z =
P(z,)
0= lim (2n) :Zaj( lim z,)’ "' =
n—oo  Z, = n—o00
=0
: P(Z ) = j—k
0= Jim, =g = > asl lim =)™ =

Hierbei haben wir bei (x) die Stetigkeit von Potenzreihen benutzt. Es folgt (3) und somit auch (1).m

Wiederholung: Q2 C C ist genau dann ein Gebiet, wenn 2 zusammenhéngend, offen und nicht leer

ist.
Satz 2.24 (Identitatssatz fiir analytische Funktionen). Sei Q C C ein Gebiet in C im Fall K = C,
sei Q C R ein offenes Intervall im Fall K = R. Sei f: Q — K analytisch. Dann sind dquivalent:
(1) f=0
(2) Es existiert ein zg € 2, so dass 0 = f(z0) = f'(20) = f"(20) = ....
(3) Es gibt ein H C Q mit mindestens einem Hiufungspunkt in Q, so dass fijg = 0. (< f71(0)
besitzt einen Haufungspunkt in Q.)
Beweis: (1)=- (2) ist klar. (1) = (3) ist klar mit H := Q.

Es gelte (2) oder (3). Fiir (3) sei zg € Q ein Haufungspunkt von H, nach Voraussetzung gilt
fig = 0. Fiir (2) und (3) verschwindet dann — aufgrund des Identitdtssatzes fiir Potenzreihen — die
Funktion f auf einer Umgebung von 2. Das heifit, es existiert ein € > 0: f|p_(z,) = 0. Definiere

nun

U :={z € Q| f verschwindet auf einer Umgebung von z}
{zeQ0=f(z)=f(2)=f"(s)=...}
= 7o) n(MHHoH N

——

{z€Qlf(2)=0}

= {ze2l/V@==0

=0,

Satz 2.23

£G))=1({0}) abgeschlossen in
Also ist U abgeschlossen in €. Aus dem oben Gezeigten folgt zo € U.

U ist auch offen: sei z € U, dann existiert ein ¢ > 0 : f|p_ ;) = 0. Also fiir alle w € B.(2) :
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f1B. jyjw) = 0. Alsow € U.
2.24

Wir haben somit B.(z) C U. Deswegen ist U offen und abgeschlossen in Q. Da € zusammenhén-
gend ist, folgt Q =U. [

Korollar 2.25. Angenommen f,g: Q — K analytisch, Q Gebiet, z,, 200 € (2.

e Angenommen es gilt fir alle k € N : f®)(z0) = g (20). Dann folgt mit Satz 2.2/ auch
f=g.

o FEuzistiert eine Folge (zp)nen Mit Zn = Zoo, Zn # Zoos f(2n) = g(2n). Dann folgt: f = g.

Bemerkung 2.26. Aber es gibt analytische Funktionen f: Q; — C, g: Qs — C, sodass (f — g)
auf einer Umgebung von zg verschwindet, aber (f — ¢)|a,nq, # 0, siehe Beispiel 2.32 (3).

Wir erhalten auch hieraus:

Bemerkung (Prinzip der analytischen Fortsetzung). Angenommen () ist ein Gebiet in K, U
eine offene Teilmenge von €2 und f : U — K analytisch. Dann gibt es héchstens eine analytische
Fortsetzung auf €, das heifit, es gibt hochstens eine analytische Funktion F': Q — K mit F|y =
f-Wir haben aber noch keine Kriterien gesehen, mit denen wir im allgemeinen entscheiden kénnen,

ob solch ein F' existiert.

Satz 2.27. Q Gebiet, K = C, Q ein offenes Intervall (K = R). f: Q — K analytisch, f # 0.
Dann ist f~1(0) = {z € Q| f(z) =0} diskret.

Wiederholung: A C C diskret genau dann, wenn die von K induzierte Topologie auf A die diskrete

Topologie ist. Dies ist genau dann, wenn fir alle z € A eine > 0 existiert, so dass B:(z)NA = {z}.

Beweis: Angenommen f~!(0) ist nicht diskret. Dann existiert ein 2 € f~1(0), so dass {z} nicht
offen in f~1(0) ist. Dies impliziert: fiir alle n € N existiert ein z,, € (B1(2)\{z})N F71(0). Somit
Zn # 2t |2 — 2| < £ — 0. Daraus folgt, dass z ein Hiufungspunkt von f~'(0) ist. Mit Satz 2.24
folgt f = 0. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme. [

Folgerung 2.28. Sei ) ein Gebiet in C. Sei K C ) eine kompakte Teilmenge. Weiter sei f: Q —
C analytisch mit f # 0. Dann ist f~1(0) N K endlich.

Denn f1(0) ist diskret und abgeschlossen in Q.
(0) N K ist diskret und abgeschlossen in K.

= f71(0)
= f71(0) N K ist kompakt und diskret.
= f71(0) N K ist endlich, denn kompakte diskrete Mengen sind endlich.

2.6 Die komplexe Exponentialfunktion und die ,,Logarithmusfunktion*

Exponentialfunktion.
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Im(z)

Abbildung 2.5: Veranschaulichung von z = r - ’%.

Wir betrachten die Polardarstellung von z € C\ {0}:
z=re" =rcosp+rising mit r € R, r=|z|,

r ist der Betrag von z, ¢ € R und ¢ = arg z heifit Argument von z.

Das Argument ¢ ist nicht eindeutig, also ist auch arg z im Allgemeinen nicht eindeutig, sondern

nur bis auf Vielfache von 2, definiert.
Die Exponentialfunktion ist C — C, z — Z;io %zf =:expz = e”.
Eigenschaften 2.29.

(1) (4 exp ) () = exp(2)

(2) Mit dem Satz vom Cauchy-Produkt (Analysis I, Kap. 3, Kor. 2.37 oder Korollar 3.2 aus
Anhang A.3) haben wir gesehen: exp(z + w) = (exp(z))(exp(w))

(3) exp(z) - exp(—z) = 1, also ist exp(z) # 0. Es folgt: exp(C) C C\ {0}.
Andererseits definieren wir fiir w € C\ {0}: z := log|w| + i - argw

— % = 6loglw\ . elargw — |w‘ez~argw = w.

Also exp(C) =C\ {0}.

(4) € =1 <= z = 2min mit n € Z.

Denn sei e* =1, z = x + iy, dann folgt daraus
efl=1 = || =e"||e?| =1,
~—
=1
wobei wir nutzten: |e¥|? = eWe™ W =0 = 1.
Es gilt also: z = 0 und man muss noch zeigen: y = 27n

1 =e" =cosy +isiny = cosy = 1, siny = 0. Also: y € 27Z.

Logarithmus.

Lose ¢ = w, w # 0. € = w <= 2z = log |w| + i arg w, wobei arg w bis auf 27Z eindeutig bestimmt
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ist.

Definition 2.30. Die Logarithmus-,,Funktion* ist die Relation
log: C\ {0} = C

w — log |w| + i arg w,

wobei argw bis auf 2rZ eindeutig bestimmt ist. 3> Man redet in diesem Zusammenhang oft von
svieldeutigen Funktionen® Man kann es auch als eine wohldefinierte Funktion mit log: C\ {0} —
C/(2miZ) ansehen. Um maoglichst praizise zu bleiben, arbeiten wir aber nicht mit diesem Konzept der
vieldeutigen Funktionen; wir wollen gar nicht ndher diskutieren, was die Logarithmus-, Funktion®
nun wirklich ist, sondern mit dem folgenden Konzept des Zweiges der Logarithmus-Funktion ar-
beiten: Ist Q C C\ {0} ein Gebiet und £: Q — C eine stetige Funktion mit exp(€(z)) = z fiir alle

z € Q, dann nennt man £ einen Zweig der Logarithmusfunktion.%
ACHTUNG!. Ist{: Q — C ein Zweig der Logarithmusfunktion, dann ist auch £+ 2mi ein Zweig
der Logarithmusfunktion. Die Zweige sind also keineswegs eindeutig.

Spezialfall:

Log: 2 =C\R<y—C
Log w = log |w| + i argw
—m<argw < m
ist der Hauptwert des Logarithmus oder der Hauptzweig des Logarithmus.
Lemma 2.31. Sind f,g: Q@ — C Zweige der Logarithmusfunktion, dann existiert ein n € Z fiir

alle z € Q, so dass f(z) = g(z) + 2min.

Beweis:
2 = el (?) = ¢9(2)

33Der Begriff ,,Logarithmusfunktion® ist historisch gewachsen und etwas problematisch. Strikt in der Sprache, die
wir in Analysis I eingefiihrt haben, ist damit die Relation {(exp z,2) € C? | z € C} = {(w, |w| + iargw) € C2 |
w € C\ {0}, argw ist irgendein Argument von w} gemeint. Diese Relation ist aber nicht funktional.

34Zweige der Logarithmusfunktion sind Funktionen im klassischen Sinn, keine ,vieldeutigen“ Funktionen.
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N

wWo @

Abbildung 2.6: Zu Beispiel 2.32. Alles auler dem negativen Teil der reellen Achse (orange gewellt)

ist der Definitionsbereich von Log. Der Definitionsbereich von Log aus (1) ist die
schwarze Kreisscheibe. Die rote und griine Kreisscheibe sind die Definitionsbereiche
eines Zweigs der Logarithmusfunktion wie in (2) fiir zwei verschiedene w € C\ {0}.

) —

= f(z) —g(2) € 2miZ = 2mwin | n € Z} .

Wir definieren A := {f(2) — g(z) | z € Q}. Als Bild der zusammenhangenden Menge {2 unter einer
—_—

stetig in z

stetigen Funktion ist A zusammenhéingend 3° und A C 27iZ ist diskret. Diskrete, zusammenhén-

gende Mengen bestehen nur aus einem Punkt. Also existiert ein n € Z, so dass A = {2win}. =

Beispiel 2.32. Potenzreihen als Zweige der Logarithmusfunktion

(1) Fiir |z| < 1 definiere
1)n+1

Log(1+ z) = Z (_Tz"
n=1

mit ch\)é: By(1) — C, 1+ 0. Aufgabe 4 auf Ubungsblatt 4 impliziert: IjE)Tg ist ein Zweig der

Logarithmusfunktion. Deswegen

Log|p, 1) = T:Z)Tg—i- 2min
Log(1) = 0 = Log(1)
— n = 0
— Log|p,1y = Log

35() ist ein Gebiet, da wir Zweige der Logarithmusfunktionen nur auf Gebieten definiert haben. Damit ist
insbesondere zusammenhingend.
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Abbildung 2.7: Beispiel Zweige der Logarithmusfunktion.

(2) we C\ {0}, w=|wle”” mit z € B,|(w) <= £ € Bi(1),

w

L\w|,4p: B‘w|(w) — (C,
o
71 n+1
Y %
n=1

= Log(%)

- 1) + log |w| + ip

/N

z
w

ist ein Zweig der Logarithmusfunktion, denn

XP(Liutp(2)) = [exp (Log( =) )| -l -4

sw

(3) Beispiel zur Bemerkung 2.26: Wir betrachten den Fall w = —1 = 1e*™. Dann ist Liq:Q =
B;(—1) — C ein Zweig der Logarithmus-Funktion, der auf By(—1)N{z | Imz > 0} mit dem
Hauptzweig Log : Qg := C\ R<g — C iibereinstimmt. Auf B;(—1)N{z | Imz < 0} gilt aber
Ly =L _x + 27 = Log +-2mi.

Aus dem Beispiel folgt, dass es zu jedem w € C\ {0} einen Zweig £: B),,|(w) — C gibt, der analy-
tisch ist. Da Zweige der Logarithmusfunktion lokal sich nur um Vielfache von 27i unterscheiden,
sieht man dadurch, dass alle Zweige der Logarithmusfunktion analytisch sind. (Man sieht dies

auch dadurch, dass Umkehrfunktionen analytischer Funktionen analytisch sind.)
Anmerkung zu der Notation.

Wir verwenden log sowohl fiir den reellen (natiirlichen) Logarithmus log : R<o — R zur Basis e, als
auch fiir die vieldeutige komplexe Logarithmus-Funktion (hier gibt es selten Missverstandnisse,
da wir letztere zu vermeiden versuchen). Log bezeichnet den Hauptwert des Logarithmus. Die
Bezeichnungen ITOTg, Ljy|,, und dergleichen hatten nur lokale Bedeutung und werden so nicht

mehr regelméfig benutzt.

Im Allgemeinen gilt nicht
Log(a - b) # Loga + Logb.
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Beispiel:

Log () = 22?%
Log (64?) = Log(efzgr) = —?
Also: Log (e2§i -e2§i) = —? #+ Log (e2§i) + Log (ezéri) = le?ﬂ

Sei £: Q@ — C ein Zweig der Logarithmus-Funktion, es gilt also exp(¢(z)) = z. Durch Ableiten

unter Verwendung der Kettenregel erhalten wir

(exp/(£(2))) U'(2) = 1
1 1
—t gl = = —
)= o)
Korollar 2.33. Jeder Zweig £ : Q — C der Logarithmus-Funktion ist holomorph und es gilt
(z) =1

z

3 Der Cauchysche Integralsatz und Anwendungen

3.1 Motivation

In der reellen Analysis haben wir gesehen, dass stetige Funktionen integrierbar sind und deswegen
hat jede stetig Funktion eine (reelle) Stammfunktion: man gewinnt sie durch Integration und sieht
mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, dass es tatsédchlich eine Stammfunktion

ist.

In der komplexen Analysis findet man viele stetige Funktionen, die keine Stammfunktion besitzen.
Man sieht zum Beispiel, dass C — C, z — |z| € R keine (komplexe) Stammfunktion besitzt, nicht

einmal auf kleinen offenen Mengen. Wir werden bald Methoden haben, um dies einfach zu zeigen.
36

Es stellt sich nun die Frage, wann Funktionen der Form f : Q — C, © Gebiet in C, Stammfunk-

tionen besitzen.

Eng damit verbunden ist die Frage: Sei 2 ein Gebiet in C und f: 2 — C holomorph. Seien
Y1,72: [a, b] = Q stiickweise stetig differenzierbare Kurven mit v1(a) = va(a), 71(b) = v2(b). Gilt
dann auch [ f(z)dz = [ f(2)dz?

Antwort.

36 Alternativ geben wir hier einen elementaren Beweis an: angenommen, es existiert eine holomorphe Funktion
F : Be(w) = C, Be(w) C C mit F'(z) = |z|. Wegen

OReF _9ImF
dy Oz
ist F von der Form u(z) + iv(y) fiir reell-wertige Funktionen u und v. Aus du/0z(z) = Ov/dy(y) fir alle

(z + iy) € Be(w) folgt die Existenz einer Konstante ¢ € R mit du/dx = 0v/dy = c, also |z| = c konstant.
Widerspruch.

0=1Im F'(z) =
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Abbildung 3.1: Bild zum Beispiel 71 (¢) = ™ und yo(t) = e~ ™.

Im allgemeinen Nein, aber unter geeigneten Voraussetzungen ist es wahr.
Beispiel zu Nein.

Betrachte die holomorphe Funktion f: C\{0} — C, f(z) = %, und die beiden Kurven ; (t) = e™
und 2 (t) = e~ ™ fiir ¢t € [0, 1]. Es gilt

Das Integral hingt also vom Weg ab.

3.2 Stammfunktionen

Man nennt F eine Stammfunktion von f, falls F' = f.

Lemma 3.1. Angenommen F: Q — C ist holomorph, f = F': Q — C stetig, v: [a,b] — Q
stiickweise C*. Dann ist fﬂ/ f(z)dz = F(y(b)) — F(v(a)).

Beweis:
b
/ f(2)dz = / (FO (1)) (1)t

b
~ [ POy i
a S———
FF(®)

= F((0) = F(v(a))

Dann héngt fv f(2)dz nur von F,~(a),v(b) ab.
Beispiele 3.2.
(1) f=weC F(z)=w-z [ wdz=w(y() —(a))

(2) F(2) = w(z = 20), F(2) = 3u(z = 20)%, [, w(z = 20) dz = Jw((1(b) = 20)% = (v(a) = 20)%)
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(3) [or(woz +wi)dz = 0, wenn R der Rand eines Rechteckes ist.

Mit Hilfe von Bemerkung 1.23 kann man Satz 1.20 in eine Aussage tiber komplexe Kurvenintegrale

und komplexe Stammfunktionen tibersetzen:

Satz 3.3 (Wegunabhingigkeit komplexer Kurvenintegrale). Sei Q C C ein Gebiet und f: Q@ — C

stetig. Dann sind dquivalent
(1) f besitzt eine Stammfunktion, das heifit f = F' fiir eine differenzierbare Funktion F : Q — R.

(2) Ist v eine geschlossene stiickweise-Ct-Kurve in 2, dann gilt

Lf(z) dz =0.

(3) Sind v und 4 stickweise-C*-Kurven in € mit gleichem Anfangs- und Endpunkt, dann gilt

Lf(z) dz:Af(z) ds

In anderen Worten: Kurvenintegrale von f hdngen nur von den Endpunkten ab.

Ist f eine Ct-Funktion im reellen Sinn, so folgen aus (1), (2) oder (3) die Cauchy-Riemann-

Gleichungen:

(4)

ORe f _ OImf

8.@ ( 0) - ay (ZO)
ORe f B Olm f

8y ( 0) - _aT( 0)

Ist zusatzlich Q2 sternformig (oder allgemein einfach zusammenhdingend), so ist (4) sogar dquivalent
zu (1) (bzw. zu (2) bzw. zu (3)).

Die Funktion F in (1) ist dann natiirlich immer sogar stetig differenzierbar. Ist f reell stetig

differenzierbar, so ist bereits bekannt, dass (4) dquivalent zur Holomorphie von f ist.

Der Beweis des Satzes ergibt sich direkt aus Satz 1.20 durch Anpassen an die komplexe Situation.
Wir betrachten wie in (1.6)

Y:Qo R, Y(2)=Ref(2),~Imf(2)"
Z:Q > R% Z(z) = (Im f(2),Re f(z))T

und dann ergibt sich direkt aus Satz 1.20 die Aquivalenz von (1), (2) und (3). Die Gleichung in
(4) in Satz 1.20 iibersetzt sich direkt in die Cauchy-Riemann-Gleichungen (4).

Eine detailiertere Ausfithrung von Rechnungen, die eigentlich jetzt jetzt schon klar sein sollten,

zur Ergdnzung noch in Anhang B.1.

Korollar 3.4 (Cauchyscher Integralsatz fiir (komplex) stetig differenzierbare Funktionen). Sei
sternformig, f: Q — C holomorph und f': Q — C stetig. Seien v1,7y2: [a,b] — Q stiickweise stetig
differenzierbare Kurven mit v1(a) = v2(a), v1(b) = 72(b), dann ist fw f(z)dz = fw f(z) dz.
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z+1b z+a+ib

z zZ+a

Abbildung 3.2: Bild des Rechtecks R, ., = {z +ta+isb | t,s € [0,1]}.

z+1b z+a+1ib z+a+c+ib

Rz,a,b Rz+a,c,b

4 z4+a z4+a+c

Abbildung 3.3: Bild des Rechteckes R, 4cp.

Im folgenden wollen wir unter anderem zeigen, dass die Annahme ,,f": Q — C stetig® nicht notig

ist.

3.3 Cauchyscher Integralsatz fiir Rechtecke

Bezeichnungen: z € C,a,b € R und
R.ap={z+ta+isb|t,se[0,1]}

OR o [0,4] — C mit

z+ta 0<t<1
zda+(t—1)ib 1<t<2
OR, o p(t) = ( ) -
z4+ib+(3—ta 2<t<3

z+ (4—t)ib 3<t <4

a-b>0<= OR lauft im Gegenuhrzeigersinn um R.

a-b < 0<= OR lduft im Uhrzeigersinn um R.

f:Q — C ist stetig, v: [a,b] — Q mit —v(t) := ~v(—t), wobei —vy: [-b,—a] — £ und gilt
[ I dz=— [ f(2) d=.

Jon. . f(z)dz+ fBRz+a,c,b f(z)dz = fBRz,a+c,b f(z) dz

Satz 3.5 (Satz von Goursat: Cauchyscher Integralsatz fiir Rechtecke). °7 Q C C offen. Sei
[: Q= C holomorph, R o C Q. Dann ist [,  f(z)dz=0

z,a,b

Bemerkung. Wir nutzen im Beweis die Ungleichungskette fir v : [a,b] — Q, f: Q — C

‘[yf(z) dz‘ =

Siehe auch (1.5).

b b
[ H0wr a < s (6] [ Held = s f0E)IL0). (G

te(a,b] t€la,b]

Beweis des Satzes von Goursat:

37Biographie von Goursat: http://de.wikipedia.org/wiki/%C3%89douard_Goursat
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1T

i,
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y;

a4

|
|
v

)

Abbildung 3.4: Bild zum Beweis von Satz 3.5.

Wir schreiben R fiir R, ,3. Wir zerteilen R in 4 Teilrechtecke, die wir im Gegenuhrzeigersinn

durchnummerieren.
Ry == R,
Ry = Rz+a/27a/2,b/2
Rs = R.ia/21iv/2,0/2,b/2
Ry == R.iw/2a/20/2

Analog zerteilen wir nun jedes R; in Teilrechtecke R;1, ..., R4, dann wieder jedes R;) in 4 Recht-

ecke etc.

/ f(z)dz = (z) dz + (z) dz + (z) dz + f(z) dz
AR Ry ARy OR3 OR4
I(R) I(R1) I(Rz2) I(R3) I(Ra)

31/16{1""74}:|I(Ru1)|2 |I(R)|

i M

1
31/2 € {1774} : |I(RV1,V2)| > Z|I(RV1| > E‘I(R”
1
v e {1,...,4}  [I(Ryy vy ) > E|[(R)|

Rl/l...uk+1 C vau.l/k .
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Der Durchmesser®® einer Menge A C C ist definiert als
diam A := sup {|z — w| | z,w € A} € {—o0} U [0, 00].

Man sieht leicht
la| + (0]

9k

diam R, .. ., <

Wegen
0

~ la| +[0] &
diam ﬂ Ry, ., <diamR, . . < ok =
=1

oo
besitzt () Ru,...., hochstens ein Element. Ist z; die linke untere Ecke von R,, . ,,, dann ist (zx)
(=1

eine Cal;chy-Folge, sei zg := limg_ o0 2. Da alle Rechtecke RR,, .. ., abgeschlossen sind, und da
20 € Ry, fiir £ >k, gilt 29 € oy Ruy... vy also
va--»yl/e = {ZO}
=1
Schreibe
f(z) = f(20) + f'(20)(z = 20) + €(z — 20)|2 — 20l (3.2)

wobei £(z — 29) eine im Punkt zg stetige Funktion ist mit (29 — 29) = €(0) = 0.3°

1
B < (B, )

= | f(z) dz|

IN
Q)\
&

Beispiel 3.2(3)0

< Léange(0R., ... 1) " sup le(z — 20)] - sup |z — 20|
2€0Ry ...,y 2€0Ry,.. vy,
=(2lal+2b])- 5
7(k):= <(lal+1b]) 55

und 7(k) — 0 fiir & — 0. Also gilt:
[I(R)| < 2(|a] + [p)>r (k) £2%2% 0

und damit folgt [I(R)| = 0, also I(R) = 0. ]
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Abbildung 3.5: zum Beweis von Lemma 3.7.

3.4 Lokale Existenz von Stammfunktionen

Definition 3.6. Sei Q2 C C offen, f: Q — C stetig. Wir sagen f hatlokal eine Stammfunktion,
wenn fir alle zo € Q ein r > 0 und eine holomorphe Funktion F: B.(z9) — C existiert mit
By (20) C Q und F' = f|B, ()

Lemma 3.7. Sei zg € C, r € Rsq, f: B.(20) = C holomorph. Seien 7, und Ay, stickweise

achsenparallele Wege in B, (zo) von zy nach w. Dann gilt

(z)dz:L £(z)d.

Yw

Beweis: Es gibt Rechtecke Ry, ..., Ry, so dass
e Zerschneiden von ORy, in die vier Seiten,

e Eliminierung von Paaren von Wegstiicken, die die gleiche Strecke durchlaufen, aber mit

anderer Orientierung.
e Neu-Zusammensetzen dieser Wege zu einem geschlossenen Pfad

den Weg 4y, - (—7w) ergibt, wobei 4y, + (=7, ) den Weg bezeichnet, der zuerst 4,, durchlduft und
dann 7, in umgekehrter Richtung durchlauft.

Satz 3.5

0 (z)dz+---+ aka(Z) dz:/%f(z) dz—/ f(z) dz

w

OR;

—> Behauptung [ |

Satz 3.8. Sei zg € C, r € Ry, f: Byr(20) — C holomorph. Dann gibt es eine holomorphe
Funktion F: B.(z0) = C mit F' = f.

Beweis: Zu w € B,(zg) wéhle einen achsenparallelen Weg ~,, von zg nach w. Dann hingt nach

3%Englisch ,diameter”, deswegen mit diam abgekiirzt.
390der dquivalent: € ist eine Funktion mit e(z — z0) — 0 fiir z — 2o.
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w  w+h

20

Abbildung 3.6: Zum alternativen Beweis von F’ = f in Satz 3.8.
Lemma 3.7

nicht von der Wahl des Weges ab. Wir erhalten eine wohldefinierte Funktion F': B,(zy) — C.

f@@:i/ Y+i/ Z

w w

Es gilt dann

mit
Y:Q—=R? Y(w)=Ref(w),—Imf(w),
Z:Q—R?  Z(w)= (Im f(w),Re f(w))T.

Nun wollen wir zeigen, dass F' holomorph ist mit F’(w) = f(w) fiir alle w € . Hierzu zeigt man
genauso wie im Teil (3) = (1) im Beweis von Satz 1.13, dass F' im reellen Sinne differenzierbar

ist und es gilt dann:

dRe F(w)

= R
ox ef
ORe F(w) — lImy
Ay
0Im F(w) I
ox
Im F
O F(w)  _ poy
dy
Dies sind die Cauchy-Riemann-Gleichungen. Also folgt, dass F' holomorph ist mit F’ = f. ]

Alternativer Beweis von F’ = f:%0 Um diese Behauptung zu zeigen, wihlen wir den Weg 7,
geschickt. Zunéchst einmal einen achsenparallelen Weg, v : [0,1 +¢€) — Q, € > 0 so, dass wir
zunéchst den Imaginérteil von w erreichen und bewegen uns dann auf (1 — ¢, 1 + €) nur noch in

reeller Richtung. Wir kénnen annehmen, dass (1 + h) = w + h fiir h € (—e¢,€).
Fw+h)—-F(w) = / f(z)dz — / f(z)dz
- W‘[(J.iAs]

- W’\[U.l]
S RCL
Y Yw,w+h

40Hier wird im wesentlichen das Vorgehen in Satz 1.13 nochmals wiederholt.
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wobei 'Yw.u;Jrh(t) - ”LU+t, Yw,w+h - [07 h} - Q, falls h > 0 und ’Yw,w#»h(t) - /wftv Yw,w+h * [0 VLH -
Q, falls h < 0.

) _ (z) d=
lim Flwth) - Flw) _ lim —Lwswth
h—0 h h—0 h
h
iy o flw+t)-1dt
h—0 h
d }L
— | h= t)dt
dh|h70 | flw+1)
HD! fw)

Also ist F' in die reelle Richtung richtungsableitbar, und 25 (w) = f(w).

Wiéhle nun einen Weg ~, der zuerst den Realteil von w annimmt und so dass y(1+h) = w+ih fiir
h € (—¢,¢€). Dann gilt 4(w+h) = i fir diese h. Wir setzen voy w-in (t) = w+it, Y wrin © [0, 8] = €,
falls h > 0 und Yoy w+in(t) = w — it, Yo, w+n : [0, |h]] = Q, falls A < 0.

F(w+1ih) — F(w) = / f(z) dz
Y Yw,w+ih
h

= flw+it) - idt,

0
OF d h

I ; it) dt
9 th|h_0/0 f(w+it)

HDI

= if(w)

Also ist I in die imagindre Richtung richtungsableitbar und somit ist F' partiell differenzierbar

(im reellen Sinne). Die partiellen Ableitungen sind stetig, da f stetig ist

F € C' im R-Sinne.

]F(uv) — Re f(w) —Im f(w)
. Im f(w) Re f(w)

Mit Cauchy-Riemann folgt: F' ist komplex differenzierbar und F’ = f. [

Korollar 3.9. Sei f: Q — C holomorph. Dann hat f lokal eine Stammfunktion.

Bemerkung 3.10. Wir werden spéter sehen, dass gilt: f hat lokal eine Stammfunktion, dann ist
f holomorph. (Bisher wissen wir noch nicht, dass eine Funktion mit einer lokalen Stammfunktion
differenzierbar und sogar stetig differenzierbar ist. Sonst wére auch diese Umkehrung uns bereits
bekannt.)

Beispiel 3.11. C\ {0} — C mit z — L ist holomorph, hat also lokal eine Stammfunktion. Die
Funktion besitzt aber keine (globale)*! Stammfunktion. Sieche Aufgabe 2 b) auf Ubungsblatt 3.

3.5 Homotopie

Definition 3.12. Seien X und Y topologische Raume und A C X. Zwei stetige Abbildungen
v,7: X = Y mit y]a = 7|a heiffen homotop relativ zu A, falls es eine stetige Abbildung

41 global=“lokal“ steht nicht da ;-)
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—y

Abbildung 3.7: Beispiel einer Homotopie. Das rechte Bild sollte eigentlich im ca. 60 Grad im
Uhrzeigersinn gedreht sein, damit es zum unten beschriebenen Unterbeispiel in
passt.

H: X x [0,1] =Y gibt, mit

H(z,0) =~(z) firallexeX
(x) ¢ H(xz,1) =7(x) firallex € X
v(a) =7(a)  fir alle a € A und fir alle t € [0,1]

=
—~
8
~
~
I

Schreibe vy ~ 4 7. Die Abbildung H heifst Homotopie relativ zu A von v nach .

Beispiel 3.13. X = [b,¢], A = {b,c} die Menge der Randpunkte. In diesem Fall sagt man

,homotop mit festen Endpunkten* an Stelle von ,homotop relativ zu A*

Sei Y @ R™. Seien v, 7: [b,c] — Y stetige Kurven mit denselben Endpunkten. Eine Homotopie ist
eine stetige Abbildung H: [b,c] x [0,1] — Y mit den Eigenschaften (x), wobei wieder X = [b, ],
A = {b, c}. Im folgenden gelte s € [b,c] und ¢ € [0, 1].

Unterbeispiel:

Sei Y =R%?=C, v,7: [0,7] — R? mit

(1—2t) sin(s))
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ist eine Homotopie von v zu 7, denn es gilt

Proposition 3.14. Sei Y C R", Y sternformig?? beziiglich yo € Y. Sei X ein topologischer
Raum. AC X, v,7: X =Y stetig mit v(A) = 7(A) = {yo}. Dann sind v und 7 homotop relativ
zu A. Es gilt also v ~4 T.

Beweis: Spezialfall: 7(x) = yo fir alle z € X.

H(z,t) =tyo+ (1 —t)y(z) stetig
H(z,0) =~(z)
H(I, 1) =Y = T(I)
H(a,t) =tyo+ (1 —t)y(a) =yo fiiralleac A
~—
Yo
= Y ~AT
Der allgemeine Fall folgt aus dem folgenden Lemma. [ |

C(X,Y):={f: X = Y| f stetig }

Lemma 3.15. Homotopie relativ zu A ist eine Aquivalenzrelation auf C(X,Y).

Beweis:

(1) Reflexivitit. Sei v € C(X,Y). Dann v ~4 7.

(2) Symmetrie. Fir alle v, 7 € C(X,Y) gilt: y ~a 7= T ~a 7y

(3) Transitivitdt. Fir alle v, 7,0 € C(X,Y) gilt: y ~a7und 7 ~4 6 => v ~4 0.
zu (1): H(x,t) = v(z) ist eine Homotopie von v nach 7.
zu (2): Sei H: X x [0,1] — Y eine Homotopie von y nach 7. Dann ist

A

H(x,t):= H(z,1—1)

eine Homotopie von 7 nach ~.

zu (3): Sei Hy: X x[0,1] = Y eine Homotopie von v nach 7. Sei Hy: X x[0,1] = Y eine Homotopie

42Erinnerung: ,sternférmig beziiglich yo“ bedeutet: es gilt fiir alle y € Y und fiir alle ¢ € [0,1]: ty + (1 —t)yo € Y.
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X A

- / f ~—— —
~— ~
- 5,

> L

Abbildung 3.8: Zum Beweis von Lemma 3.15 (3). In der Zeichnung links ist leider die erste Variable x
auf der zweiten Koordinaten-Achse und die zweite Variable ¢ aud der ersten Koordinaten-
Achse aufgetragen. Ich hoffe, dies verwirrt nicht. In der Vorlesung will ich dies d&ndern,
ich kann aber leider die Zeichungen nicht einfach im Skript &ndern.

von 7 nach o. Dann definieren wir

Die Abbildung H ist wohldefiniert.*3 Offensichtlich sind H]| xx[0,4] und H|x (1 4y stetig und es
gilt X x [0,1] = X x [0,3] U X x [§,1]. H ist stetig, da die Urbilder abgeschlossener Mengen
abgeschlossen sind.** Man sieht leicht H(x,0) = Hy(z,0) = vy(x) und H(z,1) = Ha(x,1) = o(x).

]

Definition 3.16. Sei Y ein wegzusammenhingender topologischer Raum, yo € Y, yo: [0,1] —
Y mit s —> yo. Dann heifit Y einfach zusammenhingend beziiglich vy, falls jeder Weg
v: [0,1] = X mit v(0) = ~(1) = yo homotop mit festen Endpunkten zu yo ist. Also v ~o.1] Yo-

Man zeigt leicht: ist ein wegzusammenhéngender topologischer Raum Y einfach-zusammenhéngend
beziiglich yy € Y, dann ist Y auch einfach-zusammenhéngend beziiglich eines beliebigen Punktes
y1 € Y. (Siehe evtl. Zentraliibung am 26.11..)

Beispiel 3.17. (1) Sternférmige Teilmengen von R™ oder C sind einfach zusammenhéngend.

(2) Beispiel eines einfach zusammenhédngenden, aber nicht sternférmigen Gebiets:

43Hier muss man priifen, dass wir nicht (z, 1/2) zwei verschiedene Werte zuordnen. Wir haben aber nur einen Wert,
da Hy(z,1) = Ha(z,0) = 7(x).
44Man kann dies direkt zeigen, oder das folgende Lemma benutzen:

Lemma. Angenommen A und B sind abgeschlossene Teilmengen des topologischen Raums X, X = AUB. Sei Y
ein weiterer topologischer Raum. Sind f|a und f|p stetig, dann auch f.

Beweis: Sei Z eine abgeschlossene Teilmenge von Y. Dann ist wegen der Stetigkeit von f| 4 die Menge f~1(Z)N
A abgeschlossen in A und damit auch in X. Analog sieht man, dass auch f~1(Z) N B abgeschlossen ist. Damit
ist auch f~1(Z2) = f~Y(Z)N(AUB) = (f~%(Z) N A) U (f~1(Z) N B) abgeschlossen. Da also alle Urbilder
abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind, ist f stetig. ]
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~ TN, Witjuadds. @bl
F

(3) Bild des Gebietes B2(0)\B1(0) in C, dass weder sternformig, noch einfach zusammenhéngend

ist.

/ }L}/_/ 4 {1
. | ot
|'-.t LW |,I| nidt  Flubl
\___ Lt 17 ;
,__'_,,/ | ."l,l 4 3
e Ul I _.l ._"I & o |"|,.|:.

Bl

(4) In R? ist By(0) \ B1(0) einfach zusammenhéngend.

Ubung 3.18. In einem einfach zusammenhingendem Gebiet Q gilt: Sind v, 7: [a,b] — Q Kurven

mit denselben Endpunkten, dann sind sie auch homotop mit festen Endpunkten.

Losung: Aufgabe auf Ubungsblatt 6.

SI::{ZGC’|Z|:1}

Proposition 3.19. Sei Y ein wegzusammenhdngender topologischer Raum, yo € Y. Dann sind

folgende Aussagen dquivalent
(1) Y ist einfach zusammenhdingend (beziglich yo ).

(2) Jede stetige Abbildung f: S* — Y ist homotop relativ O zu einer konstanten Abbildung.

Die Proposition wird vorerst nicht gezeigt und nicht verwendet.*®> Der Beweis ist ebenfalls eine

gute Ubungsaufgabe, sobald Sie sich an den Begriff der Homotopie gewohnt haben.

3.6 Cauchyscher Integralsatz fiir homotope Kurven

Satz 3.20 (Cauchyscher Integralsatz (fiir homotope Kurven)). Sei Q C C ein Gebiet, f: Q@ — C

holomorph. Seien ~v,7: [a,b] — Q stickweise stetig differenzierbare Kurven, vy homotop zu T mit

Lf(z)dz:Lf(z)dz.

Man beachte: Die Homotopie von v nach 7 wird als stetig vorausgesetz

festen Endpunkten. Dann gilt:

46 und wir werden des-

wegen den Beweis so fithren, dass wir nur die Stetigkeit und keine stetige Differenzierbarkeit oder

45Werde ich nicht verwenden und Sie nicht in den Ubungsaufgaben.
46Viele Quellen fordern, dass die Homotopie stiickweise stetig differenzierbar ist. Dann sind die Beweise ein einfa-
cher, aber das Resultat schwécher; was wir nicht wollen.
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Abbildung 3.9: Zum Beweis von Satz 3.20. Unterschied zu Vorlesung: links ¢- und s-Achse
vertauscht.

dergleichen benutzen. 47

Beweis: H: [a,b] x [0,1] — £ sei eine Homotopie mit festen Endpunkten von v nach 7. Zu jedem
s € [a,b] und t € [0,1] gibt es ein d,; > 0, so dass

° B(;S)t (H(S, t)) c Q.
. f‘Bés L(H(s.t)) besitzt eine Stammfunktion, die bis auf eine Konstante eindeutig ist (Satz 3.8).

Da H stetig ist, ist Vi, := H'(Bs,,(H(s,t))) offen in [a,b] x [0,1]. Dann ist (Vs,¢)se(a.p),t€(0.1]
eine offene Uberdeckung der kompakten Menge [a, b] x [0, 1]. Es gibt hierzu eine Lebesguesche Zahl
€ > 0 (Analysis II, Kapitel 8, Proposition 6.17), d.h.

Je >0: V(s,t) € la,b] x[0,1] : 3(3,%) € [a,b] x [0,1] : Bc((s,t)) N ([a,b] x [0,1]) C Vy;.

Wiihle ein n € N*, so dass % ((b—a)?+1) <&2, k,£€{0,1,...,n—1}

n2

Rops i Vz(b—a)y (k+1)(b—a)} " [é 6—1—71}

n n n’ n
CBE<(

k(b —a)

n

14
=) 1 (28] x 0,1]) € Vi
fiir geeignete 3, .

:>H(Rn,k,g) C Bag)E(H(g, tN))
= f besitzt eine Stammfunktion F} , auf einer offenen,

zusammenhéngenden Umgebung Uy o von H(R,, 1 ¢)

Die auf benachbarten Rechtecken definierten Funktionen Fj o0 H und Fyy; o0 H (beziehungsweise

Fy.41 0 H) stimmen bis auf eine Konstante tiberein.

Definiere nun induktiv iiber £ und ¢ Konstante ¢ ¢ € C, so dass sich die Funktionen Fj, o H +cy, ¢,

k, £ €{0,...n — 1} zu einer auf
1

[avb} X [07 1] = Rn,k,[

n

~
Il

oo

definierten stetige Funktion G: [a,b] x [0,1] — C zusammensetzen. Genauer: fiir alle k, ¢ soll fiir

47TMan kann iibrigens auch zeigen: Sind « und 7 homotope, stiickweise stetig differenzierbare Kurven im Gebiet €,
so kann man auch eine stiickweise stetig differenzierbare Homotopie erhalten.
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die oben definierte Funktion Fj s: Uy ¢ — C gelten:

G‘Rn.k,l = Fk’,[ © H|Rn,k1@ + Ck,,f .

Verhalten von G auf dem Rand:.
e t — H(a,t) = v(a) = 7(a) konstant. Also ist ¢t — G(a, t) auch konstant. Es folgt G(a,0) =
G(a,1).
e Analog G(b,0) = G(b, 1).

0

. a—l(s), wobei (x) fiir alle s € [a, b] mit
F(H(5,0)) =7(s) ()

endlich vielen Ausnahmen existiert. Die obige Umformung liefert sowohl die Existenz der

o 55(G(5,0) = F ,(H(5,0))-5%(5,0) = f(H(s,0))
——— ——

Richtungsableitung % G(s,0), als auch den Wert. Aus dieser Formel sehen wir, dass s —
%G (s,0) stiickweise stetig ist. Somit ergibt der HDI (Analysis I, Kapitel 6, Sitze 5.1 und 5.4)

b
G@mfmmm:/(%cgmms

b
:/fW®W@®

:Lﬂ@m.

Analog fiir t =1 an Stelle von ¢ = 0.
G(b,0) — G(a,0) = G(b,1) — G(a,1)

:A%iG@nms

b
— [ 1667 6s)ds

:/Tf(z) dz .

Korollar 3.21. Ist Q ein beziiglich zg € Q einfach zusammenhdngendes Gebiet in C, f: Q) — C
holomorph, v: [a,b] — Q stiickweise C'. Dann hingt fﬁ/ f(z) dz nur von f, v(a) und v(b) ab (also
unabhdngig von |4 ). Wir sagen dann: fw f(2) dz ist wegunabhingig. Ist v geschlossen, das heif$t
v(a) = v(b), dann gilt fv f(z) dz = 0. Und f besitzt eine (globale) Stammfunktion F: Q — C,

ndmlich F(w) = f'Y'w f(2)dz, wobei vy, ein Weg von zy nach w.

Beweis Nr. 1: Die Behauptung von Korollar 3.21 ergibt sich nun direkt aus Ubung 3.18 und
Satz 3.20. -

Beweis Nr. 2: Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit [a, b] = [0, 1]. Wéhle o: [0, 1] — € eine
Kurve von zg nach v(0) = 7(0). Betrachte den Weg «: [0,1] = Q o := (0 -7) - ((—7) - (—0)), das
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Abbildung 3.11: Beispiel fiir eine geschlossene Kurve mit Windungszahl W (v, w) = 2.

heif3t
1
o(4t), fir 0 <t <7
4t —1), firi<e<i
alt) = i ) 411 - j
T(3—4t), fir5 <t<y
o(4—4t), fir3<t<i1

Die Kurve « ist homotop mit festen Endpunkten zur konstanten Kurve z (, da 2 einfach zusam-
menhéngend beziiglich z).

0= / f(z) dz
516 |

= / f(z)dz

:/U(;(z) dz+Lf(z) dz—l—/ﬁTf(z) dz+[0f(z) dz

/W £(2) dzf/Tf(z) dz.

3.7 Die Windungszahl

Sei w € C und 7 eine geschlossene stiickweise C1-Kurve in C \ {w}.
Wiederholung: 7: [a,b] — © heifit geschlossen, wenn y(a) = y(b).
Spur von v: Spur(vy) := v([a, b]) = Bild der Kurve.

Frage. Wie oft wird w von v umwindet?
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Definition 3.22. Sei v eine stickweise stetig differenzierbare und geschlossene Kurve in C,

we C\ Spur(y). . )
W(y,w) := dz

211 Sy Z—w

heift Windungszahl (oder Umlaufszahl) von vy beziiglich w oder Index von w beziiglich .48

Die Funktion z — - ist stetig auf C\ {w}. Also existiert das Integral.
Beispiel 3.23. Sei v: [a,b] — Q geschlossen und stiickweise C'!, und sei @ @ C einfach zusam-
menhéingend, w ¢ Q. Dann gilt

W(y,w) =0
mit Korollar 3.21.

Proposition 3.24. Die Windungszahl ist eine ganze Zahl, also W(v,w) € Z.

Beweis: v: [a,b] — C\ {w}

Fiir ¢ € [a,b] definieren wir

h(t) :z/ ! dz
Na,g # — W

|
o ~
= [ ———4/(1) dt
/a V(1) —w
N————’
stiickweise stetig,
also integrierbar

BB h stiickweise C* und ' (t) =

e "M (y(t) — w) stetig und stiickweise C'. Bis auf endlich viele Punkte:

d, _ _ _
i MO(y(t) = w)) = =B (D) "D (3(t) — w) + e MO (1)
— O~ (1) + (1)
=0
— e "M (y(t) — w) konstant
w(a):=;y(b) e—h(@) — —h(b)
= h(a) —h(b) € 2miZ
~~
=0
1
=—h() eZ
—  W(w) =5 k(b e

Lemma 3.25. Sei~ stiickweise C! und geschlossen. Die Abbildung C\Spur(7y) — Z mitw — W(y,w)
ist stetig.

Beweis: Sei wy € C\ Spur(y). Da die Spur(y) kompakt ist, ist C\ Spur(y) offen. Wihle ¢ > 0

mit B.(wg) C C\ Spur(y). Die Abbildung f: Be(wp) x Spur(y) = C mit (w, z) — = ist stetig,

48Bei der Windungszahl ist der Blickwinkel, dass w fixiert ist und es eine Funktion auf dem Raum aller stiickweise
stetig differenzierbaren Kurven ist.Hingegen ist beim Index der Blickwinkel, dass v fixiert ist, und wir betrachten
dann die Funktion w — W(y, w).
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wobei der Definitionsbereich kompakt ist. Also ist die Abbildung f nach Analysis I, Kapitel 8,
Lemma 6.14 sogar gleichméBig stetig. Das bedeutet

Ve>0:30>0: Yw,w € Be(wp) : Vz,Z € Spur(v) :

1 1

w—d| <6Alz—2<s=|—— - —|<=

z—w Z—W

Wir interessieren uns nur fiir den Spezialfall z = Z:
1 1 1
o _ | B d
W) =Wl =[5 [ (- e
()

1 1 1
= —Léange(y) sup ’ ~ ‘
27

z€Spur(y) ' # — W Z—-w

<e

1
< %Léinge(y) -

An der Stelle (%) haben wir hierbei (1.5) aus Abschnitt 1.4 benutzt. Die Stetigkeit ist also gezeigt. m

Folgerung 3.26. Sei Q) := C\ Spur(vy). Die Abbildung W(~, -): & = C mit w — W(y,w) ist

lokal konstant, also konstant auf jeder Zusammenhangskomponente.

Wiederholung.

Eine Funktion f: X — Y ist lokal konstant (X topologischer Raum), falls jedes € X eine
Umgebung besitzt auf der f konstant ist. Daraus folgt: f ist konstant auf jeder Zusammenhangs-
komponente. Man zeigt fiir y € Y, dass f~'({y}) und f=*(Y \ {y}) offen sind.

Ende der Wiederholung

Beweis der Folgerung: Sei z € ). Da w — W(v,w) =: f(w) stetig ist, existiert eine Umgebung
U von z, so dass f(U) C (n -+ %), falls n = W(v, z). Da f(U) C Z, dann folgt f(U)=nm

Mit einem im wesentlichen gleichen Beweis zeigt man allgemeiner:*”

Lemma 3.27. Ist f : X — Y eine stetige Abbildung von einem topologischen Raum in einen

diskreten topologischen Raum, so ist f lokal konstant.

Proposition 3.28. Die offene Teilmenge C \ Spur(y) von C besitzt genau eine unbeschrinkte

Zusammenhangskomponente und hierauf ist W(~y,w) = 0.

Beweis: Spur(y) ist kompakt, also beschrankt. Es existiert also ein 7 > 0 mit Spur(y) C B,(0).
Nun ist C\ B,(0) eine zusammenhédngende Teilmenge von C \ Spur(y), also ist C\ B,.(0) in einer
Zusammenhangskomponente enthalten. Alle anderen Zusammenhangsomponenten liegen, also im

Ball B,(0), sind also beschréinkt. Wihle w € C\ B,(0). Dann ist z — —— holomorph auf B,.(0).

Die Kurve ~ ist in B,.(0) homotop mit festen Endpunkten zu einer konstanten Kurve. Also gilt

f,y L dz = 0. Somit ist W(, - ) Null auf der unbeschriinkten Zusammenhangskomponente. m

zZ—w

49Wird derzeit nicht gebraucht, deswegen in der Vorlesung aus Zeitgriinden iibersprungen. Aber hilfreich fiir zu-
kiinftige Argumente.
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Abbildung 3.12: Beispiel fiir verschiedene Windungszahlen.

Abbildung 3.13: Zum Beweis von Satz 3.28.
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M

Abbildung 4.1: Zum 1.Fall des Beweises von Satz 4.1.
4 Die Cauchysche Integralformel und Anwendungen

4.1 Die Cauchysche Integralformel

Satz 4.1 (Die Cauchysche Integralformel (CIF)). Sei Q ein Gebiet in C, f: Q — C holomorph,
v: [a,b] — Q eine geschlossene Kurve und homotop mit festen Endpunkten zu einer konstanten
Kurve. Sei w € Q\ Spur(y). Dann gilt

fwiw) =5 - RIOWT

T2 ) (—w
Bemerkung 4.2. Falls W(vy,w) # 0, dann ist f(w) durch f|gpur(,) bereits bestimmt.

Notation. 7 € R+, z € C, 9B,(z) sei die Kurve v: [0,27] — C mit t — r - e + 2. Fiir alle
w € By(z) gilt W(0B,(z),w) = 1. Also dann

Beweis von Satz 4.1:
w fir z € O\ {w}

9(z) = )
1 (w) fir z = w,

Die Funktion g: Q — C ist stetig und g|o\ .} ist holomorph.

Behauptung: Ist 7: [a,b] — Q der Rand eines achsenparallelen Rechtecks, dessen Abschluss in 2
enthalten ist®, so gilt [ g(z)dz = 0.

Beweis der Behauptung:
1. Fall: w liegt auBerhalb des Rechtecks, siehe Abbildung 4.1. Trivial, da 7 ~ gp 7(a), und g ist

holomorph auf dem Rechteck.

2. Fall: w liegt auf dem Rand des Rechtecks, siche Abbildung 4.2. Fiir kleine ¢ > 0 definieren wir
7. wie in Abbildung 4.2 angedeutet. Genauer: wir erhalten 7. aus 7, indem wir eine der Seiten, die
w enthalten um e in Richtung des Rechteck-Inneren verschieben. Es gilt fTE g(z) dz = 0 (1.Fall).
Da das abgeschlossene Rechteck kompakt ist, ist g gleichméfig stetig auf dem Rechteck, also

0=lim [ g(z)dz= /g(z) dz.

e—0 T

—_——
=0

50 Gemeint ist hier also, dass sowohl das Innere des Rechtecks, als auch der Rand in € ist.
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Abbildung 4.2: Zum 2. Fall des Beweises von Satz 4.1.

Abbildung 4.3: Zum 3. Fall des Beweises von Satz 4.1.

3. Fall: w liegt im Innern des Rechtecks. Wir unterteilen dann das Rechteck in zwei Teilrechtecke, so
dass w auf dem Rand beider Teilrechtecke liegt liegt. Seien 71 und 7 die Rénder der Teilrechtecke,
siehe Abbildung 4.3. Wir erhalten

/rg(z) dz:/ﬁ o) dz+/T2g(z) dz,

denn auf der rechten Seite der Gleichung iiber jede Seite von 7 wird einmal integriert, und die

Terme der neuen Seite, die sich im Innern des Gesamtrechtecks ergibt, heben sich gegenseitig weg.

Wir wissen nun bereits (sieche 2. Fall), dass [ g(z) dz = 0 fiir j = 1,2. Also erhalten wir die
J

Behauptung auch in diesem Fall.

Die Behauptung ist somit gezeigt. [

Weiter im Hauptbeweis:

Wie im Beweis von Satz 3.8 folgt, dass g lokal eine Stammfunktion besitzt. Dann folgt wie im

Beweis vom Satz 3.20 (Cauchyscher Integralsatz fiir homotope Kurven)

_ 1 [ L[ fw)
Omlz_wdzmﬂz_wdz

_ 1 [ 1Q

—medC—f(w)W(%w). -
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4.2 Holomorphie versus Analytizitat

Proposition 4.3. Sei Q0 offen in C, f: Q& — C holomorph. Dann ist f beliebig oft komplex

differenzierbar.

Beweis: Fiir w € B,.(20), 20 € Q, 1 € Rsq, Br(20) C Q haben wir die Cauchysche Integralformel:

fw) = o RIS

27 Jop, (e C — W

Wir wenden sie nun zunéchst an fiir ein w := z € B,(29) und dann fiir w := z+h, wobei h € B,(0),

p =1 — |z — zo|. Berechne den Differenzenquotienten

flz+h)—f(z) 1 1 1 41
h 271'2'/63T(Zo)f(<)<§—z—h(—z)th

1 1
=== %

; % OBr(z0)

Der Integrand ist stetig fir h € B,(0), ( € dB,(20). Somit ist B,/5(0) x dB,(z) — C mit
(h, () —> f(()m gleichmaBig stetig. Also

. 1 glm stetig / . 1 1
lim d = lim . d
h—0 0B, (z0) f(C)(C—Z—h)(C—h) C 9B, (z0) h—0 (f(C)(C—Z—h <—2)> C
1
= J(Q) 7z d¢.
/83T(z0) ( )(C —2)?
Das heiBt f'(z) = 5 faBT(ZO) f(C)ﬁ d¢. Wir rechnen weiter
Fllz+h)—fz) 1 / 1 1 1
= — —_ —_ d s
h 377 o' (TR~ ) R
<<fz>3
wobei wir
N 1 1 N _d 1k 1)
0 h \(C— G+ h)F~ ((—2)F) " d(—2F ([~ '
fir £ = 2 genutzt haben. Analog zeigt man nun durch Induktion iiber &
k! f(©)
B () = F / dc . 1.2
FU ) =4 - o5 (o) (€ — )P0 ¢ (4.2)
Also existiert f*) und ist durch die Formel gegeben. [

Satz 4.4 (Morera). Sei Q offen in C, f: Q — C. Dann besitzt f genau dann lokal eine Stamm-

funktion, wenn f holomorph ist.

Beweis: Wir wissen bereits (Satz von Goursat und die daran anschliefenden Aussagen), dass

holomorphe Funktionen lokal eine Stammfunktion haben.

Sei nun umgekehrt F' eine Stammfunktion von f|p .,y = F”. Also existiert auch F” und F" =

J'1B,(20)- Also ist f holomorph. -
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Abbildung 4.4: Zum Beweis von Propostion 4.3.

Abbildung 4.5: Bild zum Satz 4.5.

Satz 4.5 (Potenzreihenentwicklungssatz). Sei 2 offen in C, f: Q@ — C holomorph. Dann ist f

analytisch. Fir zo € Q gilt: Der Konvergenzradius der Taylorreihe von f in zo betrigt mindestens

r:=sup{p > 0|B,(z0) C Q}.

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei zg = 0. Sei 0 < p < r. Die Cauchysche

Integralformel ergibt:

£(2) 1 f(©) dc

N 271 B, () C -z

fir z € B,(0) falls B,(0) C €. Insbesondere gilt dann [{| = p > |z|.

111
(-2 (¢1-%
1= /2\J
=2 (0)
:jz::ogjﬂ
1 Oy
CEE= N HOY G
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1 J
== > IQOge | e

9B,(0) =0
Da 0B,(0) kompakt ist, ist f auf 0B,(0). Deswegen konvergiert die Reihe

Zf <]+1

gleichméBig in ( € 9B,(0). Somit kann man Integral und die Reihenbildung vertauschen.

IIOEDY ( (5 /E,Bpm) fj(ff ) Zj)

Jj=0

=:a;
oo
=D ;7
=0
= fIB,(z0) ist analytisch.

Also ist f analytisch. ]

Zusatz 4.6. Ist f holomorph auf einer Umgebung von m (das heifst: es gibt eine offene
Teilmenge 2 in C, B,(z9) C Q, f: Q —> (C holomorph), dann gilt fir alle z € B,(20): f(z) =
S o an(z—20)" mit an, = 5 faB (7o) W dC. Hierbei ist OB,(20) die Kurve p(t) = zo+pe™,
t € [0,2n].

51
Der Zusatz folgt direkt aus dem Beweis von Satz 4.5.
Satz 4.7 (Cauchysche Abschitzungsformel). Unter den Voraussetzungen von Zusatz 4.6 gilt

SupzeaBP(zo) |f(2)|

|an| < o

Beweis:
- ‘/QW T n+1 (t)dt’
%/

1 |/27'r
sup
2mp" zeaBp(zo)

511n der Vorlesung hatten z, zo, w, R und p etwas andere Rollen, aber die Aussagen dort sind dquivalent zu den
hier im Skript.

IN

zt| dt

IN
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Schreibfehler: Ich meine mich zu erinnern, dass ich hier in der Vorlesung das Kiirzen mit p bzw.

r vergessen habe, deshalb stand hier wohl r"*! statt 7™ bzw. p".

4.3 Weitere Anwendungen

Satz 4.8 (Satz von Liouville).
f holomorph auf C und beschrinkt = f konstant.

Beweis: Nach dem letzten Abschnitt haben wir dann also f(z) = > a,(z — 29)", Konvergenz-

radius oco. Satz 4.7 gilt nun fir alle p € Ryg, n € N:

SupzeaBp(zo) |f(Z)|

lan| <

pn
const
= T
n>1, p—oo 0

an, = 0 fiir alle n > 1. Also ist f(z) = a¢ konstant.

Beispiele. Polynomfunktionen, Exponentialfunktion, Sinus,...

Der Konvergenzradius der Taylorreihe ist bei all diesen Beispielen oco. Der Satz von Liouvielle

besagt, dass diese Funktionen nicht beschrankt sind, was man auch leicht elementar iiberpriifen

kann.

Beispiel. Der Satz von Liouville gilt nicht mehr fiir Funktionen, die auf C \ B,(z¢) holomorph

1

zZ—2Zz0

sind. Denn ist holomorph und beschréankt, aber nicht konstant.

Bezeichnung. f nennt man eine ganze Funktion genau dann, wenn f auf C, also “auf ganz

C” holomorph ist.

Der Satz von Liouville (Satz 4.8) besagt also:

Ist f eine ganze Funktion, dann gilt:

f ist beschrinkt <= f ist konstant.

Satz 4.9 (Fundamentalsatz der Algebra). Seip: C — C eine Polynomfunktion vom Grad n > 0.

Dann besitzt p mindestens eine Nullstelle in C, das heifst, es existiert ein z € C: p(z) = 0.

Beweis: Angenommen fiir alle z € C, p(z) # 0. Dann ist g: C — C, g(z) = el

Funktion.

Behauptung: g ist beschrankt.

Daraus folgt: g ist konstant, also p konstant, also n = 0. Widerspruch!

Beweis der Behauptung:

p(2) = anz" +an_12"" + - +ag
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Ap—1 ag
:Zn(an+7+...+27)
Idee:—a,, fir z—oc0
Anp—1 Ap—1 ag
P > [2l" (an] — 1274 = 2252 - 22

|an71‘ + |an72‘ + -+ |a’0|
||

> |z["(lan| =

)

fir rp := max{2w, 1} €Rog, 2] > > 1.

lan|

|an1]+- -+ |ao] |ana| + -+ |ao|

lan] = 2] > lan| = glan_a|+-+ao]
‘an‘
anl = Shanl = 3lon]
= |an| — =|an| = z|a
1 .
= Ip(2)| 2 |2]" 5 lan| fiir |2] = 71
1 1 —_—
z n
1 2
sup |g(z)| < max{—- —, max |[g(2)|},
z€C e Jan 2€B,, (0)
—_———
()
wobei (%) existiert, < oo, da By, (0) kompakt und |g| stetig. Also ist g beschrénkt. ]

Folgerung 4.10. Seip: C — C eine Polynomfunktion vom Grad n > 0, dann gibt es ay,...,a, €
C, b € C, so dass

p(z) =blz—a1)(z —aa)...(z — an).

Beweis: Induktion iiber n und Polynomdivision, siehe Lineare Algebra. |

Satz 4.11 (Satz von der Gebietstreue). Sei f holomorph auf einem Gebiet ), und sei f nicht
konstant. Dann ist f(Q) ein Gebiet.

Daraus folgt f bildet offene Mengen auf offene Mengen ab.
U offen in @ = f(U) offen.

Also ist f ist eine offene Abbildung.
Beweis:
(1) © zusammenhingend, f stetig = f(2) zusammenhéngend.
(2) Q#0= f(Q) #0.
(3) Wir zeigen fiir eine beliebige offene Teilmenge U von , dass f(U) offen ist:

Sei zg € U.
Wir zeigen: es existiert ein ¢ > 0 mit Bs(f(z0)) C f(U).

Wir definieren ¢(z) := f(z + 2z0) — f(20). Dann ist g: U,, — C analytisch mit g(0) = 0,
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U., ={# —20 | z € U}. Es gibt ein p > 0, so dass g(z) # 0 fiir alle z € B,(0) \ {0}, denn
sonst wire g = 0 auf Grund des Identitédtssatzes Satz 2.24.

Wir haben ¢ := inf.csp,(0) [9(2)| > 0, denn wir haben [g(z)| > 0 und B,(0) ist kompakt.
Behauptung: Bz (0) C g(Us,).

Aus der Behauptung folgt dann

B;(0) C g(Us,) = f(U) = f(20) == {a — f(20) | ¢ € f(U)}

Das zu Zeigende gilt also fiir ¢ := ¢/2.

Angenonommen, die Behauptung gilt nicht, dann existiert ein w € B (0) mit w ¢ g(U,).
Also ist h(z) = m holomorph auf U,,. Wende die Cauchysche Abschéitzungsformel fiir
n=0an

|h(0)] < sup |h(2)]
2€0B,(0)

= [(0)]

|w]
< sup [h(z)|

z€0B,(0)
1
< sup ————
2€8B,(0) lg(2)] — w]
_ 1
(inf.com,(0) l9(2)]) — |w]
_ 1
e |w|

(Wir nutzten hierbei e — |w| > 0.) Also ist |w| > € — |w| und somit 2 - 1e > 2w| > ¢, also

erhalten wir den Widerspruch ¢ > . Die Behauptung ist somit gezeigt und damit der Satym

Satz 4.12 (GleichméBige Grenzwerte holomorpher Funktionen). Sei f,,: Q — C eine Folge holo-

morpher Funktionen. Es gebe eine Funktion f: Q — C, so dass fir jede kompakte Menge K C

gilt: fn|x konvergiert gleichmdfig gegen f|x. Dann ist f holomorph.

Beweis: Sei vy eine geschlossene, stiickweise C'-Kurve, die homotop mit festen Endpunkten zu

einer konstanten Kurve ist. Dann folgt mit dem Cauchyschen Integral-Satz f7 fn(z) dz = 0. Nun

ist Spur(~y) eine kompakte Menge, und somit konvergiert nach Voraussetzung Jnlspur(,) SleichméaBig

gegen f|Spur('y) .

Wir haben also: Ve > 0dng € NVn > ng :

sup | fu(z) = f(2)] <e.
z€Spur(7y)

[ =| [ s [ e

———
=0
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<e- Linge (y) =30
Somit ist fv f(z) dz = 0 fiir alle geschlossenen, stiickweise C'-Kurven, die homotop (mit fes-
ten Endpunkten) zu einer konstanten Kurve sind. Insbesondere gilt dies, wenn v der Rand eines
Rechteckes in  ist. Wie in Satz 3.8 zeigt man, dass f lokal eine Stammfunktion besitzt. Daraus

folgt mit Satz 4.4 von Morera, dass f holomorph ist. [ |

Bemerkung 4.13. Mit einem dhnlichen Beweis kann man zeigen, dass unter den Voraussetzungen
des vorhergehenden Satzes gilt: fy(,k) — ) konvergiert gleichméfig auf allen kompakten Mengen

K cq.

4.4 Mittelwertgleichung und das Maximums-Prinzip

Sei f holomorph auf einer Umgebung von B,(zp). Wende die Cauchysche Integralformel an fur
Y(t) = 20 + pe't, t € [0, 27].

% C—ZO

1 [ t
_L [0,
2mi Jo  (t) — 2o
L7 f(z0 + pe')
27 Jo pe't
1 2m

i it dt
o ), f(z0 + pe')

feo) = 5 | 7€) 4

ipe't dt

Mittelwert von f iiber 0B, (z0)

Wir haben also die sogenannte Mittelwertgleichung fiir holomorphe Funktionen gezeigt:

1 2

f(20) = o J, flzo + pe') dt, (4.3)

Angenommen u: 2 — R sei harmonisch, d.h. es gelte

0?u  d*u
0=Au:=—+ —.
YT B2 + Oy
Dann existiert auf jedem Ball B,;.(29) C Q eine holomorphe Funktion f: B,;.(29) — C mit
Re f = u. Damit folgt aus (4.3) (Realteil von (4.3))

1

2m
u(zg) = %/0 u(zo + pe'®) dt. (4.4)

Diese Gleichung nennt man die Mittelwertgleichung fiir harmonische Funktionen.

Satz 4.14 (Maximumsprinzip fiir harmonische Funktionen). Sei w harmonisch auf einem Ge-
biet Q, zo € Q, u(z) < u(zo) fiir alle z € Q. Dann folgt, dass u konstant ist.
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Beweis: Sei B,(zp) C (.

44y 1 [* i
u(zg) = o /0 u(zo + pe't) dt
Max. 1 2
< a_ / ’LL(ZQ) dt
T Jo

“Max. bedeutet, dass wir an dieser Stelle benutzt haben, dass u in zg das Maximum annimmt.
Aus dieser Ungleichungskette folgt also, dass an der mit “Max.* gekennzeichneten Stelle Gleichheit
gelten muss. Da t — u(2g + pe'’) stetig ist, folgt u(zg + pe't) = u(zo). Dies gilt fiir alle geniigend
kleinen p > 0. Also folgt u(z) = u(z) fir z in einer Umgebung von zp. G =: {z € Qlu(z) = u(z0)}
ist offen in Q (jedes z1 € G besitzt eine Umgebung in G wie oben.). Es gilt:

e G#0, daz €G.
e G =u"'({u(z0)}) ist abgeschlossen, dass u(zg) abgeschlossen ist,
e (G ist offen, wie oben gezeigt.

Also ist G eine abgeschlossene, offene, nicht leere Teilmenge von §2. Da € zusammenhéngend ist,
folgt Q = G. [

Wie erhalten eine analoge Aussage, wenn wir u(z) < u(zp) durch u(z) > u(zo) ersetzen. Dies ist das
Minimumsprinzip fiir harmonische Funktionen. Dieser Begriff ist aber weniger gebrauchlich,

da das Minimumsprinzip fiir u letztendlich nichts anderes ist als das Maximumsprinzip fir —u.

Satz 4.15 (Maximumsprinzip fiir holomorphe Funktionen). Sei f holomorph auf dem Gebiet €0,
20 € Q, |f(2)] < |f(20)| fiir alle z € Q. Dann ist f bereits konstant.

Beweis: Sei B,(zy) C (.

2m
o)l = 52| [ Fo+ pety at

1 27\' .
S5 1ot pet) dt
™ Jo
1 27
<
<5 | Il
= \f(20)|

Also Gleichheit in den Ungleichungen. Da t — |f(zo + pe'?)| stetig ist, folgt, dass |f(z0)| =
|f(z0 + pe')| fiir geniigend kleine p > 0 und alle ¢ € [0, 27]. Somit ist

G ={z€Q||f() = |f(x0)I}

offen, abgeschlossen, nicht leer. Wir erhalten G = Q, und damit ist z — |f(2)| konstant. Mit
Aufgabe 4 auf Ubungsblatt 3 folgt, dass f konstant ist. ]

Analog zeigt man:
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Abbildung 5.1: Zu Beispiel 5.1 (2), Behaupt.

Re f(2) < Re f(z0) auf einer Umgebung von zp, dann ist f konstant.
Im f(z) < Im f(z9) auf einer Umgebung von zg, dann ist f konstant.
Re f(2) > Re f(z0) auf einer Umgebung von zp, dann ist f konstant.
Im f(z) > Im f(r¢) auf einer Umgebung von zg, dann ist f konstant.
|Re f(2)] < |Re f(20)] auf einer Umgebung von zg, dann ist f konstant.
[Im f(2)| < |Im f(2)| auf einer Umgebung von zp, dann ist f konstant.
Achtung das Analogon gilt nicht in den Versionen:

[Re £(2)] > | Re £(20)], | Tm ()] > | Tm f(z0)l, 1£(2)] = | (z0)]

Gegenbeispiel. 2 C C sei ein Gebiet, 0 € Q, f(z) = 2z, z0 = 0.

5 Holomorphe Fortsetzung

Di 26.11.

5.1 Motivation und Beispiele

Motivation. Seien Q,Q Gebiete in C mit Q € €, sei f: Q — C holomorph. Angennommen wir
kennen f|g. Wie kontrolliert man f auf Q\ Q?

Beispiele 5.1.

(1) Log: C\ R<g — C ist der Hauptzweig der Logarithmusfunktion. Sei 2 := By (1). Auf diesem
——
=0
gilt
0 (_1)n+1
Log(l+z) = 2"
g(1+2) ; .

Verhalten von Log auflerhalb By(1)? Es sind gliicklicherweise Rechentricks moglich. Siehe
Beispiel 2.32.

(2) Riemannsche (-Funktion. Seien n € N*, z € C.

z

Wiederholung Analysis I: n=% := exp(—zlogn). Dann ist C — C, z — n~* holomorph.
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Schreibe z = x + iy

[n™?| = exp(Re(—zlogn))

— e ® logn

= n—%

Behauptung: >~ | n~" konvergiert absolut fiir z > 1

Beweis der Behauptung: Betrachte x: [0,00) — R, x(t) = n%, fallsn —1 <t <n.In
anderen®? Worten: x(t) = [t]~% Es gilt fiir x > 1:

k

k
Zn*“’ = /0 x(t) dt

n=1
k
< 1+/ t= dt
1

1 11*
:1—1—[715_”}
—x+1 1
1 1 o 1
T =P IS B
r—1 x-—1 rz—1

Die Reihe Y07, n~% ist monoton wachsend und beschrinkt, n=* > 0, also absolut konver-

gent. ]
. . . [e'e) _ [e'e) —(1+ . ..
Fir alle z € C mit Rez > 1+¢, ¢ > 0 wird )" n~* durch >~ n (1+¢) majorisiert.
€R>o

Setze ((z) :== >_°° , n~% mit Re(z) > 1. Konvergenz ist gleichmiBig auf
K.:={z€C|Re(z) >1+¢}

mit € > 0. Weiter ist z — 22:1 n~% holomorph auf K.. Auflerdem gilt fiir jede kompakte
Teilmenge K von {z € C|Rez > 1}: Es gibt®® ein ¢ > 0, so dass K C K.. Also folgt mit
Satz 4.12: ¢ ist holomorph auf {z € C|Rez > 1}.

Tatsache (ohne Beweis): Man kann diese Funktion zu einer holomorphen Funktion ¢: C\
{1} — C fortsetzen. Diese Fortsetzung ist eindeutig. Dies folgt aus dem Identitétssatz.
Weiter ohne Beweis: ¢ hat Nullstellen in —2, —4, —6,.... Die Riemannsche Vermutung: alle

anderen Nullstellen sind von der Form % + iy mit y € R.

5.2 Funktionselemente und Funktionsketten
Definition 5.2. Ein Funktionselement (f,Q) besteht aus einem Gebiet Q2 und einer holomor-

phen Funktion f: Q — C. Wir nennen (f2,€2) ist eine direkte Fortsetzung von (f1,Q1), falls
Q1N Qo # 0 und fr1g, 0, = f2lg,na, - Wir schreiben dafir (fi, ) M (f2, Q).

Der Identititssatz impliziert: Zu gegebenem 1, f1, Qs mit Q; N Qs # () gibt es hochstens ein fo,

52Definition im Vergleich zur Vorlesung leicht vereinfacht.
53Man betrachte die stetige Funktion K — R, = 4 iy — z. Sie nimmt ihr Minimum an, sagen wir in xo + iyo,
zo > 1. Dann gilt somit K C K. mit € := z9 — 1.
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[k " = T
| Lt i 1ok = 1
I e T ! i)

Abbildung 5.2: Zu Definitionen 5.2 und 5.5.

Abbildung 5.3: Zu Beispiel 5.3.

so dass
(f1,21) 1 (f2,92) .

Die Existenz ist aber unklar.
Die Relation M ist reflexiv und symmetrisch, aber nicht transitiv.

Beispiel 5.3. Seien 1, Q2 und Q3 Gebiete in C\ {0} wie in Abbildung 5.3 angedeutet. Dann gilt
(Log |a,, 1) M (Log |q,, ). Falls £: Q3 — C holomorph ist und falls gilt ¢|o,nq, = Log|a,nas,
dann haben wir

o nq, = Log|a,na, + 27i.

(8, Qg) I (LOg, Ql)
(LOg, Ql) n (LOg, Q2)
Aber: (¢,Q3) 7(Log, Qs).
Also keine Transitivitét!
Beispiel 5.4. %4
(1) (3= Bi) 1 (f.c\ (1))

54Beispiel nachtriglich nach vorne geschoben im Skript. Entschuldigen Sie die andere Nummerierung in Skript und
Vorlesung.
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Abbildung 5.4: Zu Beispiel 5.4(2).

Abbildung 5.5: Zu Satz 5.7.

(2) Angenommen QN B1(0) # @ und Q ¢ B;1(0). Dann gibt es keine holomorphe Funktion
f:Q — C mit f(z) = ZZOZOZ”I fir z € B1(0) N Q. Denn seien p,q € Z ,q # 0 und
Z=1te*™7 (0<t<1).

q—1 )
f(tezmg) _ Ztmezmgn! n Ztn! 1
n=q

n=0

———
beschrankt t—1
00

— f kann man nicht in ™G stetig fortsetzen

Also existiert keine Fortsetzung auf .

Definition 5.5. Eine Funktionskette besteht aus endlich vielen Funktionselemente (f1,91),
(f2,2), - .oy (i, Q) mit (f5, ) N (fj+1,Qjgr) fir alle j € {1,...,k — 1}. Eine solche Funkti-
onskette nennt man eine Funktionskette langs der Kurve v: [a,b] — C, falls esa =ty < t; <
- <t = b gibt, so dass

Spur (Y|, _,.¢,1) € €2
firje{1,...,k}.
Bemerkung 5.6. Gegeben seien Gebiete Qq,...,Qp mit Q; N1 Q41 # 0, f: Q4 — C holomorph.

Dann gibt es hochstens eine Funktionskette

(flﬂ Ql)a (f27 QQ)? ceey (fka Qk)
mit f; = f (Induktion tiber k.)

Satz 5.7. Sei~y: [a,b] — C eine Kurve. Seien (f1,Q1),- .., (fi, ) und (g1,G1), ..., (gs, Ge) zwei

Funktionsketten lings v mit f1)o g, . Dann gibt es ein € > 0, so dass

= G1la;ne,

JelB.(v(0)) = 9¢lB. (1))
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Abbildung 5.6: Zum Beweis von Satz 5.8.

Beweis: Man kann eine Unterteilung ¢ = ¢ty < t; < ... < ¢, = b finden, so dass fiir alle
je{l,2,...,r}eins e {1,2,...,k} und ein ¢t € {1,2,...,¢} gibt mit y([t;—1,¢;]) C Qs NG;. Man
zeige nun durch Induktion tiber j mit Hilfe des Identitdtssatzes, dass f und g auf einer Umgebung

von y(t;) ibereinstimmen. ]

5.3 Mondromiesatz

Satz 5.8 (Monodromiesatz). Angenommen H: [a,b] x [0,1] = C ist eine Homotopie mit festen
Endpunkten von ~o: [a,b] — C nach v1: [a,b] — C. Sei (f,Q) ein Funktionselement, vyo(a) =
~v1(a) € Q, das langs jeder Kurve t — H(t,T) eine Funktionskette besitzt. Sei

(f1, ), (f2,2), .., (fx, )

eine Funktionskette lings vo mit (f,Q) = (f1,1), und sei

(thl)v Tt (ff7Q£)

eine Funktionskette lings y1 mit (f,Q) = (f1,Q). Dann gibt es ein € > 0, so dass

felB.(vow) = JrlB.(vov)) -

Beweis: Zu 7 € [0,1] wihle eine Funktionskette langs 79. Es gibt ein offenes Intervall I, 3 79,
so dass fur alle 7 € I, N [0,1] dieselbe Funktionskette eine Funktionskette ldngs ¢t — H(t, )
bildet.?> Wihle endlich viele 71, ..., 7k, so dass [0,1] C I, U--- U I, . Die Aussage folgt nun mit
Induktion iiber k. [

Falls eine Funktionskette langs o mit Anfang (f1,€;) existiert, dann haben wir f; auf einer
Umgebung von Spur(yg) holomorph ,fortgesetzt“ (falls vy injektiv ist und falls ; geniigend
klein). Auf einer Umgebung von ~(b) ist dann das Ergebnis eindeutig.

Wenn nun v; homotop zu 7y mit festen Endpunkten ist und wenn Funktionsketten mit Anfang
(f1,€1) langs aller Wege , die in ©; beginnen, existieren, dann bekommen wir auf einer Umgebung
von o(b) = 71(b) dieselbe holomorphe Funktion, wenn wir lings 79 bzw. lings +; holomorph

fortsetzen (Monodromiesatz).

55Man erhilt also nun eine offene Uberdeckung (I N [0, 1])r¢[0,1] von [0, 1] und nach der Heine-Borel-Eigenschaft
existiert eine endliche Teiliiberdeckung.
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T

Abbildung 5.7: Zu Satz 5.10.

Abbildung 5.8: Zur Proposition 5.11.

Folgerung 5.9. Sei Q ein einfach zusammenhingendes Gebiet. Sei Q@ C Q, Q ein Gebiet. Das
Funktionselement (f, Q) besitze lings jeder Kurve eine Funktionskette. Dann gibt es eine eindeutige
holomorphe Funktion f: Q — C mit flg = f.

5.4 Technische Umsetzung der holomorphen Fortsetzung

Satz 5.10 (Kreiskettenverfahren). O0.B.d.A. sei Q1 = B, (y(a)). Wende iterativ den Satz 2.17
(Anderung des Entwicklungspunktes) und die zugehirige Koeefizientenformel (2.4) an. Wenn es

eine Funktionskette lings v gibt, dann liefert dieses Verfahren eine Funktionskette.

Der Beweis der Aussage folgt unmittelbar aus dem bereits Gezeigten. Fr 29.11.

Proposition 5.11 (Schwarzsches Spiegelungsprinzip, benannt nach Hermann Amandus Schwarz).
Sei U offen in der oberen Halbebene H = {z € C | Im(z) > 0}. Sei (a,b) C R, so dass U U (a,b)
offen in HUR. Sei f: UU(a,b) — C stetig, die auf U holomorph ist und fir die gilt: f((a,b)) C R.
Dann ist

f(z), firzeUU/ (a,b)

Fz):=<__"
f®z), firzelU

eine holomorphe Funktion auf U U (a,b) U{Z | z € U}.

Beweisskizze: Zeige [, F(z) dz = 0, wobei R der Rand achsenparalleler Rechtecke ist, welche
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ganz in U liegen.%¢

1. Fall: R C U. Ist klar, da f holomorph ist.

3. Fall: RC UU(a,b), aber R¢ U.
Jor. F(2) dz = 0. Es folgt mit € — 0: [, F(2) dz=0.

4. Fall: RC (a,b)U{Z | 2z€U}, aber RZ¢ {Z|z€ U}.
Analog zum 3. Fall.

5. Fall: R hat Punkte mit positivem und Punkte mit negativem Imagindrtesl. faR F(z) dz

faRlF(z)dz+f8R2F(z)dz:0+0:O.

56In der Zentraliibung wurde gefragt: wieso impliziert dies, dass F holomorph ist. Wir beantworten dies in Satz 8.2.
5"Dies sieht man mit Hilfe der Cauchy-Riemann-Gleichungen durch Nachrechnen, oder damit, dass die Ableitung
von z — f(2z) im reellen Sinn die Verkettung zweier komplex-antilinearen Abbildungen und somit komplex

linear ist.
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6 Isolierte Singularitaten

6.1 Drei Typen von isolierten Singularititen

In diesem Abschnitt ist 2 immer eine offene, nicht-leere Teilmenge von C.

Definition 6.1. Sei A C C. Dann heifit a € C ein isolierter Punkt von A, falls a € A gilt und
a kein Haufungspunkt von A ist. In anderen Worten: falls es € > 0 gibt, so dass B-(a) N A = {a}.

Beispiel 6.2. U offen in C, a € U. Sei A:= (C\U)U{a} =C\ (U \ {a}). Dann ist a isolierter
Punkt von A. Denn B.(a) C U = B.(a) N A = {a}.

Definition 6.3. Sei f: Q — C eine holomorphe Funktion. Wir sagen zo € C ist eine isolierte
Singularitit von f, falls zg isolierter Punkt von C\ Q ist. In anderen Worten: zo ¢ Q und zo ist

kein Hdaufungspunkt von C\ Q.

Beispiele 6.4.
(1) f: C\ {0} — C mit z —> 1 hat eine isolierte Singularitét in 0.
(2) Bz2(1)\ {2} = C mit z — z hat eine isolierte Singularitit in 2.

Definition 6.5. Sei zy eine isolierte Singularitdt von f: Q — C, wobei f holomorph ist. Dann
heif$t zo

(i) eine hebbare Singularitit, falls es eine holomorphe Funktion f: QU {z} — C gibt mit
fla=71.

(ii) ein Pol, falls zg nicht hebbar und falls es ein n € N* gibt, so dass z +— (z — 20)"™ - f(2) in

zo eine hebbare Singularitat besitzt. Das kleinste solche n heiffit Ordnung des Pols.

(iii) eine wesentliche Singularitat, falls zo weder hebbar noch ein Pol ist.

Bemerkung 6.6. zu (i). Die Funktion f ist dann eindeutig

F(2) = f(2), z€Q

limy, ., f(w), z=20
Beispiele 6.7.
(1) Beispiel 6.4 (1) hat einen Pol 1. Ordnung in 0.
(2) Beispiel 6.4 (2) hat eine hebbare Singularitit in 2.

(3) C\{1,2} - C mit f(2) = ﬁ — -25 + 2* hat einen Pol 2. Ordnung in 1 und einen Pol

1. Ordnung in 2.

(4) f(z) ==& ¢. €\ {0} — C. Die isolierte Singularitit in 0 ist hebbar, denn

z

sin(z) i (—1)kF  p2kHL
z 71@:0 2k+1)! =z
LS
2 kT 1)!

f(z) holomorph auf C
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(5) Q:=C\{0}, f(2) =e* =332 L(L).

. 1
lim er = o0
r—0
r€ER>o

— f ist in O nicht stetig fortsetzbar. Somit ist die Singularitdt nicht hebbar.

Zeige nun, dass 0 kein Pol ist.

e fa) =) %z"_j + > %(%)]‘7”7
=0

J: j=n-+1

(%) =:9(2)
wobei (*) holomorph auf C und beschrinkt auf B;(0) ist. Fir r > 0 ist

o(r) > 1 (1)(n+1)*n

r

(n+1)!
_ 1
C (m+1)! 7

r—0
—

" f(r) = o

Somit hat 2™ - f(z) eine nicht hebbare Singularitdt in 0 und somit hat f keinen Pol in 0. Die

Singularitét ist also wesentlich.

6.2 Meromorphe Funktionen

In diesem Abschnitt ist wieder £2 immer eine offene, nicht-leere Teilmenge von C.
Wiederholung.
Sei A C Q.
A ist eine diskrete Teilmenge von 2
e genau dann, wenn die induzierte Topologie auf A die diskrete ist (Definition).
e genau dann, wenn jeder Punkt von A ein isolierter Punkt von A ist.

Definition 6.8. Wir nennen f eine meromorphe Funktion auf (), falls es eine diskrete Menge
A C Q gibt, so dass f: Q\ A — C eine holomorphe Funktion ist und falls [ in jedem zg € A einen
Pol besitzt.

Beispiel 6.9.
1 i

f(z):el/z“!‘m—Fm

ist meromorph auf Q := C\ {0} aber nicht meromorph auf C.

Vorstellung.

f(z0) = o0, falls zg € A. Elemente von A nennt man Polstellen von f.
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b
Beispiel 6.10 (Mobiustransformation). Seien a,b,c¢,d € C und es gelte det (a d> # 0. Sei
c

=M
weiter fyr: CU {oo} — CU {oo} mit

gzzig zyéoo,z;é—%c;éo
%er z # 00,c = 0.
Ju(z) = 4 oo ZZ—%,C#O
z=00,c#0

ale

00 z=00,c=0.

fule : € — CU {oo} ist meromorph.
Es gﬂt fMl (f]sz(Z)) = fMl'MZ(Z>'

Stereographische Projektion.

Identifiziere C U {oo} mit der 2-Sphiire S? = {z € R3|||z|| = 1} mittels C U {co} — S? mit

0

z

2z
2 0(z) = < 2f}> € CxR=R3,
z|2+1

wobei der erste Eintrag in C, der zweite in R und der gesamte Vektor in S? liegt. Man definiert
o(00) := (0,0,1)T.

Geometrische Interpretation:

Abbildung 6.1: Zur geometrischen Veranschaulichung.

Fiir 2 € C liegt o(z) auf der Geraden durch (z,0) € R und (0,0,1)7 und auf S2. Hierbei sei
o(z) #(0,0,1)T.

Fakten: (leicht verifizierbar und Zentraliibung in der 2. Vorlesungswoche)
e olc:C — S?\ {(0,0,1)T} ist ein Diffeomorphismus®®, winkeltreu

e Versehen wir C U {oo} mit der Alexandroff-Topologie,’ dann ist o : C U {oo} — 52 ein
Homdomorphismus. Wenn man C U {oo} als 2-Sphiire interpretiert®, dann nennt man dies

die riemannsche Zahlensphare.

58im Sinne der Analysis II, indem wir S2 \ {(0,0,1)T} als Untermannigfaltigkeit von R3 betrachten.
59siehe 3. Aufgabe von Ubungsblatt 2
60Genauer: wir identifizieren z € C U {co} mit o(z) € S? und dann ist C U {oo} gleich S2.
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e Ist f meromorph auf (2, so ist

o(f(2)) kein Pol in z

0 — 52
(1,0,0)7  Pol in z

eine glatte®! Abbildung.%?

o Ist fi; eine Mdbius-Transformation, dann ist o o fiy o 0~ ! : §2 — S? ein winkeltreuer und

orientierungserhaltender® Diffeomorphismus.

e Umgekehrt (etwas mehr Aufwand):
Jeder konforme, orientierungserhaltende Diffeomorphismus h : S? — S? kommt von einer
Mébiustransformation, das heift A = o o fy; 0 o~ fiir ein M € C?*2, det M # 0.

Bemerkung. Was wir hier machen, ist auch in der speziellen Relativitatstheorie wichtig. Man
identifiziert die Menge aller Lichtstrahlen, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 in x = 0 € R? starten,
mit S2. Mobius-Transformationen sind dann genau die ,,schénen® Abbildungen, die Lichtstrahlen
auf Lichtstrahlen abbilden. Es sind dann genau die Abbildungen, die sich zu (zeit- und raum-
orientierungserhaltenden) Isometrien von R3! fortsetzen. Hierbei ist R3®! := R*, versehen mit
dem “Skalarprodukt

St

, >:—tt~+x§c+yg+zé.

T
I IS
IS S I

Sie werden dies wahrscheinlich nicht alles verstehen, insbesondere ist die obige Abbildung ja gar
nicht positiv definit, also eigentlich kein Skalarprodukt. Vielleicht erinnern Sie sich aber an diese
Bemerkung, wenn Sie sich mal mit spezieller Relativitidsttheorie beschéftigen (sollten). Es ldsst
sich hieraus erklaren, wieso SL(2,C) = {M € GL(2,C) | det M = 1} so eine wichtige Rolle in der

relativistischen Quantenmechanik hat.

Definition 6.11. Sei zg € QQ C C ein Gebiet. Sei f holomorph auf  oder meromorph ohne
Pol in zy. Sei f(20) = 0 und f # 0. Die Nullstelle zg hat die Vielfachheit k genau dann, wenn
f(z0) =0,..., fFD(2) = 0 und f*)(z) # 0.

Jede Nullstelle hat eine Vielfachheit k¥ € N* (Identitétssatz).
Lemma 6.12. f besitzt eine Nullstelle der Vielfachheit k € N* in zy. Dann hat &) eine

(z2—z0)*

hebbare Singularitat in zy, aber % hat einen Pol in zg. Es gibt also eine auf einer offenen
k
-9(2)

Umgebung Be(z9) definierte holomorphe Funktion g: Bc(zo) — C, so dass f(z) = (z — zo)
fiir alle z € B(z0) \ {20} und g(z9) # 0.

Beweis: Taylorreihe in zp.

o0

F&) = 32 2™ o)z — 20"

n=0

61Tn der Vorlesung nur gesagt ,stetig®, die Aussage ist auch mit ,glatt“ im reellen Sinn richtig, sowohl im Sinne
von Abbildungen Q — R3 als auch im Sinne Q — S2

62Mit Ausnahme der Polstellen und der Punkte z mit f/(z) = 0 ist sie auch winkeltreu

63D . 82 — S? orientierungserhaltend bedeutet: Fiir p € S und q,7 € R3, ¢ L p L r L q hat die Basis (p, ¢,r) die
selbe Orientierung (siehe Lin. Alg.) wie (h(p), Jh(p) - q, Jh(p) - 7). Deiser Begriff wird eigentlich nur beniitzt,
damit die folgende Umkehrung richtig ist.
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— (3 Mol — 20" F) (= 200t
n==k

=g(2)
1
9(20) = yf(k)(zo) #0
f(2) l9(2)] 2oz
‘(2 _ Zo)k-i-l‘ Tz % da [g(2)| = [g(z0) # 0, |z = z0] == 0
Also ist % nicht stetig fortsetzbar. ]

Definition 6.13. Sei f meromorph auf Q, zo € Q. Wir definieren die Ordnung O, f von f in
2o durch

0o, falls f =0 auf einer Umgebung von zg
Vielfachheit der Nullstelle von f in zo, falls f(z9) =0
0, falls zy kein Pol und keine Nullstelle von f ist

— Ordnung des Pols, falls zy Pol von f

O f =

Lemma 6.14. Sei f wie in Definition 6.13. Sei k := O,,f # oco. Dann gibt es eine auf einer
Umgebung U von zg definierten holomorphen Funktion g: U — C mit

9(z0) # 0 und g(2) - (z — 20)" = f(2).

Beweis: 1. Fuall: f habe eine Nullstelle in zy. Lemma 6.12.
2. Fall: zy ist weder Nullstelle noch Pol. g := f

3. Fall: zg ist ein Pol der Ordnung |k|.
Also hat h(z) = (z — 20)* f(2) eine hebbare Singularitit.

Sei 0.B.d.A. g: B.(z9) — C holomorph mit g(z) = h(2) fiir alle z € B.(20) \ {20}. Zu zeigen bleibt
9(z0) # 0.

Angenommen g(zp) = 0. Dann hétte nach Lemma 6.12

9(2) . |k|—1
e (2 —20)""7" f(2)
eine hebbare Singularitdt. Der Pol hétte also hochstens Ordnung |k| — 1. Widerspruch. [

Korollar 6.15. Sind f1, fo meromorph auf dem Gebiet ), fo £ 0. Dann sind fi fo und % ebenfalls
meromorph auf Q. Es gilt fir alle zg € Q

0.,(8) = 0ufi-0ut

O (fif2) = Oufi+Oule,

wobei 0o + k := oo fiirk € Z.

Wir haben also gesehen:
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Abbildung 6.2: Zu Satz 6.16.

Bemerkung. {f meromorph auf Q} ist ein Korper, wenn 2 ein Gebiet ist.

Dies gibt viele interessante Beispiele von Korpern, wie zum Beispiel den nicht-archimedisch ge-

ordneten Korper, den wir in Analysis I, Kapitel 2, Beispiel 5.9 (d) betrachtet haben.

6.3 Laurent-Entwicklung

Notation.
-1 oo
> a o= Yo
n=-—00o m=1
o -1 [es)
Z Ay = Z an—|—2an
n=—oo n=-—o0o n=0
k oo
= Z an + Z 29
n=-—0o0 n=k+1

Satz 6.16 (Laurent-Entwicklung). Sei f holomorph auf dem Kreisring K, r(z9) := {z € C |
r<|z—z| <R},0<r<R<oo, zgp € C. Dann ezistiert eine eindeutige Familie komplexer

Zahlen (an)nez, so dass

f2)= ) an(z—20)"

n=—oo

fiir alle z € K, g(z9). Die Koeffizienten a,, berechnen sich durch

1 f(©)

Ap ‘= — —r
2mi /achzo) (€ —20)"H! ‘

fir p € [r, R].

Beweis: O.B.d. A. sei zg = 0. Wéhle 0,7 € R mit r < ¢ < 7 < R. Definiere v wie die blaue
Kurve in Zeichnung 6.2. Fir z € K, (0) gilt

1 1
I Rt

1 1 1
N 27ri(/aBT(o) C—z d - /C?Bc,(o) C—z2 d()
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= 1-0=1
und somit
CIF 1 f(C
L@ W) = o [
_ f(C)d_L/ 19
2mi Jop,0) C— % 210 Jop,0) ¢ — 2
(1) Sei ¢ € 9B,(0) mit 7 = [{| > |z|:
1 11
(-2 ¢ 1-:
lz/¢l<1
ZCn—i—l
n=0
(2) Sei ¢ € 9B,(0) mit o = [{| < |z|:
111

(-2  z1-¢

= — N Cm

= om+1
1 n

z

- X e

wobein = —-1—-m
Diese Reihen sind in ¢ gleichméBig konvergent auf 0K, -(z9) = 0By (20) UIB; (7). AuBerdem ist

f gleichméBig stetig auf 0K, ;(z0). Somit

Z 2mi /83 (0) C”“
=:an

dC

d§ " Z 2mi /BB C"H

iap

Es folgt mit Aufgabe 4 auf Ubungsblatt 6 fiir alle p € [r, R]
1
f(©) dc,

Cn—i—l

n 271 B, (0)

insbesondere ist dieser Ausdruck von p unabhéngig. Wir haben somit die Existenz der a,, gezeigt

Zur Eindeutigkeit: Sei
Z byz" auf K, g(0).

oo
E an2" =
n=-—00

n=-—oo

—k=1 ynd erhalten

Wir multiplizieren mit z
! auf KT7R(O).

[eS) [eS)
2 anznfkfl — § bnznfk
n=-—oo n=—oo

Auf beide Seiten wenden wir 5 [, . (0) A1 fir ein p € (r, R). Das Integral kann mit der Reihe

Seite 83

WS 2019/20



I KOMPLEXE ANALYSIS (FUNKTIONENTHEORIE)

vertauscht werden, denn die Reihen sind gleichmiBig konvergent. Nun hat z* eine Stammfunktion

genau dann, wenn ¢ # —1.

1 / - —k—1 - 1 / —k—1 1 k—k—1
— apz"” dz = Ay —— 2" dz = ap— z dz = ay,
2mi Jas,(0) n;oo n;oo 211 JaB,(0) 2mi Jap,(0)
Damit folgt ar = b. [ ]
Definition 6.17. Man nennt Reihen der Form "~ a,(z — z9)" Laurent-Reihen um z,.

o Hauptteil: .1 an(z — 20)".
o Nebenteil: Y0 an(z — 20)".

o Residuum: a_y. Im Fall r = 0 schreiben wir Res,, f fir das Residuum der Laurent-Reihe
von f auf Ko r(z0) = Br(z0) \ {20}
Bemerkungen 6.18.

(1) Der Konvergenzradius ppax des Nebenteils:

1
Pmax = S [Oa OO] )
limsup,,_, o V/|an]
wobei é =0, % := oco. Wir haben also Konvergenz fiir |z — 29| < pmax und Divergenz fiir

|z = 20| > Pmax-

(2) Der Hauptteil Y, a_y, (ﬁ) konvergiert fiir

1 ’ 1
< .
‘Z —2 !  limsup,_,. V/|a_n]
Wir haben also Konvergenz fir |z — zp| > pmin := limsup,, ,., V/|a—n| und Divergenz fiir

|Z - ZO| < Pmin -

(3) Falls f wie in Satz 6.16 ist, dann konvergiert es fiir |z — zo| € (r, R), das heifit ppin < 7,
R < pmax-

(4) Der Grenzwert der Laurent-Reihe ist holomorph auf dem Konvergenz-Gebiet:

K prninspmax (20) = {2 € C | prmin < [2 = 20| < pmax}-
(5) f(z) =X 0" an(z—20)™ konvergiert gleichméBig auf kompakten Teilmengen von K, |, (o).

(6) Ableitung: f'(2) =307 n-an(z — 2)"*

n—=—oo

(7) Falls a_; =0, dann hat f eine Stammfunktion

Fz)= Y (=)™

n=—oo

n#—1

AuBlerdem gilt: f' und F haben dasselbe Konvergenz-Gebiet wie f.
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Satz 6.19 (Cauchy-Abschitzungen fiir Laurentreihen). Sei f(z) = >_°7 an(z2—20)" konvergent

n=—oo

fiir alle |z — 20| = p. Definiere M :=sup.cpp, (., |f(2)| < 00. Dann gilt die Cauchy-Abschitzung:

M
lan| < —.

n

Beweis:

|f (20 + pe')| (z0+pe™)| . 4
n "l dt
lan] < 2m|/ |pe”\"‘*‘1 |pie”]

2 - Mp™"

6.4 Laurententwicklung fiir isolierte Singularitaten

Sei zg eine isolierte Singularitdt von f: Q\ {20} — C, Q Gebiet, zo € Q. Bilde die Laurentreihe in

20
0

f(z) = Z an(z — 2z9)" (6.1)

n=—oo

konvergiert fiir 0 < |z — zg| < pmax. Der Hauptteil konvergiert fiir alle z # z.
Die Gleichung (6.1) gilt fiir z € B.(z0) \ {20}, € > 0 geniigend klein.

Satz 6.20 (Riemannscher Hebbarkeitssatz). Notation wie oben. Folgende Aussagen sind dquiva-

lent:
(1) Die Singularitit von f in zo ist hebbar.

(2) f ist beschrankt auf einer Umgebung von zo, das heif$t es existiert ein ¢ > 0: M, :=
sup{|f(z)| ‘ z € Ba(zo)} < 0.

(3) an =0 fiir allen <O0.
Beweis:
»(1) < (3)“: bereits klar.

»(1) = (2)“: Setze f zu einer holomorphen Funktion f: Q — C fort. Also f\m stetig. Damit
folgt f(B.(20)) D f(Be(20)) kompakt, falls B.(zp) C Q. Also ist M. < oc.

»(2) = (3): Fiir n < 0 gilt |a,| < M.pl"! fiir 0 < p < e. Wir haben pI"l — 0 fiir p > 0. Wir

erhalten a,, = 0. [ ]

Korollar 6.21. Notation wie oben. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) f hat einen Pol der Ordnung < k in zo oder eine hebbare Singularitit
(2) Fe>03M. >0 mit |f(2)] < ‘Ziwi;o‘k fiir z € Be(20) \ {20}

(3) an, =0 firn < —k.
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Beweis:

(1) <= (2 — 2)"f(2) hat eine hebbare Singularitit inzg

E27 Fe>0: IM. € R: Vz € Bu(2) |£(2)]2 — 20| < M.
= (2
(1) <= (2 — 20)"f(2) hat eine hebbare Singularitit inz,

Satz 6.20
(3).

Satz 6.20 und Korollar 6.21 ergeben:

Korollar 6.22. Notation wie oben. f hat eine wesentliche Singularitit in zy < {n € Zla, # 0}

nicht nach unten beschrdinkt ist.

Satz 6.23 (Casorati-Weierstra8}). Sei zg eine isolierte Singularitat der holomorphen Funktion f.

Dann hat f eine wesentliche Singularitat in zo genau dann, wenn fir jedes € > 0 mit Be(z9) C
gilt: f(Be(20) \ {20}) ist dicht in C.

Wiederholung: M C C ist dicht in C genau dann, wenn M = C.

Beweis: <=
1. Fall: Hebbare Singularitdt, dann f(B:(20) \ {z0}) beschrénkt fir alle & > 0 mit B.(0) C Q.
Dann folgt daraus, dass f(Be:(20) \ {20}) nicht dicht.

2. Fall: Pol der Ordnung k. Wir schreiben f(z) = (29_ (ZZO)) - fiir eine holomorphe Funktion g: Q — C,
g(z0) # 0. Wéhle ein ¢ > 0 mit |g(z)| > \9(2&)\ =:0 > 0 fur alle z € B.(z). Also ist |f(z)| >
> gk > 0 fiir alle z € B:(20) \ {70}

|z—z0|*

B3 (0)N f(Be(20) \ {z0}) = 0
= 0¢ f(B(20) \ {z0}) = nicht dicht.

Wir haben — anschaulich ausgedriickt — gezeigt, dass f(z) — oo fiir z — 2.

»—“: Sei £ > 0 mit B.(z9) C €, so dass f(B:(20) \ {20}) nicht dicht. Es existiert ein w € C und
ein r > 0, so dass B,.(w) N f(Be(20) \ {z0}) = 0.

und somit

Satz .20 Singularitéit von h ist hebbar.
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Abbildung 6.3: Zum Residuensatz.

Das heif3t, es gibt eine holomorphe Funktion h: Bc(z0) — C, die h|p_(z)\{z} fortsetzt. Somit ist

meromorph

meromorph auf B.(zg), also ist entweder in 2 ein Pol oder die Singularitéit ist hebbar. Also ist es

keine wesentliche Singularitét. u

6.5 Residuensatz und Anwendungen

Satz 6.24 (Residuensatz). Sei Q) ein Gebiet in C, S = {p1,...,p,} C Q eine endliche Teilmenge,
f holomorph auf Q\ S. Sei v eine geschlossene, stiickweise C*-Kurve mit Spur(y) NS = 0 und v

homotop in Q (relativ zu den Endpunkte) zu einer konstanten Kurve. Dann gilt

1

2mi

[ 5©dc =Y Wi Res, 1.
v =1

Bemerkung 6.25.
(1) Im Spezialfall S = () ist die Aussage des Residuensatzes:

1
211

L F(Q)d¢ = 0.

Dies ist der Cauchysche Integralsatz 3.20.

(2) Sei S = {p1} und g: @ — C holomorph. Definiere f(z) := 9G) Dann ist f holomorph auf

z—p1’

Q\ {p1} und es gilt Res,, f = g(p1). Der Residuensatz besagt dann

L[ 9@ . _
s |, E 4= W) gl

Dies ist die Cauchysche Integralformel 4.1.

(3) Der Residuensatz 6.24 gilt auch dann, wenn wir die Menge S durch eine beliebige abge-
schlossene und diskrete Teilmenge S von €2 ersetzen. Wdh: diskrete Mengen sind nicht immer
endlich. Wenn S eine abgeschlossene und diskrete Teilmenge von 2 ist, dann hat S im Innern

von {2 keine Hiufungspunkt, am Rand aber evtl. schon. Es gibt dann aber nur endlich viele
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Punkte p in S mit W(~,p) # 0.

Beweis von Satz 6.24: Sei h(z) der Hauptteil der Laurentreihe von f in py, das heifit um py:

f2)= > ane(z=po)"
he(2)= Y anelz—po)"

he(z) konvergiert und ist holomorph auf C\ {pe}.

k
h(z) = f(2) =) he(2)
=1

holomorph auf © (holomorph auf Q\ S klar. Um p, herum h(z) = 307 ane(z—pe)™ —> ey hie(2)
kAL
holomorph.)

Mit dem Cauchy-Integral-Satz folgt fﬂ/ h(z) dz = 0.

1 |
o Vf(odc:ezzlmfyhe(c)dc
1 1 .
i | M= 5 L n;man,z@—pe) dc
1 —1
:%n__ooan,f W(C—W)ndc
1 1
=5 1,@L< » ¢
)

= a_1,0 W(,pe
~——
Resp, f

denn ¢ — % ist Stammfunktion von (¢ — pg)™, falls n # —1. Also

1
211

[ £©0d6 = Y (Res,, Wm0
v /=1

Proposition 6.26. Seien P,Q Polynomfunktionen mit @ # 0. Sei R(z) = 58’ Q habe keine
Nullstellen auf R. Es gelte deg Q > deg P + 2. Dann folgt

/ R(z)dx = 2mi Z Res, R,
- peS,
wobei S; :={z € C| Q(z) = 0AIm(z) > 0}.

Beweis: Seien P(z) = an2™ + -+ ap, mit a, # 0, a; € C, Q(2) = by 2™ + -+ - + by, mit by, # 0,
bj € Cund m > n + 2.
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Abbildung 6.4: Zur Proposition 6.26.

1. Schritt: Ye > 03rg > 0Vz € C\ B, (0):

P
Ql:)

Prife: sei w = %, dann gilt

m—n

Gnp

bm

<e

P(%) w" anw® + ap_qw! + - - + agw™
Q(2)ywm™ b w® + - - + bow™
w—0 afn
bm
2. Schritt:
Qn, 1

fir alle z € C\ By, (0).

3. Schritt: Fiir r > 0 definiere v,.(t) = re', v,

[0,7] = C, 7: [-r,7] = C, ¢ — ¢. Wahle 71 > 0

so groB, dass B,,(0) D S; und r1 > ro. Fir alle r > rq gilt dann:

R ist holomorph auf {z € C | z ¢ Sy,Im(z) > —¢} fiir ein kleines ¢.

Der Residuensatz liefert:

fjr R(z) dx

R(z) dz = 2mi Z Res, R

pESY

Die Konvergenz von [~ R(x)dx folgt aus dem 2. Schritt, da |R(z)| < % fiir |z| > max{ry,1}.

‘/yrR(Z)dZ’:‘/O
)

R(re')rie™ dt

|R(re)] rdt
——

< T% fir r>max{ry,1}

(&
<7-
,
r—00 0 u
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Lemma 6.27. Sei Q ein Gebiet in C und P,Q : Q — C holomorphe Funktionen, Q # 0, zy € )
eine einfache Nullstelle von Q. Dann gilt

o (5) - 55
Beweis: (920( ) 0., P—-0,Q= &2_12 1>-1.

>0
Also Pol 1. Ordnung oder hebbar.

Q(z)
P(z) —20) = 3 a zZ—z
Q(z) (Z 0) HZ::O n71( 0)

ist holomorph als Potenzreihe. Es gilt

lim ( Pz) (z—zo))

T ARQe)

. z— 20
= M, P 12590 Q) Q)
= P(z) o) -

Beispiel 6.28. R(z) = 1+z4, S, ={e%,e"}. Berechne das Residuum:
Res, R = 1 firpe St
4p?

Rese% R = ie_BIi
Res sz R = i = ie*%

° 1
/ 1 + :I;4 dl‘ = QWZ(ReSeﬂ'z R + Res 37r7 R)

__\2i
1

™

V2

Lemma 6.29. Sei f eine meromorphe Funktion auf Q, wobei  offen in C ist. Sei S die Menge
der Pole. Die Ableitung f': Q\ S — C ist auch eine meromorphe Funktion auf Q und fir alle
2o €  gilt:
Ox(f) =1, falls O, (f) #0
>0, falls O,,(f) =0
Wir definieren hier: oo — 1 := oo.

Beweis: Sei zg € Q. k:= O, (f) € ZU {o0}.
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Die Falle £ = 0 und k£ = oo sind klar.
Sei k € Z: nach Lemma 6.14 existiert eine offene Umgebung U von zp und eine holomorphe
Funktion g: U — C, so dass fiir alle z € U \ {20}

und g(zo) # 0.

F'(2) = 9 ()= = 20)" + g(2)k(z = 20)* !
= (g'(2)(z — 20) + kg(2))(z — z0)* !
G(z)

mit G: U — C holomorph. Weiter ist G(z9) = kg(z0) # 0, falls k& # 0. Also fiir k # 0 gilt:
O, =k—1 [ ]

Folgerung 6.30. Sei f meromorph auf 2, Q ein Gebiet und f # 0. Dann ist fTI meromorph auf
Q. Weiter gilt fiir alle zg € Q

f! >0, falls O, f=0
Ol =
(f) 1, falls O, f #0,
Res;, J; =0, f. (6.2)

Beweis von (6.2): G(z), g(z) wie in Lemma 6.29

f(2)  G(2) (2 — z)F !

F) 7 gle) (2= 20)F
_ G(2) . 1
o g(z) z— 2z
Pol 1. Ordnung oder hebbar.
o Go)
Res,, 7 90) =k=0,f n

Satz 6.31 (Nullstellen und Polstellen zédhlende Integrale). Sei Q C C ein Gebiet und f meromorph
auf Q mit nur endlich vielen Nullstellen und Polen. Seiy eine geschlossene stiickweise C'-Kurve,
die homotop (relativ der Endpunkte)® zu einer konstanten Kurve (v homotop Null) in Q ist. Auf
Spur(y) sollen keine Pole und Nullstellen liegen. Dann gilt

1 [ f(z)

2mi J., f(2)

dz = Z W(7,20)Oz, f

20€EQ

wobei die rechte Seite eine endliche Summe ist, da O, f # 0 nur fir endlich viele z.

Beweis von Satz 6.31: Wende Residuensatz auf fT/ an. [ ]

64oft lasst man ,relativ zu den Endpunkten® weg, dies meint dann aber dasselbe.
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Bemerkung 6.32. Der Satz gilt auch, wenn f % 0 unendlich viele Pole oder unendlich viele
Nullstellen hat. Dann gibt es nur endlich viele zg € Q fiir die W(v, z0) # 0 und O,, f # 0. Diese
Version folgt im wesentlichen aus der in Bemerkung 6.25 (3) erwdhnten Verallgemeinerung des

Residuensatzes.

Beispiel 6.33. Sei p eine Polynomfunktion, p(z) = a,z™ + -+ - + ag mit a, # 0.

p(2)  napz" "+t ag
_ .
p(z) a2 4 -+ ag

|z|] =00
n.

vr(t) = Re®, yg: [0,27] — C, (2 =C).

1 op(e)
2mi ), p(2)

dZ = Z W(7R7Z0)020p3

zo€C

0, falls z9 ¢ Br(0)

wobei W(vr, 20) =
1, falls zg € Bg(0).

Wihle R so grof}, dass alle Nullstellen von p in Bx(0) liegen. Dann ist 5= f7 P2 7, die Anzahl

2mi Jyr p(z)
der Nullstellen von p mit Vielfachheiten gezéhlt. Sei n := deg P

1 / 1 2w/ R it .
L fPE g L TR pie gy
2mi J.,, p(2) 2mi Jo  p(Re®)

R—o00 1 2 .
— in dt =n,
2mi o

somit hat p genau n Nullstellen mit Vielfachheit gezahlt.
Dies ist ein alternativer Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra.

Satz 6.34 (Satz von Rouché). Seien Q,~v wie in Satz 6.31. Sei f meromorph auf Q mit endlich
vielen Nullstellen und Polen, keine Nullstellen und keine Pole auf Spur(vy). Sei g meromorph auf
Q mit endlich vielen Nullstellen und Polen, und keine Pole auf Spur(vy). Es gelte |g| < |f| auf
Spur(vy). Dann gilt

> W 2)0:(f +9) =Y W(7,2)0(f).

zeQ z€Q

Die Voraussetzungen des Satzes implizieren, dass f + ¢ meromorph auf €2 ist und keine Nullstellen
und Polstellen auf Spur(+) hat. Deswegen sind auch in der Summe auf der linken Seite nur endlich

viele Summanden ungleich Null.

Beweis: F(c) := ;- 5 f}ig/ (2) dz, mit ¢ € [0,1], f(z) + cg(z) # 0 auf Spur(7y).

¢ — F(c) mit [0,1] — R stetig. F(¢) € Z nach Satz 6.31. Somit ist F konstant, also F(0) = F(1).
Also folgt die Behauptung. ]

Beispiel 6.35. p(z) = apz™ + - + ag, an, # 0 und yg wie in Satz 6.31. Sei f(z) = a,z" und
9(2) = an—12""1+ -+ + ag. Dann gilt |g| < |f] auf Spur(yg), falls R grof ist. Also ist die Anzahl
der Nullstellen von p gleich der Anzahl der Nullstellen von f, also gleich n.
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Dies ist ein weiterer alternativer Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra.

7 Der riemannsche Abbildungssatz

Di 7.12.

Definition 7.1. Sei Q1,5 offen in C. Eine Abbildung von f: Q3 — Qs heiffit biholomorph,
falls

(1) f bijektiv
(2) f holomorph
(3) f~! holomorph.

Proposition 7.2. FEine Abbildung f: Q1 — Qo ist biholomorph genau dann, wenn f holomorph,
[ bijektiv und fir alle z € Qq: f'(2) # 0.

Beweis: Folgt aus Aufgabe 3 von Ubungsblatt 4. ]

Wiederholung: f biholomorph genau dann, wenn f (reeller) Diffeomorphismus von Q7 und Q5 und

f ist winkeltreu (=konform) und orientierungserhaltend.

Dann ist 2; einfach zusammenhéngend bzw. wegzusammenhéngend bzw. zusammenhéangend ge-
nau dann, wenn {2y einfach zusammenhéngend bzw. wegzusammenhingend bzw. zusammenhén-

gend ist.

Beispiel. (a) (Nach Vorlesung hinzugefiigt) Betrachte die ganze Funktion fy(2) = 2* fiir k €
N*. Wir haben f;(1) = k und deswegen folgt aus dem lokalen Umkehrsatz, dass es ein
e > 0 gibt, so dass fr(Bc(1)) offen in C ist und so dass die Einschrankung von fj ein
Diffeomorphismus B (1) — fi(Be(1)) ist. Die Stetigkeit von f’ impliziert: Ist € klein genug, so
haben wir f;(z) # 0 fiir alle z € B(1). Also besitzt fx|p,_(1) eine holomorphe Umkehrfunktion
wy: U — Bc(1), die auf einer offenen Umgebung U von 1 definiert ist. fi|p_1): Be(1) —
fx(B(1)) ist also biholomorph.

(b) Sei f: Q — C, mit f'(z9) = 0 fiir ein 200 € 2, dann ist fiir jedes ¢ > 0 die Funktion
f

Denn dann hat g(z) := f(2) — f(20) eine Nullstelle der Ordnung k£ > 2 in zy. Schreibe

B.(z0)n nicht injektiv. Insbesondere ist dann f auf keiner Umgebung von z biholomorph.

9(2) = a"(z — 20)"h(z2)

fir a € C\ {0} und eine holomorphe Funktion A : ; — C mit h(zy) = 1. Dann folgt fir alle
z in einer kleinen Umgebung Uy C B.(zo) N von zg

g(z) = (a(z - zo)wk(h(z))>k .

Auf Grund des Satz von der offenen Abbildung gibt es ein 6 > 0 mit Bs(0) C {a(z —
z0)wg (h(2)) | z € Up}, sei

0 o is
a(z; — zo)wi(h(z1)) = 5e2mj/k
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fiur z; € Uy, j ={1,2,...,k}. Dann folgt

4 Tij g 5k
9(z) = (262 J/k> =9k

Also ist g nicht injektiv auf Uy und somit auch nicht f.

Bemerkung. (Nach Vorlesung hinzugefiigt) Bedingung (3) ergibt sich aus aus den anderen bei-
den, kann also weggelassen werden. Denn sei f: 3 — (5 bijektiv und holomorph. Dann muss
f'(z) # 0 fiir alle z € Q gelten, denn sonst wiirde obiges Beispiel (b) zeigen, dass f nicht injektiv

sein kann. Mit obiger Proposition folgt dann die Holomorphie von f~!.
Beispiel 7.3.
(a)

CU {0} —» CU {00}
z—1
z+1

—i —> 00

Z—

oo +—1

1
Mobiustransformation zu (1 Z)

Biholomorphe Abbildung von C\ {—i} — C\ {1}.

(b) z—1 . .
‘ ‘ = |z—il <|z+1
Z+1
= (-)EZ+i)<(z+i)(EZ—1)
< z—1z< —zt+1Z
——  —
—2Im z 2Im z
< Imz>0.

Also H := {z € C | Im z > 0} — By(0) mit z — 27 biholomorph.
(c) Der Kreisring Br(0) \ B, (0) fiir 0 << r < R < oo ist nicht biholomorph zu B,(0) in C,

da B,(0) nicht einfach zusammenhéngend ist, aber B,(0) ist einfach zusammenhéngend.

Genauso sieht man, dass dieser Kreisring nicht zu C biholomorph ist.

(d) By(0) mit r € Ry ist nicht biholomoph zu C. Denn jede holomorphe Funktion C — B,(0) C
C ist beschrankt und ganz, also nach dem Satz von Liouville konstant. Eine konstante

Funktion kann aber nicht biholomorph sein.

Satz 7.4 (Der riemannsche Abbildungssatz). Sei Q) C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet.
Sei Q #£ C. Dann gibt es eine biholomorphe Abbildung Q@ — B1(0).
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Abbildung 7.1: Menge des Beispiels 7.7.

Beweis: [9, Kapitel 10] Janich, Kapitel 10. [

Die biholomorphe Abbildung ist nicht eindeutig!

Folgerung 7.5. Angenommen Q1,Qs sind zwei von C verschiedene einfach zusammenhdngende

Gebiete. Dann existiert eine biholomorphe Abbildung von Q1 nach Qs.

Beweis:

Biholomorph zu sein ist eine Aquivalenzrelation.

Beispiel 7.6. Q@ = C\ R>p und sei H = {z € C | Imz > 0} wieder die obere Halbebene. Wir

haben oben gesehen, dass

f:H — B(0)

z—1
z — -
Z+1
biholomorph ist. Auflerdem ist
g H — Q
z — 22

bihomorph. Also auch die Komposition go f=1: B;(0) — Q.

Beispiel 7.7. Das Komplement der grauen Menge in Abbildung 7.1 besitzt eine biholomorphe
Abbildung nach By (0).

Beispiel 7.8. Allgemeiner gilt®: Sei A eine nicht-leere abgeschlossene Teilmenge von C, so dass
AU {oo} zusammenhingend in CU {oo} ist. Dann besitzt jede Zusammenhangskomponente von
C\ A eine biholomorphe Abbildung auf B;(0).

Bemerkung 7.9. Wir sagen §2; und 25 sind biholomorph, wenn es eine biholomorphe Abbildung
f:Qy — Qo gibt. Wir haben oben gesehen, dass Biholomorphie eine Aquivalenzrelation auf dem
Raum der Gebiete in C ist.

650hne detailierten Beweis: man muss letztendlich zeigen, dass jede Zusammenhangskomponente von C\ A einfach
zusammenhéngend ist. Ich kenne keine Referenz, kann es aber mit einer verstarkten Version des riemannschen
Abbildungssatzes zeigen, siehe Korollar 8.6.

WS 2019/20 Seite 95



I KOMPLEXE ANALYSIS (FUNKTIONENTHEORIE)

8 Nachtrage

Die folgenden Aussagen sind nicht mehr in der Vorlesung behandelt worden.

8.1 Zum Schwarzschen Spiegelungsprinzip

In diesem Abschnitt beantworten wir eine Frage aus der Zentraliibung, die evtl. von allgemeinem

Interesse ist.

Frage 8.1. Wieso ist es im Beweis des Schwarzschen Spiegelungsprinzip Proposition 5.11 ausrei-
chend, fBR F(z) dz =0 fiir alle achsenparallelen Rechtecke R C Q zu prifen?

Wir formulieren die Antwort als kleinen Satz, der sich recht direkt aus dem bereits Gezeigten

ergibt, mit nahezu identischen Beweisen:

Satz 8.2. Sei Q2 @ C und f : Q — C stetig. Es gelte

f(z)dz=0
OR

fiir alle achsenparallelen Rechtecke R C §). Dann ist f holomorph.

Beweis: Gegeben sei zp € Q. Wahle ein » > 0 mit B.(z9) C . Genau wie im Beweis von
Lemma 3.7 kann man zeigen: Seien ~,, und 4,, stiickweise achsenparallele Wege in B,.(zp) von 2
nach w. Dann gilt
(2)dz = f(z)dz.
Yw Huw
Genau wie im Beweis von Satz 3.8 erhalten wir eine holomorphe Funktion F': B,(zp) — C mit
F" = f|B, () Da 2o ein beliebiger Punkt von §2 war, hat somit f lokal eine Stammfunktion. Nach

dem Satz von Morera (Satz 4.4) folgt, dass f holomorph ist. [

8.2 Starkere Version des riemannschen Abbildungssatzes.

Definition 8.3. Wir nennen ein Gebiet 2 C C homolog einfach zusammenhingend, wenn

fiir jede geschlossene stiickweise C*-Kurve v in Q und jeden Punkt a € C\ Q gilt: W(v,a) = 0.

Einfach zusammenhéngende Gebiete in C sind homolog einfach zusammenhégend, und wir werden

unten begriinden, wieso die Umkehrung auch richtig ist.

Lemma 8.4. Die Menge A C C sei abgeschlossen, nicht-leer und AU{oc} sei zusammenhdngend
in CU{oo}. Dann sind alle Zusammenhangskomponenten von C\ A homolog einfach zusammen-

hédngend.

Beweis: Sei eine geschlossene stiickweise C'-Kurve 7 in einer Zusammenhangskomponente )
von C\ A gegeben. Bestimme R > 0 mit Spur(y) C Bgr(0). Die Voraussetzungen an A ergeben
direkt, dass es ein @ € A mit |a|] > R gibt. Somit W(y,a) = 0. Die Windungszahl-Funktion
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z — w(z) := W(y,z) ist auft AU (C\ Br(0)) definiert und lokal-konstant. Da A U (C \ Bg(0))
zusammenhéngend ist, folgt w = 0 und somit die Behauptung. [

Satz 8.5 (Der riemannsche Abbildungssatz (starke Version)). Sei 2 C C ein homolog einfach

zusammenhdangendes Gebiet, Q) £ C.
(1) Dann gibt es eine biholomorphe Abbildung f: Q@ — B1(0).
(2) Zu jedem zy € 2 kann man obiges f so wdhlen, dass f(z9) =0 und f'(z9) > 0.

(3) f ist durch (1) und(2) eindeutig bestimmdt.

Kommentare zum Beweis: Sobald wir (1) gezeigt haben, folgen die anderen Teile durch Stu-
dium der biholomorphen Abbildungen B;(0) — B;(0), siche Zentraliibung vom 10.12.2019.

Der Beweis des riemannschen Abbildungssatzes, den ich als Student in einer Vorlesung von Helmut
Klingen kennengelernt habe, beweist Aussage (1) unter diesen schwécheren Voraussetzungen. Auf
Nachfrage gebe ich mein Skript der Vorlesung gerne als pdf weiter. Weitere Referenzen sind mir
nicht bekannt. [ ]

Korollar 8.6. Jedes homolog einfach zusammenhdingende Gebiet ist einfach zusammenhdngend.

Beweis der Aussage von Beispiel 7.7:, Erfillt A die Voraussetzungen in Beispiel 7.7), so ist
jede Zusammenhangskomponente Q2 von C\ A nach Lemma 8.4 homolog einfach zusammenhén-
gend. Das Gebiet ) ist nach obigem Korollar also sogar einfach zusammenhéngend,das heifit der

riemannsche Abbildungssatz liefert eine biholomorphe Abbildung 2 — B1(0). ]
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Il MaB- und Integrationstheorie

Notationswechsel.

Bisher haben wir die Menge aller natiirlichen Zahlen einfach mit N bezeichnet, und wir schrieben
N* = N\ {0}. Da wir in der Mafitheorie sehr hiufig Index-Menge haben, die {iblicherweise mit 1
beginnen, schreiben wir ab sofort N oder N fir die Menge der positiven natiirlichen Zahlen und

Ny fiir die Menge aller natiirlichen Zahlen (inklusive Null).
Literatur fiir diesen Teil.
Allgemeine Analysis-Biicher:
e Th. Brocker, Analysis IT [15, Kap. IIT und IV]
e H. Amann, J. Escher, Analysis III [12]
Spezielle Mafitheorie-Biicher:
e H. Bauer, Maf- und Integrationstheorie [13]
e J. Elstrodt, MaB- und Integrationstheorie [16]

Biicher, die eine Einfiihrung in Mafltheorie geben und dann mit Wahrscheinlichkeitetheorie wei-

termachen:
e D. Meintrup, S. Schéffler, Stochastik [18]
e A. Klenke, Wahrscheinlichkeitstheorie [19]

1 Motivation

(1) Betrachte xgno,17: [0,1] — R mit

—_

, fallsz e QnJo,1]
XQQ[OJ] (.’L‘) =
0, sonst.

Q ist abzdhlbar unendlich, R ist iiberabzéhlbar unendlich. Die Funktion xgno,1] ist nicht
Riemann-integrierbar (R-integrierbar). Wir hétten gerne einen Integralbegriff, fiir den xqnjo,1

integrierbar ist.

(2)
Rla,b] ={f: [a,b] = R | f ist Riemann-integrierbar}.

Ifll1 = f:|f(a:)|da: ist eine Norm auf der Menge W := R([a,b])/yy mit V := {f €
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Rla, b][[[ f]x = 0}
Problem: (W, ||.]|1) ist nicht vollstédndig.
Lisung: VergroBere R[a, b] zu den Lebesgue-integrierbaren Funktionen.
(3) Definiere
e Flicheninhalt von Teilmengen von R2.
e Volumina von Teilmengen von R3.
e Hoher-dimensionale ,,Volumina“ von Teilmengen von R™.

Damit verbunden sind Integrale iiber Teilmengen von R", denn man hétte gerne

vol(U) = /U 1dz.

auch hierfiir nutzen wir das Lebesgue-Integral.

(4) Wahrscheinlichkeitstheorie.

2 Messraume

Wir nutzen im folgenden die Notation co + a 1= a + 0o := oo fiir a € RU {oo}.
Inhaltsproblem (oder Maf3problem).
Kann man eine Volumenfunktion P(R™) AL [0, c0] mit
(a) vol(AU B) = vol(A) + vol(B), falls AN B = (. (Additivitit)
(b) 0 < vol(B1(0)) < .
(c¢) Invariant unter Verschiebungen, Spiegelungen, Drehungen.
finden?
Antwort.
NEIN,! falls n > 3.2
Banach-Tarski-Paradoxon: Es gibt Mengen Aq,..., Ay CR", k,/ €N, 0 < k < £, so dass
(1) By(0) = U'_; A; und A; N A; = 0 fiir i # .
(2) Durch Verschieben, Drehen und Spiegeln lassen sich Ay, ..., Ax zu B1(0) zusammensetzen.

(3) Durch Verschieben, Drehen und Spiegeln lassen sich Ay 1, ..., Ay zu B1(0) zusammensetzen.

Angenommen, es gibt nun eine Volumenfunktion vol : P(R™) — [0, co] mit den obigen Eigenschaf-

1Referenz: erkldrt in [18, 1.1 MaBproblem], fiir einen Beweis verweisen wir auf S. Wagon: The Banach-Tarski
paradox. Encyclopedia of Mathematics and its applications, vol. 24, Cambridge University Press.
2Im Fall n = 1,2 gibt es zwar solch eine Funktion, sie ist aber durch vol(B1(0)) nicht eindeutig festgelegt.
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ten. Dann haben wir

)4
vol(By(0)) = > vol(4;)

Y4

k
= Zvol(Ai)—F Z vol(4;) .

i=k+1

vol(B1(0)) vol(B1 (0))
Also ist vol(B1(0)) € {0, c0}.
Losungsansatz.
Definiere M % [0, 00] mit M G P(R™).

Definition 2.1. FEin Messraum besteht aus einer Menge X und einer o-Algebra auf X. Fine
o-Algebra auf X ist eine Teilmenge M C P(X) mit

(i) 0 e M.

(i) A e M, dann ist auch X \ A € M.
(iii) Gilt A; € M fiir alle i € N, dann gilt auch ;- A; € M.
Elemente von X heiflen Punkte, Elemente von M heiflen messbare Teilmengen von X.
Sind (X, M) und (Y,N') Messridume, dann nennt man eine Abbildung von f: X — Y messbar,

falls fiir alle B € N gilt: f~1(B) € M.

Es folgt in einer o-Algebra, dass endliche Vereinigungen und endliche Durchschnitte messbarer
Teilmengen wieder messbar sind und auch dass abzdhlbar unendliche Durchschnitte messbarer

Teilmengen auch wiederum messbar sind.
Bemerkung 2.2. Man kann in Definition 2.1 (iii) durch (iii’) und (iv’) ersetzen.
(iii") Gilt B; € M fiir i € Nund B; N Bj = 0 fiir alle i # j, dann gilt | J;°, B; € M.

(iv’) Sind By € M und By € M, dann gilt auch B; U By € M

Beweis: ,,(iii) = (iii’) und (iv’)“: Klar.

, (iii") und (iv’) = (iii)*: Aus (iv’) folgt, dass endliche Vereinigungen von Mengen in M wieder
Elemente von M sind. Seien A; € M gegeben, i € N. Wir definieren By := A, By := Ak\Ui:ll A;
fir k > 2. Man sieht sofort, dass B; N B; = 0, fur alle ¢ # j. Die Menge

k—1 k—1
B, = Ax N (X\ UA1> =X\ ((X\Ak)u UAi>
i=1 i=1
ist nach (ii) und (iv’) ebenfalls in M.
Aus (iii”) folgt somit: (=, A; = Ujo, Bi € M. m

Beispiele 2.3.
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(1)

(2)

3)

(7)

(X, {0, X}) ist ein Messraum, das heifit {(), X } ist eine o-Algebra auf X. Wenn wir die Menge
aller o-Algebren auf X mit der Relation C partiell ordnen, dann ist {(), X} das Minimum

dieser Menge. In diesem Sinne ist es ,,die kleinste o-Algebra auf X

(X,P(X)) ist ein Messraum. Dies ist die grofite o-Algebra auf X, im analogen Sinne wie

oben: es ist das Maximum beziiglich C auf der Menge aller o-Algebren auf X.

Sei f: X — Y gegeben. Sei M eine o-Algebra auf X.
flM) :={N CY | fTH(N) e M}

ist eine o-Algebra auf Y. Wir nennen f.(M) das direkte Bild von M unter f. Es ist die
grofite o-Algebra auf Y, so dass f messbar ist.

Ist (M;)j € J eine Familie von o-Algebren auf X, J # (. Dann ist
M= n Mj
jeJ

ebenfalls eine o-Algebra auf X.

Sei S C P(X). Definiere
M(8,X) := [ {M | M ist o-Algebra auf X und § C M}.

Da P(X) eine o-Algebra auf X ist, die S enthilt, ist die Indexmenge des Durchschnitts
nicht die leere Menge.?> Die Menge M(S, X) ist eine o-Algebra auf X, insbesondere ist
es die kleinste o-Algebra auf X, die S enthélt. Man nennt M(S, X) die von S erzeugte
o-Algebra auf X.

f: (Y,N) — (X, M(S, X)) ist messbar (x)
= firalle A S: f71(A) e N (+).

Begriindung.

VA€ S: Ac f.(N)

S C fu(N)

M(S, X) C fo(N)

VAEe M(S,X): A€ f.(N)
VAe M(S,X): f~Y(A) eN
(%)

L A A

Sei (X, Ox) ein topologischer Raum, das heiffit Ox ist eine Topologie auf X. Dann nennt

3Man beachte hier n{CZ | © € 0} haben wir nicht definiert. Deswegen sollte solch ein Durchschnitt immer iiber
mindestens eine Menge gehen.
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4 e

/.-

kN
=L

L=

- W o |
s T

Abbildung 2.2: Zu Beispiel 2.3 (7) (b)

man Bx := M(Ox,X) die Borel-Algebra auf X. Dann sind alle stetigen Abbildungen
f:(X,0x) — (Y,Oy) messbar.

Begriindung.

Priife, ob f: (X,Bx) — (Y, By) mit By := M(Oy,Y) messbar ist. Nach (6) ist zu priifen,
ob fiir alle U € Oy : f~(U) € M(Ox, X). Aus der Stetigkeit von f folgt f~1(U) € Ox C
——

offen

M(Ox,X).
Wir betrachten nun einige Spezialfille von (7).

(a) Sei nun X = R™. Wir definieren den Elementarwiirfel

: 1
527;@::{336}1{” %Sx<z]2: fﬁralleje{l,...,n}},
z = (21,...,2n) € 2" z = (21,...,2,) € R™ Jede offene Menge in R™ ist eine

abziihlbare Vereinigung von Elementarwiirfeln.* Also ist Bgn = M({&, k|2 € Z" k €
N}, R").

(b) X =R = RU{+o0} (vgl. Analysis I, Kapitel 3, vor Proposition 1.30 und die Fortfiihrung
in Analysis I, Kapitel 4, Bemerkung 5.14). Die offenen Mengen von R sind die Mengen
der Form U, [—00,b) UU, (a,+o0o] UU und U U [—o0,b) U (a, +o0], wobei U offen in R,
a,b € R. Funktionen f: Y — R heiflen numerische Funktionen. Nun definiere

S = {(a7+oo] ) aGR}.

4Urspiinglich stand in der Vorlesung hier ein < an Stelle von <. Die Aussage ist in beiden Formen richtig (ganz
dhnlicher Beweis), aber so, wie sie jetzt steht, ist es etwas einfach spiter nutzbar.
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Alle Intervalle in R sind Elemente von M(S,R), z.B.

R\ (a,+o00] = [~00,a] € M(S,R)
U [—00,a — %] =[~o0,a) € M(S,R)
1EN e’
EM(S,R)
= [a,+00] € M(S,R)
—  (a,b) = [~00,b) N (a,+oc] € M(S,R)

Also sind auch alle offene Mengen von R in M(S,R) enthalten.” Somit gilt: By C
M(S, R). Offensichtlich haben wir S C Og C Bg. Also gilt insgesamt:

Wir haben somit gezeigt, d.h. es folgt aus (6) und(7) (b) des vorangehenden Beispiels 2.3:

Lemma 2.4. Sei (X, M) ein Messraum, f: X — R oder f: X — R ist messbar

<~ VaeR: {f>a} eM.
——
=f~1((a,4oc])
<= VaeR: {f<a} eM
<~ VaeR: {f>a} eM
<~ VaeR: {f<a} eM,

wobei {f > a} == {x € X|f(x) > a} und analog.

Ab sofort oft schreiben wir zumeist X statt (X, M), es sei denn, M ist nicht aus dem Kontext
heraus klar. Wir gehen von nun an bis auf weiteres auch davon aus, dass R,R™, R, C,C" immer

die Borel-Algebra (der Standard-Topologie) trégt, es sei denn, wir sagen explizit etwas anderes.

Bemerkungen 2.5.
(1) f: X =Y, g: Y — Z messbar, dann ist auch go f: X — Z messbar, denn (go f)~1(A) =
fHg7H(A)).
(2) Sei f: X — R™ messbar.

x L re Ty R, mit (y1,...,yn)T — yx mit 7 stetig, also messbar. Also ist 7, o f messbar.

Schreibe f(z) = (f1(z),..., fu(x))T. Dann ist also m o f = fi messbar.

(3) Umgekehrt: Sind f1,..., fn: X — R messbar, dann ist auch f = (f1,...,f)7: X — R"

messbar, denn:

f ean) = ﬂ f;l([%’ Ziz—: 1])

mit z € Z", k € N is messbar.

(4) Sei ein Homémorphismus ¢ : [—1,1] — R mit (1) = 0o gegeben, z.B. entweder wie in

5Hier wird die Tatsache benutzt, dass jede offene Menge in R die Vereinigung von abzdihlbar vielen offenen Inter-
vallen ist. Uberlegen Sie sich kurz, wieso das so ist.
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Analysis I, Kapitel 3, vor Proposition 1.30 oder

tan (5z) fiir x € (—1,1),
+o0 fiir x = £1,

p(z) ==

Dannist f = (f1,..., fn): X — R" genau dann messbar, wenn (p7tofi,...,o tofn): X —
R™ messbar ist.

(5) Es folgt aus (2), (3) und (4):
f=0U1, 0 fn): X — R" ist genau dann messbar, wenn alle f1,..., fn: X — R messbar
sind.

Konventionen zum Rechnen in R.

(+00) +a:=a+ (+0) := 400 Va € RU{+o0}
(—0)+a:=a+(—0):=—-c0 VaeRU{-o0}

(£o0)ra:=a- (£0) := oo Va € (0,00]
- (£00) 1= Foo Va € [—00,0)

Wir schreiben auch oo fiir +oc0.
Die Addition ist auf ihrem Definitionsbereich stetig und somit messbar.
Die Multiplikation p : R x R — R ist aber nicht stetig.

Fiir f1, fo : X — R, sagen wir: fi + f, ist definiert, falls fi(x) + fo(z) fiir alle 2 € X definiert ist.

Lemma 2.6. Die Multiplikation p: R x R — R ist messbar.

Beweis: Wir zeigen, dass fiir a € R die Menge {y > a} messbar ist. Wir haben im Fall a > 0:

{n>a} = {(x,y) eRxR|z-y>a}
= (0,00] X {00} U[—00,0) x {—00}
U {oo} x (0,00l U{—00} x [—00,0)
U{(z,y) ERxR |z -y >a}
und im Fall a < 0:
u>a) = {@y) €RxR|z-y>a)

= (0,00] X {00} U[—00,0) X {—0c0}
U {oo} x (0,00] U {—00} X [—00,0)

U{(z,y) ERxR |z -y >a}
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UR x {0} U {0} x R.
All diese Mengen sind messbar, zum Beispiel ist

(0, 00] x {oo} = ((0,00] X K) N (@ X {oo})

offen abgeschlossen

messbar; und {(z,y) € R x R | -y > a} ist offen und dadurch messbar in R x R. ]

Sei A € R. Dann ist iy : R — R x R, z — (), z) stetig, also messbar. Somit ist g oiy : R — R,

x — Az auch messbar.

Proposition 2.7. Sei X ein Messraum. Sind f1, fo, f3,...: X — R messbar, p, A € R. Dann gilt
(1) Af1 + pfe ist messbar, falls definiert
(2) f1- f2 ist messbar.
(3) |f1] ist messbar.

(4) supjey fj st messbar.

Hierbei definieren wir (sup;ey f7)(x) := sup{f;(z) | j € N}.
(5) Genauso infjey f; messbar, limsup;_, ., f;, liminf; , f; messbar.
(6) Wenn f; punktweise gegen f konvergiert, dann ist auch f messbar.

(7) Ist fo(X) C R\ {0}, so ist
ho_p 1
f2 I2

messbar.

Beweis:

(1) Sei g(y1,y2) := Ay1 + puy2 und dom(g) der maximale Definitionsbereich in R x R von g. Zum

Beispiel im Fall A, i € R~ haben wir dann dom(g) = R x R\ {(—o00, +0), (+00, —00)}.
— T —
X f=(f1,f2) dom(g) g R.

Da ¢ messbar ist, ist auch g o f = Af; + pfo messbar.

(2) g:RxR =R, g(y1,y2) := y1 - Yo ist messbar, also auch go f = f1 - fo.

(3) Die Betrags-Funktion R — R, x — ||, 200 — oo ist stetig und somit messbar.

X i) R L‘—> R messbar

4
W {SUP(fj) >a} = U {f; > a} messbar
JEN —_——

jeN

messbar
5 .
(5) inf f; = —sup(—f;)
jEN jEN
limsup f;= lim sup f;
j—oo k=00 JEN>y
———

monoton fallend in k
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Abbildung 2.3: Zum Beweis von Satz 2.9.

=inf sup f;
kENjeNZk
= inf sup f;=limsup f; messbar
keN jeN j—o0
liminf f; = — lim sup(—f;) messbar.
J— j—o0o

(6) folgt direkt aus (5).

(7) X ELNS ) \ {0} YUY R st als Verkettung messbarer Funktionen messbar. Mit (2) folgt
die Messbarkeit von f; - (1/f2). n
Definition 2.8.
f: X = R heifit Treppenfunktion oder numerische Treppenfunktion,
<= f ist messbar und f(X) ist endlich.
<= Fs existieren messbare, paarweise disjunkte Mengen My, ..., My, so dass X = UleMi,

so dass f|n, konstant.

Eine Treppenfunktion f: X — R (also eine Funktion, die die Werte oo nicht annimmt) nennt

man eine reelle Treppenfunktion.

Satz 2.9. f: X — [0, 00] ist genau dann messbar, wenn es eine Folge (¢;)jen von Treppenfunk-

tionen gibt, so dass 0 < 1 <o < --- <@, <--- < f, f =supp;. Man kann hier sogar reelle

Treppenfunktionen wdhlen.

Beweis:

»<=" bekannt, siche Proposition 2.7 (6).

772“:
Js
pi() =497 A
127 f(x)]/27,
¢; Treppenfunktion, insbesondere messbar
pj — f fiir j — oo punktweise,

Pj1 2 @5 2 0.
Die so erhaltenen Treppenfunktionen sind reell.

falls f(z) > j
flx) <j.
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3 Male

3.1 MaBraume

Definition 3.1. Ein Maf3 auf einem Messraum (X, M) ist eine Abbildung
p: M — [0, 00]

mit den folgenden Eigenschaften

(a) u(0)=0.
(b) Ist (Bj)jen eine Familie von messbaren, paarweise disjunkten Mengen, so gilt:
p(|J Bj) =D uBj)
jEN JjEN
Diese Figenschaft nennt man o-Additivitét.

Man nennt (X, M, u) einen Maflraum. Das Maf$ p heifst endliches Maf, falls u(X) < oo.
Das Maf p wird o-endlich genannt, wenn es ein Familie messbarer Mengen (A;)jen gibt mit
Ujen4; = X und Vj € N : u(A;) < oo. Das Mafs p heiffit Wahrscheinlichkeitsmafi, falls
n(X)=1.

Wdh: Konvention.
©ot+a=a+ox0=00 Va>0

Jede Rethe Z;’il a; mit a; € [0,00] konvergiert in [0, 00], und der Wert andert sich nicht unter

beliebigen Umordnungen oder Doppelreihenbildungen. Es gilt Z;’;l a; = 0o genau dann, wenn

o0

a; = oo fir mindestens ein j € N oder wenn die Rethe ijl a;, mit a; € [0,00) nicht in R

konvergiert.

Beispiele 3.2.
(1) pe X. Fur A € M definiere das Diracmaf} als

1, fallspe A
0p(A) =
0, sonst

(2) Das Zahlmaf ¢. Sei A € M

#A, falls A endlich,

0, falls A unendlich.

Eigenschaften 3.3.
(1) Additivitit: Sei By, By € M, By N By = 0.

p(B1 U Bs) = p(B1) + u(B2) .
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Setze By, := 0 fir n > 3 in der o-Additivitat (b).
(2) Fir Aj, Ay € M gilt:

(A1 U Az) = pu(Ar \ Az) + (A2 \ A1) + p(Ay N Az)
= pu(A1) + p(A2) — p(Ar N Az) .

Begriindung: Wende Additivitat auf A; U Ay = A U (A2 \ A1) und auf 4; = (A
(Al N AQ) an.

(3) Monotonie: A C B = u(A) < u(B), denn

w(B) = p(A) + p(B\ A) = p(A).
>0

(4) o-Subadditivitit: Seien A; € M, i € N, dann

p(UA) <3 man),

€N i€N

1\A2)L.J

denn By := Ay, B, = A, \ (U:.:ll A;), Ujen Bi = U,en Ai, Bi paarweise disjunkt.

p(Ua) =n(UB) =X pB) <> ma).

i eN i eN
! ST <)

(5) Sind Ay C Ay C --- C A, C ... X messbar. Dann

n(UA) = lim pu(ay),

— 00
ieN J

wobei By := A1; By = A, \ (UIZ)' A;). Wende (b) an.

3.2 AuBere MaBe

Definition 3.4. Sei N eine o-Algebra auf X.

FEin duBleres MaB3 auf (X,N) ist eine Funktion u* : N'— [0, 00], so dass
(a) pu(0) =0,
(b) (Monotonie.) Wenn A,B € N mit A C B, dann p*(A) < p*(B),
(c) (o-Subadditivitét.) Sei A; € N fir i € N, dann

p (U Ai) <> ut(Ad).

€N 1€EN

Jedes Maf ist ein aufleres MaB.

Im folgenden wird vor allem N = P(X) wichtig sein.
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Wir nennen A € N p*-messbar, falls fiir alle Z € N gilt:
p(Z) =p (Z\A)+p*(ZNA) (3.1)
Lemma 3.5 (Carathéodory). Ist u* ein duferes Maf auf (X,N). Definiere
M :={A e N|A ist u*-messbar}.

Dann ist M eine o-Algebra auf X und u* ist ein Maf auf M.

Beweis:

(1) Sei A= 0. Fiir alle Z € N gilt: p*(Z \ A) + pu*(Z N A) = u*(Z). Hieraus folgt § € M.
—— ~——

4 0
(2) Sei A= X. Fiir alle Z € N gilt: p*(Z\ X)+p*(Z N X) = p*(Z). Hieraus folgt X € M.
" z
0
———

=0
(3) Sei A e M, B:= X\ A. Fiir alle Z € NV gilt

W(Z) = 1 Z0A) +1(Z)\ A).

——
Z\B ZNB
Hieraus folgt B € M.

(4) Seien A, B € M. Wir zeigen AN B € M. Gegeben sei W € N. Da A p*-messbar ist, gilt
(W) =p(WnA)+p(W\A).
Ersetze hierzu Z durch W in (3.1). Da B p*-messbar ist, gilt
pWnNA)=p" WnNnANB)+p (WnNA)\B).
Ersetze hierzu A durch B und Z durch W N A in (3.1). Es folgt
wW) =p*(WNA) +p*(WNANB) +p*(WNA)\ B).
Da A p*-messbar, gilt

prWA(ANB)) = p (W (AN B))NA) +u*((W\ (AN B))\ 4).

(WNA)\B W\A

Ersetze hierzu Z durch W\ (AN B) in (3.1).

= /W)= " (WNANB)+u* W\ (ANB)) YW eN
= ANBeM

(5) Aus A, B € M folgt AUB € M. Denn AUB = X \ (X \ 4) N (X \ B)
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(6) Seien A, B € M mit AN B ={). Da A p*-messbar ist, folgt fiir alle Z € N:

W (ZN(AUB))=p (ZN(AUB)\A)+p" (ZN(AUB)NA).
ZNB ZNA

(7) Durch Induktion folgt nun: Sind By, ..., B, paarweise disjunkte Mengen in M, so haben
wir By U---UB,, € M, und es gilt fiir alle Z € N:

w20 () Bi) = i (Z 0 By) + -+ w*(Z01 By). (3.2
i=1
Fr 20.12.
(8) Sei nun (B;)ien eine Familie paarweiser disjunkter Mengen in M. Definiere B := | J,;cy Bi-
Es gilt dann wegen (7) inklusive Gleichung (3.2) und der Monotonie fir alle Z € N:

1(2) 2y (Z N (BLU---UB)) + 1" (Z\ (B1U---UB,))

3.2 " "
D (ZABY) 4+ p (ZN By + 1 (Z\ (B1U---UB,))

Mon

> p(ZNBy)+--+p (ZNBy) +p*(Z\B).

Es folgt im Limes n — oo:
w(2) 2 S 1w (Z0 B + 1 (Z\ B). (3.3)
i=1

Wir wenden nun® die o-Subadditivitét fiir A; := ZN B, Ay := Z\ B, und A,, := () fiir n > 3

an und erhalten:
w(2) = ' (ZNBYU(Z\ B)) < w*(Z N B) +*(Z\ B)

Nun wenden wir die o-Subadditivitat fir A, := Z N B,, fiir n > 1 an und erhalten:

wznB) = (|Jzns)) <> w@nB).
1€EN =1

Es folgt insgesamt
(ZNB)+p(Z\B)

U
< (LwznB)) +uz\B)

Also gilt iiberall Gleichheit, insbesondere:
p(Z) = p (BNZ)+p*(Z\ B).

Somit ist B € M gezeigt. Also folgt mit Bemerkung 2.2, dass M eine o-Algebra ist.

6 An dieser Stelle wollte ich das Argument in der Vorlesung vereinfachen, was aber leider das Gegenteil bewirkte.
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(9) Gegeben seien paarweise disjunkte B; € M, ¢ € N. Dann gilt

n

i=1

<
i=1
< > o (Bi)
i=1
Im Grenzwert n — oo gilt dann:
> wr(By) < u*( U Bz’) <> pi(B))
i=1 i=1 i=1

Wir haben also die o-Additivitat gezeigt.

Sy P (U B)

3.3 Der Satz von Hahn iiber MaBerweiterungen

Definition 3.6. Ein Ring oder Mengenring R auf X ist eine Teilmenge R C P(X), falls

(i) beR
(ii) Wenn A,B € R, dann A\ BER

(iii) Wenn A,B € R, dann AUB € R

Man nennt R eine Algebra oder Mengenalgebra auf X, falls zusdtzlich X € R gilt. Dies

bedeutet: R C P(X) ist eine Algebra, wenn (i), (iil) und folgendes (Alg-ii) gilt:

(Alg-ii) Wenn B € R, dann X \ B € R.

Ist R ein Ring auf X, so heifit pn: R — [0,00] ein Pramaf auf X, falls

(a) u(0) =0

(b) (o-Additivitat.) Ist (B;)ien eine Familie paarweise disjunkter Elemente von R und ist |J;cn Bi €

R, dann gilt auch

U(UBz‘

i€N

)

= u(By).

i€N

Ein Pramaf8 p auf X heifit o-endlich, falls es eine Folge S; € R gibt mit X = |J2, S; und

w1(S;) < o0.

A BeER=ANB=A\(A\B)eR.
M o-Algebra = M Algebra = M Ring.
M Ring == M Algebra == M o-Algebra.

Jedes Maf3 ist ein Pramaf.
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Beispiele 3.7.

(1) Sei R={ACR|3JkeNy: 3,....Ik; A= Uleli}, wobei Iy,...,I fir alle k € N
beschrénkte Intervalle sind. Dann ist R ein Ring, aber keine Algebra, weil R ¢ R.

(2) Fir R aus (1) gilt M(R,R) = Bg. Fiir A € R definiere

1, z€A
xa(x) =
0 sonst .

X4 ist (uneigentlich) Riemann-integrierbar, u(A) := [*_ xa(z)dz = [ xa(z)dz fir a €
Rso mit A C [—a,a]. Wir erhalten eine Funktion p: R — [0, 00) mit

(a) u(0)=0,
(bs) (endliche bzw. bindre Additivitit.) Seien A, B e R, ANB=1.

XAUB = XA T XB
— (AU B) = u(A) + u(B).

Es folgt: A,C € R, A C C, impliziert

(Begriindung: Setze B := C'\ A und wende obiges an).

(b) (o-Additivitit”.) Sei (B;)ien eine Familie paarweiser disjunkter Teilmengen auf X, mit

Vie N: B; € R. Sei B := J;cny Bi € R. Wir definieren

0o k
Cv:= |J Bi=B\|JBieR.
i=k+1 1=1

Dann haben wir Cy41 C Cj, und

oo k
Aoc=s (U () =150
k=1 keNi=1
Durch mehrfaches Anwenden von (by) erhalten wir
k k
w(B) = u(Cp U Bi) = u(Ci) + > u(Bi) .
i=1 i=1

Wir wollen die o-Additivitat

Z n(B;) = pu(B)
i=1

zeigen und dies ist dann dquivalent zu limy_, o, p(Cf) = 0.

"Dieser Teil wurde nach der Vorlesung etwas vereinfacht.
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Um dies zu zeigen, sei € > 0 gegeben. Zu Cy wihle nun eine kompakte Menge Dy, C Cy
mit Dy € R und p(Cy \ Di) < 5%. Um solch ein Dy, zu erhalten, kann man endliche

Vereinigungen kompakter Intervalle in C}, wéhlen.® Fiir
Ey:=DinN---ND, CCy.
haben wir
Ey.1 CE;, VkeN

m FE, C ﬂ Ch =0
k=1 k=1

(E1\ Ex) =E1\0=F;.

(@

k=1

wobei E; \ Ej offen in E;. Also ist (E1 \ Ex)ren eine offene Uberdeckung von E;. Da
E; = D; kompakt ist, gibt es wegen der Heine-Borel-Eigenschaft ein £ € N, so dass

(Ey\ E1) U (B \ Bs)U--- U (B \ By) = By
———

CE1\E;
Es folgt £y = F; \ F¢ und schlieBlich Ey = (). Weiter gilt

k k

O\ Bx = J(Cr\ D) | J(Ci\ D)

=1 i=1

w(Cx \ Eg) < ﬂ( O(Ci \ Di))

1=1

k
<> pCi\D;)<e-1

i

%)

Fiir das obige ¢ erhalten wir somit x(Cy) < e. Hierdurch ist limg ;oo (Ck) = 0 gezeigt.

Also ist p ein Prdmafl auf R, genannt das (1-dimensionale) Lebesguesche Pramaf.
Das Prémafl p ist o-endlich, p: R — [0, 00] hat nur endliche Werte (in anderen Worten:
1(R) C R), ist aber nicht beschriankt.

Lemma 3.8. Sei u ein Praimaf auf (X, R), wobei R ein Ring auf X ist. Zu'Y € P(X) definiere

w*(Y) :=inf { Z”(Ai) | (Ai)ien Familie in R mit U A; D Y}.
i=1 ieN

Dann ist p*: P(X) — [0,00] ein dufleres Maff auf (X, P(X)) und p*(A) = p(A) fir alle A € R.

Di 7.1.

Beweis:

8Man muss dazu folgendes iiberlegen: Sei I ein offenes oder halboffenes nichtleeres Intervall, das beschrinkt ist,
also I = (a,b) oder I = [a,b) oder I = (a,b] mit a < b. Fiir 6 < (b — a)/2 kann man die kompakte Menge
K = [a+ 6,b— 6] wahlen und es gilt dann p(I \ K) = 2. Dies 16st den Fall, dass C} ein Intervall ist, falls wir
6= 6/2"ﬁLl setzen. Im allgemeinen ist Cj, eine endliche Vereinigung von Intervallen I1,..., Iy, denn es gilt ja
C) € R. Wihle in diesem Fall wie oben K; C I; mit u(I; \ K;) < ¢/(£2%).
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(1) Fir Y € R gilt
YCYuhuhu---U---=Y,

wobei A; :==Y, Ay :==0, ... A; :=0, .... Dann folgt
W (V) < ().
Es gelte nun Y C (J,cy A: mit Y, A; € R beliebig mit

D uAi) < pr(Y) +e,

ieN

mit £ > 0. Wegen Y = (J;=,(Y N 4;) € R, folgt
——
eR

Im Limes ¢ — 0 folgt u(Y) < p*(Y).
Also p*(Y) = p(Y) fir alle Y € R.
(2) (a) p*(0) =0 klar.

(b) AC B= p*(A) < p*(B) klar.

(c) Seien Cj, € P(X), k € N gegeben und € > 0. Wéhle A ; € R mit C, C |

. €
ZN(Ak,i) < (Cr) + oF
ieN

Waiéhle Bijektion 7: N — N x N. Also

UCkC U UAkvi:UAr(j)'

keN keENieN jEN

Auf Grund der Definition von p*({J,cn Ck) als Infimum gilt:

u*( U Ck) <D Ar)

keN jEN

= Z (Z M(Ak,i))

keN ieN

<3 (W) + 2%)

keN

= (ZM*(Ck)) +e

keN

Ak,i mit
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Im Limes ¢ — 0 erhalten wir

H*< U Ck) < ZH*(Ck)-

keN keN

Also ist p* ein dufleres Maf. ™

Satz 3.9. [Uber die Fortsetzung von Primaflen zu Maflen, Satz von Hahn] Sei R ein Ring auf X
und p: R — [0,00] ein Pramaf auf (X, R).

(1) Dann gibt es mindestens ein Mafl auf fi: M(R,X) — [0, 00] mit

filr = .
(2) Ist p o-endlich, dann gibt es genau ein solches Maf.

Beweis:

(1) Definiere das duBere MaBl p*: P(X) — [0, 00] wie in Lemma 3.8. Definiere M := M- wie
in Lemma 3.5 von Carathéodory. Dann ist M eine o-Algebra. Es folgt, dass

s M =0, 00

ein Maf ist.
Wir zeigen nun: R C M.

Sobald dies gezeigt ist, haben wir M(R,X) C M, und daraus folgt, dass

fo= 1 pmer,xy = (5 m) I mer, x)
ein Ma#f3 ist.
Sei A€ R, Z € P(X). Zu priifen ist

WH(Z) = 1 (Z\ A) + (21 4).

(a) Zunéchst haben wir
WH(Z) < 1 (Z\A) + (20 A) (3.4)

wegen der o-Subadditivitét.
(b) Wihle A; e R mit Z C

jen Ai mit

> wAi) < pt(Z) + e
i=1
Es gilt dann Z\ A C (J;en(As \ A) und ZNA C J;en(ANA).

WZNA) + (20 A4) < ST p(AN A) + 3 (40 4)

IS 1€N
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= (u(Ai \ A) + p(A; N A))
1€EN
n(As)
= Z w(A
ieN
<u'(Z)+e

Im Limes ¢ > 0 folgt
W (Z\A)+p (Z0A) < p(Z).

Also folgt mit (3.4), dass A p*-messbar ist. In anderen Worten A € M. Somit R C M, und
= p* hat die geforderten Eigenschaften.

(2) Sei i = p*| pmer,x) das in Teil (1) definierte Ma$}, und sei v ein weiteres Maf§ auf M(R, X)

mit v|g = p.

Sei S; € R mit fi(S;) < cound X =
annehmen. Sei nun Y € M(R, X).

ienSi- 0.B.d. A. kénnen wir S; C S C 83 C -

(a) Fixiere i e N, B=Y NS; C M(R, X).

i(B) = lnf{iu )| 4 € R, UA DB}
=1

- 1nf{z 1A eRUA DB}

TR U )| A€ R, UA > B)
eN =1

v monoton

n(Si) = v(S:)
=v(B) +v(C)
< i(B) +v(C)
< i(B) + i(C)
= [i(5:)
= u(S;) < 00

Uberall Gleichheit und alle Terme sind endlich. Also

v(B) = i(B).
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1) Y = Uien (Y N S)).

p(Y) E 2O iy nsy) B O py,
1—)00%,—/

A(YNS;) n

Zusammenfassung 3.10.

Wie bekomme ich ein Maf}?
(1) Definiere Pramafl y auf einem Ring R auf X.
(2) Bilde das duflere Mafl p*: P(X) — [0, o0].

A C X heifit p*-messbar, falls
VZ e P(X): u*(Z)=p(Z\ A)+ p*(ZNA).

(3) My ={A C X | A p*-messbar} ist eine o-Algebra, R C M,-. Weiter ist p*|,~ ein Mafl
auf (X, My-); p*lr = p.
IACHTUNG!. Oft gilt
M(R,X) G M-,

es gilt aber immer: M(R,X) C M.

3.4 Der Lebesgue-Borelsche MaBraum

Definition 3.11.

(1) AufR definieren wir wie in Beispiele 3.7 u: R — [0, 00] das Lebesguesche Pramaf, wobei
R = { endliche Vereinigung von beschrinkten Intervallen}

ein Ring ist. Wir erhalten ein Maff auf M(R,R) = Bg. Es heifit das 1-dimensionale
Lebesgue-Borelsche Maf3 A\P: Bg — [0, o0].

Andererseits gilt folgendes (ohne Beweis:) Es gibt Mengen A C R, (AP)*(4) = 0, aber
A ¢ Ba.

Dann fir Z € P(R):

A (2) < AD)(Z\ A) + (W) (Zn A)
SOP)F (2 <OP) (4)=0

< (W) (2).

Also ist A (A\P)*-messbar, A € Mxpy- \ Br.

(2) Auf R™ kann man das Volumen von (achsenparallelen, endlichen) Quadern definiere
An(Iy X oo x Iy =M (I) - - M (Tn),

Iy,...,1, beschreiben beschrinkte Intervalle.
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Sei R der Ring der endlichen Vereinigungen von solchen Quadern. Dann ist \,, ein Pramaf
auf R. Somit setzt sich A, eindeutig zu einem Maf auf Brn fort, dem sogenannten n-
dimensionalen Lebesgue-Borelschen Maf3 A\Z: Bg. — [0, 00].
Man sieht mit Ubungsblatt 11: die o-Algebra Bgn ist das n-fache Produkt von Br wie in
Aufgabe 3 (a) und Aufgabe 4 (c) dieses Ubungsblatts beschrieben?.

Fr 10.1.

3.5 Nullmengen und Vollstandigkeit

Sei (X, M, u) ein Mafiraum, p* das zugehorige duflere Mafl.

pr(a) & 1nf{zu |AcUAZ,A eM}

1=1

= inf{z |ACUA“A € M paarw. dlbj}
1=1 1=1

= inf{ G | AC [j Ai, A € M paarw. disj.}
=1 i=1

= inf{u(B) | AC B,B e M}

Dieses Infimum wird angenommen. Denn sei (B;);cy eine Folge in M mit A C B; und lim;_, o, p(B;) =
1*(A). Dann gilt auch

ACC:=(]B;CB;und CeM.
JEN

Es folgt p*(A) < u(C) < u(B;) fir alle i € N und somit p*(A) = u(C). Wir haben also

p*(A) = min{u(B)|AC B,B &€ M}.

Ein B € M mit A C B und p*(A4) = p(B) nennt sich eine messbare Hiille von A. Sie ist im

allgemeinen nicht eindeutig. Im Fall A € M ist A eine messbare Hiille von sich selbst.
Definition 3.12. Sei (X, M, u) ein Mafraum, p* das zugehorige dufere Maf.

(1) Wir nennen

N C X eine Nullmenge von (X, M, u) oder u-Nullmenge
= u'(N)=0
< JBeM,uB)=0,NCB.

(2) Ein Mafraum (X, M, p) heifst vollstandig, falls alle Nullmengen messbar sind.

Jede Nullmenge N ist py*-messbar, denn es gilt fiir beliebiges Z C X:

p(Z) < p (ZON)+p*(Z\N) < p*(Z)
=0

9Genauer: Man wende Aufgabe 4 (c) fiir X; := R, I :={1,2,...,n} und M; := Bg an, dann ist Bgn = Mx.
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und somit gilt iiberall Gleichheit. Nullmengen sind also immer p*-messbar. Sie sind aber nicht

immer messbar!?.

Beispiele 3.13.

(1) p € X, M eine o-Algebra auf X, y = §, das Diracmaf wie in Beispiel 3.2 (1).

Dann ist A C X Nullmenge genau dann, wenn p ¢ A. Jede Teilmenge A von X ist also
entweder eine Teilmenge (ndmlich, wenn p ¢ A) oder das Komplement einer Nullmenge

(ndmlich, wenn p € A).

(2) Offensichtlich gilt: Teilmengen von Nullmengen sind Nullmengen. Endliche oder abzéhlbare

Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.

(3) Abzihlbare Teilmengen von R”, sind Nullmengen bzgl. des Lebesgue-Borelschen Mafies A5,
Denn: Fir P = (p1,...,pn) € R®

{p} = [p1,p1] X -+ X [Pny Pl AB({p}) =o.

Die Behauptung folgt nun aus der o-Additivitét.

(4) R4 x {0}, d < n ist eine Nullmenge in (R", Bgn, AD): hierzu schreiben wir

RYx {0} = J -+ J [ma,m+1) x -+ x [ng,na + 1) x {0}

ni1€Z ng€Z

Aus AB([ng,n1+1) x - x [ng,ng+1) x {0}) = 19.0"~¢ = 0 und der o-Additivitit folgt, dass
R?x {0} eine Nullmenge ist. Analoges gilt fiir andere achsenparallele echte Untervektorriume

von R™. 11

(5) Ist V ein echter'? Untervektorraum von R”, dann ist V eine Nullmenge bzgl. A\Z.

Dies folgt aus dem obigen Beispiel zusammen mit Satz 3.21.

Proposition 3.14. Sei (X, M, u) ein Mafraum, p* das zugehirige auflere Maf. Fir A C X sind

aquivalent:

(1) es gibt ein B € M und eine Nullmenge N, so dass A= BUN,

(2) es gibt ein B € M und eine Nullmenge N, so dass A= B\ N,

(3) es gibt ein B € M und Nullmengen Ny, Na, so dass AUN; = BUN;.
Aus jeder dieser Bedinungen folgt

(4) A ist u*-messbar.

Beweis:
»(1)=(3)“ und ,,(2)=*(3)“ sind trivial (N7 := 0 und N2 := N bzw. N1 := NN B und Ny :={).
»(3)=(1)“: Bestimme eine Menge ¥ € M mit Ny C Y und u(Y) = 0. Sei N{ := Ny \ A. Es folgt

10Erinnerung: ,,A messbar, ohne Zusatz bedeutet ,A € M
11 Echt“ bedeutet hier: ,von R™ verschieden®.
12V 7& R
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AUN{ = BU N und somit

A= (B\Y)U((NoU(Y N A)\N]) .
—_——
eM Nullmenge

»(3)=(2)“: Bestimme eine Menge Y € M mit Ny C Y und pu(Y) = 0. Sei N{ := N7 \ A und wir
erhalten
A=(BUY)\ ((Y\(BUNQ)) UN{) .
~——

eM

Nullmenge

»(1)=(4)“: Alle Mengen in M sind p*-messbar. Wie bereits argumentiert, sind Nullmengen im-
mer p*-messbar. Da die p*-messbaren Mengen eine o-Algebra bilden, sind dann auch Mengen der

Form BU N wie in (1) p*-messbar. ]

Bemerkung 3.15. Die Implikation ,,(4)=(1)“ ist richtig, falls 4 o-endlich. Andernfalls gibt es

Gegenbeispiele, siehe https://math.stackexchange.com/questions/1210752/the-completion-of-the-borel-sigma
rg=1. Achtung: in der Quelle [15, ITI§ 2, Seite 72 letzte Zeile] wird falschlicherweise behauptet,

dass ,,(4)==(1)* immer gilt.

Lemma 3.16. Sei (X, M, ) ein Mafiraum, p* das zugehorige dufere Maf.
M,- = {p*-messbare Mengen in X}.
Dann ist (X, M+, ft := p*|m,,. ) ist ein vollstindiger Mafraum.

Beweis: Das Lemma 3.5 von Carathéodory besagt, dass (X, M-, i) ein Mafiraum ist. Er ist voll-

standig, da wir bereits wissen, dass alle u-Nullmengen p*-messbar sind. [ |

Definition 3.17. Sei wieder (X, M, u) ein Maffraum. Wir sagen A C X ist p-messbar, falls
(1) in Proposition 3.1/ gilt.

A p-messbar = A p*-messbar

Die Umkehrung gilt dann, wenn p o-endlich ist (siche obige Bemerkung).

Lemma 3.18. Sei (X, M, u) ein Mafraum.

(1) Dann ist
M := {p-messbare Mengen in (X, M)} .

eine o-Algebra.

(2) Wir erhalten ein wohldefiniertes Maf i : M — [0, 0], indem wir fir A= BUN, B € M,

N eine p-Nullmenge definieren:

(3) (X, M,7) ist vollstindig

(4) Ist (X, Mo, po) ein vollstindiger Mafiraum mit Mo D M und po|p = p, dann gilt Mo > M

und piol5; = A-
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In anderen Worten: (X, M, 1) ist die kleinste vollstindige Erweiterung von (X, M, 11). Man nennt
sie die Vervollstandigung von (X, M, ut). Ist 1 o-endlich so gilt (X, M-, i) aus Lemma 3.16
gleich dieser Vervollstdndigung.

Der Beweis des Lemmas wird nur in der Zentralitbung diskutiert, da fiir die Zwecke dieser Vorle-

sung der vollstdndige Mafiraum (X, M-, it) ausreichend sein wird.

Beweis:

»(1)“: € M. Ist A € M, so folgt aus Proposition 3.14, dass auch X \ A € M gilt. Die abzéhlbare
Vereinigung von Nullmengen ist eine Nullmenge, also ist die abzdhlbare Vereinigung von Element
von M wieder in M.

»(2)%: Es gelte A= BUN = B'"UN’ mit B, B’ € M und Nullmengen N, N’. Um die Wohldefi-
niertheit von 71 zu beweisen, miissen wir u(B) = u(B’) zeigen. Bestimme C,C" € M mit N C C,
N CcC’"und 0 = pu(C) = pu(C"). Es gilt B C B'UC’" und B" € BUC'. Daraus folgt dann

w(B) < u(B') + u(C') = u(B') und  p(B') < u(B) + u(C) = u(B).

Somit ist @ wohl-definiert. Offensichtlich gilt () = 0 und die o-Additivitdt von @ folgt aus der
o-Additivitat von pu.

»(3)% ist ofensichtlich nach Definition.

»(4)“ My D M folgt unmittelbar aus der Definition von Vollstéindigkeit. Da j1o monoton ist, muss
to(N) = 0 fiir alle Nullmengen gelten. Hieraus folgt ;LO\M =[. [ |

In Zukunft schreiben wir einfach auch p fiir das Mafl der Vervollstindigung. Diese Konvention

sollte im praktischen Gebrauch zu keinen Zweideutigkeiten fithren.

Definition 3.19. Sei wieder (X, M,pu) ein Maffraum. Eine Eigenschaft fir x € X gilt fast
iiberall oder fiir fast alle x € X, falls es eine Nullmenge gibt, so dass die FEigenschaft fiir alle
x e X\ N gilt.

Beispiel. Sei X = R, versehen mit dem Lebesgue-Borelschen Maf8 A2, A C X.

1, z€A

xa(z) =
0, sonst.
die charakteristische Funktion von A. Die Mengen Z und Q sind Nullmenge. Fiir fast alle x € R
gilt also xz(x) = 0 und xg(z) = 0.

3.6 Der Lebesguesche MaBraum und die lineare Transformationsformel fiir )\,

Definition 3.20. Die Vervollstindigung des n-dimensionalen Lebesgue-Borelschen Mafraums
(R™, Bgn, AZ) nennt man den Lebesgueschen MaBiraum (R", Lgn, Ap), Lrn = M) ist die
Lebesguesche o-Algebra und A, : Lgn — [0,00] ist das (n-dimensionale) Lebesgue-Maf3. Im
folgenden sagen wir A € Lgrn ist Lebesgue-messbar. Um die Messbarkeit im Borelschen Sinne

zu unterscheiden, nennen wir Mengen A € Brn zumeist Borel-messbar.
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,Lebesgue-messbar* ist also gleichbedeutend zu ,A\Z-messbar“ und zu ,,(A\2)*-messbar“, und dies

wiederum ist dquivalent zu ,,Borel-messbar bis auf eine Lebesguesche Nullmenge*®.

Satz 3.21 (Affin-lineare Mafitransformationsformel fur \,). Sei M € R"*" y € R™, f: R™ — R",
x> Mx+y. Ist A CR"™ Lebesgue-messbar, so ist f(A) ebenfalls Lebesque-messbar und es gilt

An(f(A)) = [det M| An(A) . (3.5)

Beispiele 3.22.
(1) A Nullmenge, also auch f(A) Nullmenge.

(2) M € O(n)

Das Lebesgue-Maf} ist bewegungsinvariant.

(3) Ist f invertierbar, dann ist f~! stetig, also messbar im Borelschen Sinn. Somit bildet dann f
Borel-messbare Mengen auf Borel-messbare Mengen ab. Ist f nicht mehr invertierbar, so
gibt es Borelsche Mengen A, so dass f(A) nicht Borelsch ist, siehe https://mathoverflow.
net/questions/34142/projection-of-borel-set-from-r2-to-ri.

(4) Sind ay,...,a, die Spalten von M, und wenden wir den Satz auf A = [0,1]™ an, so ergibt
sich: A, ([0,1]™) = 1. f(A) is das Parallelogramm, das von a; bis a,, aufgespannt wird. Dann

ist das Lebesgue-Mafi (=Volumen) dieses Parallelogramms gleich | det(M)].

Wir werden den Satz in mehreren Schritten beweisen.

Lemma 3.23 (Translationsinvarianz und Invarianz unter Diagonalmatrizen). Satz 3.21 gilt im
Spezialfall

t7 0 0 --- O
0 &2 0 --- 0
M:=|0 0 ¢t --- 0
0 0 O ty

Beweis: Gilt t; = 0 fiir ein ¢ und gilt y = 0, so ist nach Beispiel 3.13 (4) f(R™) eine Nullmenge
und somit ist f(A) fiir alle A C R™ eine Nullmenge und somit Lebesgue-messbar. Es gilt dann fiir
A€ Lrn

Im Fall ¢;, = 0 und y # 0 beweist man die Behauptung ganz &hnlich.

Sei nun f invertierbar, und somit f~! affin also stetig. Deswegen bildet f Borel-messbare Mengen

auf Borel-messbare Mengen ab. Man priift leicht, dass

B]Rn — [O, OO]

_ M(f(4)
A — vy(4) = m

ein Maf} auf B ist. Wir wollen zeigen, dass es mit AZ iibereinstimmt. Daraus folgt die Formel (3.5)
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fir Borel-messbare A.

Fiir ein Intervall I = [a,b], I = (a,b], I = [a,b) oder I = (a,b) mit a < b haben wir definiert
A1(I) = b—a. Fiir achsenparallelen Quader Q = I; X - - - X I, haben wir das Lebesguesche Pramaf
definiert als

An(Iy X oo x Ip) =N (Iy) -+ - A (1) .

Hieraus folgt unmittelbar fiir jeden achsenparallelen Quader Q:

An(£(Q)) = [tal - [ta] -+~ [tn] - An(Q) = [det(M)| An(@Q) - (3.6)

Sei R der Ring der endlichen Vereinigungen von beschrankten achsenparallelen Quadern. Glei-
chung 3.6 besagt nun, dass die Mafie v, und AZ auf R iibereinstimmen. Nach der Eindeutigkeits-

aussage im Satz 3.9 von Hahn folgt daraus v, = AZ.

Da Formel (3.5) nun fir Borel-messbare bewiesen ist, folgt die Tatsache, dass f Nullmengen auf
Nullmengen abbildet. Somit bildet f Lebesgue-messbare Mengen auf Lebesgue-messbare Mengen
ab und Formel (3.5) gilt fiir alle A € Lgn. ]

Zu y € R™ definiere die Translation 7, : R — R”, 7,(z) =  + y. Ein Ma8§ 1 auf Bg» bzw. Lgn
heifit translationsinvariant, falls fiir alle A € Bgr bzw. A € Lg» und alle y € R™ gilt:

1(ry(A)) = u(A).
Insbesondere ist \,, translationsinvariant.

Lemma 3.24. Ist p ein translationsinvariant Maf§ auf Brn bzw. Lgn. Dann gilt'?

w(B1(0))

=0 1)") A = = 0

An -

Beweis: Wir haben die Elementarwiirfel definiert als

; j+1 .. .
;—;gxg ZJ2k furalleje{l,...,n}},

5'271C = {JJ e R"

z = (21,-..,2n) € Z", v = (x1,...,2,) € R" k € Ny. Auf Grund der Translationsinva-
rianz gilt p(&,x) = u(&sp) fir 2,2 € Z", k € Ny. Auf Grund der o-Additivitdt gilt dann
W) = 27" u([0,1)"). Sei co = u(0,1)").** Die MaBe p und coAZ stimmen somit auf den
Elementarwiirfeln iiberein. Da diese die Borel-Algebra erzeugen,'® gilt u(A) = coA,(A) fiir alle
Borel-messbaren Mengen A. Alle A,,-Nullmengen sind also p-Nullmengen und die Formel folgt fiir

alle Lebesgue-messbaren Mengen A.

Wegen
n’'n ! ’

13Tn der Vorlesung stand hier [0,1]™ an Stelle von [0,1)™. Der gezeigte Beweis zeigt die Aussage aber fiir [0,1)™.
Sobald wir dies wissen, ist bekannt, dass [0,1]™ \ [0,1)™ eine p-Nullmenge ist. Dadurch folgt die Aussage dann
auch in der Form, in der sie an der Tafel stand. Fir die folgende Argumentation ist es aber unerheblich, welche
Variante der Aussage wir zur Verfiigung haben.

14 [0,1)™ ist die disjunkte Vereinigung von 27k Elementarwiirfeln der Form Eo k-

3siche Beispiele 2.3 (7) (a)
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erhalten wir 0 < A(B1(0)) < oo. Indem wir den Spezialfall A = B;(0) in der Gleichung
w(A) = coAn(A) betrachten, erhalten wir die zweite zu zeigende Gleichung. ]

Korollar 3.25 (Rotationsinvarianz von \,, und \2). Satz 3.21 gilt im Spezialfall M € O(n) und
y = 0.

Beweis: In diesem Spezialfall gilt f(B1(0)) = B1(0). Die Abbildung A — p(A) = An(
definiert ein translationsinvariantes Mafl auf Bgn bzw. Lgn. Wegen p(B1(0)) = A\, (f(B1(0
An(B1(0)) gilt dann g = Ay,. Mit |det(M)| = 1 folgt die Behauptung. ]

=
= =
~ D>

=

Beweis von Satz 3.21: (Literatur: [16, III § 2])
Der Beweis ergibt sich nun mit Hilfe der Polarzerlegung von M und der Lemmata 3.23 und 3.25.

Wir schreiben dazu

f=fiofaofs0ofs

wobei jedes f; eine zu bestimmende affin-lineare Abbildung ist, fiir die wir den Satz schon gezeigt

haben. Hieraus folgt der Satz dann fiir f.

Definiere fi(x) := x + y. Der Satz von der Polarzerlegung aus der LA, siehe https://de.
wikipedia.org/wiki/Polarzerlegung besagt, dass es eine positiv semi-definite symmetrische
Matrix P und eine orthogonale Matrix U gibt, so dass M = U - P. Die Matrix P wiederum kann
man orthogonal diagonalisieren, das heift es gibt ein V' € O(n), so dass P = V DV fiir eine positiv
semi-definite symmetrische Diagonalmatrix D. Wir erhalten M = UV DV®. Nun definieren wir
fa(z) :==UVz, f3(x) := Dz und f4(x) := V(z). Fir diese f; gilt der Satz bereits. ]

4 Das Lebesgue-Integral

4.1 Lebesgue-Integral von Treppenfunktionen

Sei (X, M, u) immer ein Mafiraum. Oft schreiben wir einfach X fiir (X, M, ). Wenn wir nichts

gegenteiliges dazusagen, dann versehen wir R immer der o-Algebra Bz und R mit der o-Algebra

B ={AecBg | ACR} ={ANR|AecBg}.

Wiederholung:

Definition 2.8.
f: X — R heifit (numerische) Treppenfunktion

<= [ ist messbar und f(X) ist endlich. Nimmt eine Treppenfunktion die Werte +oo nicht an,

so nennt man sie eine reelle Treppenfunktion.

a+o00=00 Vaé€ (—o0,x]

a-+oo =200 Va € (0,00]
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0-00=0
(—00) + (+00) ist nicht definiert

Beispiele 4.1.

(1) Treppenfunktionen in der Definition des Riemann-Integrals

(2) Die charakteristische Funktion y4: X - R von A C X

1, z€A
0, z¢ A

xa(zx) =

ist Treppenfunktion genau dann, wenn A € M.
(3) Sind fi, fo Treppenfunktionen, a,as € R, dann sind
fi-f2

maX{flva}
|f1

ebenfalls Treppenfunktionen, und aq f1+as f> ist eine Treppenfunktion, wenn es wohldefiniert

ist.16

Notation 4.2. Sei (X, M, u) ein Mafiraum. Wir definieren

M := {(numerische) messbare Funktionen X — R}
Mg := {(reelle) messbare Funktionen X — R}
M, = M(u) = {feMg|u(f~"(R\{0}) < oo}
M* = {(nicht-negative) messbare Funktionen X — [0, 0]}
M = ManM*
MF = MY (p) = M(p)nM*
T := {(numerische) Treppenfunktionen X — R}

sowie T :== TN Mg, Tt :=TNM*, Ti :==TNM;, T, :=Te(u) := TN M, und T,f =T (p) :=
TNM}. Die Riume Tg, T, Mg und M, sind Vektorrdume, die Réume TF, T3, 7.5, M+, My und

M erlauben eine Addition und eine Multiplikation mit a € [0, 00) beziehungsweise a € [0, 0o].

Definition 4.3 (Lebesgue-Integral fiir Treppenfunktionen). 17 Fiir f € T+ bzw. f € To(p)

definiere das Integral
/: Tt —[0,00] bzw. /: To(u) = R
durch
k
f— /deu =Y a;p(Ay),
i=1

16Man denke daran, dass wir nicht 400 und —oco addieren kénnen. Gibt es zum Beispiel ein z € X mit f1(z) > 0,
fa(x) = +00, a1 = +00, az < 0, dann ist a1 f1 + a2 f2 nicht definiert.
7In der Vorlesung behandeln wir nur den Fall f : T (1) — [0, 00], da er bei unserem Zugang ausreicht, aber andere

Literatur, z.B. [15] verwendet die andere Version, die zum Beispiel hilfreich ist, wenn man banachraumwertige
Funktionen integrieren will.

Seite 126 Analysis 111



II MASS- UND INTEGRATIONSTHEORIE

falls f = Zle aixa;, & €1[0,00], A; € M (bzw. a; € R, A; € M mit u(4;) < o). Das Integral
ist wohldefiniert, denn aus der Additivitat des Majes p folgt mit a;,b; € [0,00], A;, Bj € M (bzw.
a;,bj € R, A;, Bj € M mit i(A;) < oo, u(Bj) < 00):

k 4
Y aixa, =Y bjxs
i=1 Jj=1
k 4
. Z a; p(4;) = Z bj u(B;)
i=1 Jj=1

[ Te(p) — R ist linear.

J: TH — [0, 00] erfiillt die folgende linearitétsartige Bedingung: Fiir f,g € T, a,b € [0, 00] gilt

Jersspan=af paues [ gau.

Das Integral ist monoton: Fiir alle f1, fo € TT bzw. T.(u) gilt

fle2:>/Xf1dM§/Xf2dﬂ-

Beispiel 4.4. Im Fall X =R und p = )\ gilt:

/(3X[0,2] +2xp,3) dAd =3-242-2=10
R

/(3)([0,1) + 5)([1’2] + 2X(2’3]) d)\l =3 + 5 + 2=10
R

4.2 Lebesgue-Integral fiir nicht-negative Funktionen

Definition 4.5 (Lebesgue-Integral fiir nicht-negative Funktionen). Sei f € M+. Wihle p; € T,
JENMIt0 <) < g <--- < f=sup,eyp; (Eristenz der @;: Satz 2.9). Definiere

/ fdp:= lim / @; dp € [0, 00].
X IO JX

Da j—> fX @, dp monoton wachsend ist, existiert der Grenzwert in [0, co].

Ziel: [ f dp héngt nicht von der Wahl der ¢; ab.

Lemma 4.6. Seien f,¢; wie oben, g € T+ mit g < f. Dann gilt
lim [ p; dp > / g dp.
j—oo Jx X

Beweis: Schreibe g = Y")'_ | bixB,, wobei By, ..., B, € M paarweise disjunkt, b € [0, co]. Wihle

€ > 0. Wir definieren Ay ; := {2 € By, | ;(2) > (1 — )by} € M und haben dann |J;y Ak,; = By
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sowie Ay ; C Ak j+1 C .... Dann folgt mit den Eigenschaften 3.3 (5)

u(By) = (| As) = Jim p(Ars).

JEN

/ij dp > /X ((1_5)k¥1kaAk,j> dp

=(1—2)) b p(Ar)

k=1
w(Br)

fir j - oo: lim / w;jdp > (1— e)Zbk,u(Bk)

2(1—6)/ngu-

Im Limes € — 0 folgt die Behauptung. [

Korollar 4.7. fX f du in Definition 4.5 ist wohldefiniert, das heifit, es hdngt nicht von der Wahl
der ¢; ab.

Beweis: Seien 0 < @1 < @2 < ... und 0 < @1 < @2 < ... mit f = sup@; = supp; gegeben.
Lemma 4.6 fiir ¢; = ¢; und g = ¢, mit n fix, liefert
tim [ rdnz [ g

firn — oco: lim @j dp > lim / Gn dp
n—oo X

J]—00 X

IN

vollig analog!
= lim @j dp = lim p; dp
X X

j—o0 Jj—o0

Bemerkung. Aus dem Korollar folgt auch, dass im Fall f € T das in Definition 4.5 definierte
Integral | « J/ dppmit dem Integral von Treppenfunktionen tibereinstimmt. Denn sind Treppenfunk-
tionen ¢; wie in der Definition gegeben. Dann ist ¢; := f eine andere Wahl von Treppenfunktionen.

Wir haben dann folgendes gezeigt (alle folgenden Integral sind Integrale von Treppenfunktionen):

Kor.

[ o=t [ o au™ tm [ o

Eigenschaften 4.8.

(i) Fiir alle f,g € M+, a,b > [0, 00] gilt

Jarsmau=a- [ fauss: [ gan

., (Linearitdt)“

(ii) Firalle f,ge M*: f<g = [, fdu < [y gdu. (Monotonie)
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(iii) Gilt fiir f,g € M fast iiberall f = g, dann haben wir

/deu:/xgdu.

Beweis: (i) und (ii) sind einfache Ubungen. Fiir (ii) nutze Lemma 4.6. Zu (iii): Es existiert eine
Nullmenge N € M mit f(z) = g(z) auf X \ N. Wihle Treppenfunktion fir f. Man sieht leicht,

dass wir nun Treppenfunktionen fiir ¢ wéhlen konnen, die auf X \ N hiermit {ibereinstimmen. m

4.3 Lebesgue-Integral fiir integrierbare Funktionen

Definition 4.9 (Lebesgue-Integral). Sei (X, M, pu) ein Mafraum. FEine Funktion numerische
f: X — R heifit p-integrierbar oder Lebesgue-integrierbar bzgl. (X, M, i), falls f messbar
ist und [y |f| dp < oo gilt. (Man beachte hier, dass |f| € M*). Definiere dann das Lebesgue-
Integral von f (iber X bzgl. p) als

Joran=[ geau=[ £-an

wobei

fr =max{f, 0} € MT,
foi=max{—f,0} € M7,
f=r—-r-

ogfism:»og/xfidug/xvmumo.

Fr 17.1.

Ist f: X — R eine Lebesgue-integrierbare Funktion, dann sind die Urbilder f~!({+oc}) und
f1({—o0}) Nullmengen'®. Wir definieren die reelle Funktion f: X — R

fy o [10) H@ R
0 f(z) € {£o0}

Es gilt fast tiberall f = f und somit haben beide dasselbe Integral.
Fiir p € [1,00) definieren wir die Lebesgue-Riume oder #?-Riume als
ZLP = LP(u):={feM]||fI’: X — Rist p-integrierbar} , (4.1)

i = ([ Iflpdu)l/p (12)

8Denn sei Ay := f~1({£o0}). Aus |f| > f+ > xa, ergibt sich mit der Monotonie

00>/|f|du2/xAi dp = oo u(Ax).

Und dies impliziert p(A+) = 0.
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Der Raum
L= LY p)={f € M| f: X — R ist p-integrierbar}

ist von grofler Wichtigkeit in der Mafitheorie, denn jede integrierbare numerische Funktion ist
nach obiger Konstruktion fast iiberall gleich zu einer Funktion in .#*(u) mit demselben Integral.
Zudem hat der Raum #* einige schéne Eigenschaften, wie wir gleich sehen werden. Die Riume
£P fiir beliebiges p sind wichtig fiir das Studium partieller Differentialgleichungen, sowohl in der
Angewandten Mathematik als auch der Globalen Mathematik, als auch in vielen Anwendungen

der Mathematik (Physik, Chemie, Ingenieurswissenschaften, ... ).

Proposition 4.10.
(1) ZLY(u) ist ein Vektorraum,

(2) Gilt f = f1 — f2 fiir fi, fo € Mg 0L (u), dann ist f € L (u) und

/deu:/xfldu*/szdu,

/X:‘zl(u)%ﬂ& fH/deu

ist linear.

Beweis:

(1) Seien f,g € £ (u), a,b € R.

0 <laf +bg| <lallf| + [bllgl,

0< [ las +bol die <lal [ 1f1du+pl [ ol d < .
X X X

Also ist £ (u) ist ein Vektorraum.

(2) Wir haben f; > f und f; > 0, also fi > f4; und analog sehen wir fo > f_. Aus f =
frefo=fr—f folgtgimfi— fs = fo— [ € M. aus0<g < f—1folgt g€ £ (n).

/deu /Xf+du*/xf—du
(/Xf+du+/xgdu>—</xfdu+/xgdu)
Lﬁw—Lhw.

(3) Nunseia>0,b>0, f,g € L pn).

af +bg = (afs +bg+)—(af- +bg-) .

EMFNL (1) eEMFNLY ()
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Nach (2) gilt dann:

Jatvro) an= [ ars+bo) an [ @ vgyau=a | fauss [ gan.

Die Linearitét folgt dann mit [, (—f) du = — [y f du.

Eigenschaften 4.11. 1?

(0) Seien f,g € M mit f(z) = g(x) fiir fast alle z € X. Dann gilt

feZL (n)=geZ(p).

/deu=/ngu-

In diesem Fall

(1) Fiir alle f,g € £(p) gilt

fggfastiiberall:>/fduﬁ/gdﬂ-
b X

(Monotonie)

(2) Sei A € M. Dann erfiillt die charakteristische Funktion y4 € T C M.
/ Xa dp = p(A)
X
/ xadp <00 <= p(A) < oo <= ya €LY p).
e

(3) Ist f € £ (p) und g € M mit g beschréinkt (3¢ € R>¢ : —c¢ < g < ¢). Dann

lgf| = lgllf] < clfl,
OS/X\gflduSC/leldu<oo,

dann folgt gf € £ (u). Insbesondere gilt fiir A € M die Aussage f-xa € L (p).

Beweis: Die Aussagen sollten nun bereits klar sein. [ |

Definition 4.12. Fir f € £ (u) oder f € M, A € M definiere

/Afdu:/XfXAdw

9Punkt (0) in Vorlesung nur miindlich gesagt.
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Sind A und B disjunkt, dann gilt xaoB = XA + XB-

AUdeu=/Afdu+/deu-

Beispiel 4.13. Versehe (N,P(N)) mit dem Zahlma8, ¢: P(N) — [0,00], ((A) = #A. Dann gilt
(f: N— R) € £'(() genau dann, wenn Zjoil |f(4)] < o0, denn

JALES

i .
kLH;O/N|f| X{0,1,....k} A¢

k
Jim. _Z:If(j)l
=

o176

Hierbei haben wir | f|- Xx1o,1,....k} € Ty genutzt. Also gilt f € £1(¢) genau dann, wenn Z;’il f()

absolut konvergiert. In diesem Fall gilt

/Nfd<=Zf<j>-

.....

4.4 [P-Raume

Definition 4.14. Sei V ein Vektorraum iber K € {R,C}. Eine Halbnorm oder Semi-Norm
auf V ist eine Abbildung || - || : V — R, so dass fir alle z,y € V, A € K gilt:

(a) Semi-Definitheit: ||z| > 0,

(b) Homogenitdt: ||Az|| = |\|||z]]

(c) Dreiecksungleichung: ||z + y|| < ||z|| + ||yl
Nun K =R, p € [1, 00).

Proposition 4.15. £7 ist ein Untervektorraum von M und || - ||p: £ — R aus (4.2) ist eine

Halbnorm.

Spezialfall: Sei X = {1,2,...,n} und u das ZahlmaB, d.h. u(A4) = #A. Dann ist £P(u) = R”
und || - ||, ist die p-Norm, die bereits in Analysis II, Kapitel 8, Beispiele 1.2 (3) eingefiihrt wurde.
Wir hatten dort in diesem Spezialfall die Minkowski-Ungleichung gezeigt:

[z +yllp < llzllp + llylls (4.3)

Beweis der Proposition: Ist f € Z? und A € R, dann haben wir

[P = [ 17 d < o
X X

Hieraus folgt Af € ZP und die Homogenitat. Die Semi-Definitheitist klar.
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Wir zeigen nun die Dreiecks-Ungleichung

1f +glly < WIf1lp + llglly (4.4)

fir alle f,g € M. Hieraus folgt dann insbesondere, dass £ := {f € M | ||f|]l, < oo} ein

Untervektorraum von M ist.

(1) Beweis von (4.4) fiir Treppenfunktionen.

k ¢
=Y aixa, ud g=> bixs,,
i=1 j=1

wobei die Mengen (A;); paarweise disjunkt sind und die Mengen (B;); paarweise disjunkt

sind. Wir kénnen o.B.d. A. annehmen, dass

x={a=Us,.
i J

Somit gllt Ai = Uj(Al N B]) und Bj = Uz(Al N BJ) Es folgt

koot ke
F=Y aixans, und g=>" "bixans, -
i=1 j=1 i=1 j=1
Wir wenden nun (4.3) auf die Vektoren?’
x = (al Y/ (AN By), a1 /(A1 N Ba),. .. a1 {/ (A1 N By),
az {/ (A2 N By), a2/ (A2 N Ba), ..., a2/ u(A2 N By),

T
ar {/ 1(Ax N By), ar {/ 1(A N Ba), ... a4/ p1(Ar N Bz)) € RM

und
Yy = (bl f//i(Al N Bl), b2 </,U,(A1 N Bg), ey bg {/ /L(Al M Bz),
bl </:u(A2 N Bl)a b2 </:u’(A2 N 32)7 ey b@ i} .L‘L(AQ N Bf)v
T
b1 {/p(Ax N By), ba {/u(Ax N Ba), ..., be /(A N Bz)) S
an.?! Man rechnet nun leicht nach, dass ||z, = ||fll,, [[yll, = [lgll, und [lz+yll, = |[|f[+]g]]] -

Die Dreiecks-Ungleichung gilt somit fiir alle Treppenfunktionen?2.

(2) Allgemeiner Fall.

Um die Dreiecks-Ungleichung fiir beliebige f,g € M zu zeigen, betrachten monoton wach-

20Djes sind also sehr lange Zeilen- bzw. Spaltenvektoren, keine Matrizen!

21Tst ein Eintrag a; §/p(A; N Bj) oder bj §/u(A; N By) gleich oo oder —oo, 50 ist die zu beweisende Aussage trivial
erfiillt. Wir nehmen also an, dass sie alle endlich sind.

228ie gilt auch im Fall || f||, = oo oder ||g||p = oo.
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sende Folgen nicht-negativer Treppenfunktionen (p,), und (¢,)m, mit |f| = sup ¢, und
lg| = sup ¥,,. Wir fithren die obige Abschétzung fiir ¢, an Stelle von f und fiir ¢, an Stelle

von g aus und erhalten
111+ 1glll, < 11 + llgll (4.5)

Nun gilt 0 < |f +g| < |f]+ |g], also [f + gI” < ([f] + [g])" und somit

1 +gllp < A1+ glllp -

Mit 4.5 folgt dann die Dreiecks-Ungleichung 4.4.

Ubung 4.16. (Ubungsblatt 13) NP(u) := {f € LP(u) | f = 0 fast iiberall} ist ein Untervektor-
raum. Es gilt f € AP (u) genau dann, wenn f € ZP(u) und || f||, = 0. Den Quotientenvektorraum

L7 (1)
LP .= LP(p) :=
A7)
nennt man den LP-Raum oder den Raum der LP-Funktionen oder einfach auch den Lebesgue-
Raum zum Koeffizient p*’. Er trigt eine eindeutige Norm || -||,: LP(u) — R, so dass fir alle
Funktionen f € £P(u), die [f] € LP(u) reprasentieren, gilt:

LA, = 11F 1l -
Il-1ll,: L» — R nennt man die L”-Norm und wir schreiben hierfiir meistens auch || - ||,.
Bemerkung 4.17. Die Ridume (L”, || -[|,) sind vollstindige normierte Vektorrdume. Es sind also

Banachriume. (ohne Beweis)?*

4.5 Lebesgue- versus Riemann-Integrierbarkeit
Beispiel 4.18. xq und xgn[e,5 sind Lebesgue-integrierbar bzgl. (R, Br, A1) und es gilt

/Xdelzo
R

/XQn[a,b] dA; =0,
R

da Q und QN{[a, b] Nullmengen bzgl. A; sind. Andererseits ist die Funktion xgn[q,5 nicht Riemann-

integrierbar: Das riemannsche Oberintegral ist b — a

b
f XQn(a,b] (z)dz=b—-a

23In der Praxis ist es spiater manchmal gar nicht mehr so wichtig, zwischen .#? und LP sauber zu unterscheiden,
da die Aussagen oft fiir beide Rdume Sinn ergeben und oft gleichbedeutend sind.

24 Achtung: Die Aussagen ,Der Mafiraum (X, M, i) ist vollstandig® und ,,(LP (X, M, ), || - ll,) “ sind unabhéngig
voneinander. Bitte nicht verwechseln.
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und das riemannsche Unterintegral ist 0

b
J[ X@nia,p) () dz = 0.

Lemma 4.19. Sei X = [a,b] C R, versehen mit der o-Algebra M = By oder M = Liqy
und dem (auf M eingeschrinkten) Lebesque-Mafl M| p. Jede messbare, Riemann-integrierbare

Funktion f ist Lebesgue-intergierbar, und es gilt

b
[ t@de= [ pan
a la,b]

Hierbei ist die linke Seite das Riemann-Integral und die rechte Seite das Lebesque-Integral.

Man beachte hierbei:
B[a,b] = {Aﬁ [a,b] | Ae BR} = {A € Br | AC [a,b]} C Bg,

»C[a,b] = {Aﬁ[a,b]|A€£R}:{A€£R|AC[a,b]}CER.

Beweis: Wir schreiben A\; fiir Aj|a und wir setzen alle messbaren Funktionen f : [a,b] — R

durch 0 zu einer (messbaren) Funktion f : R — R fort.

Alle riemannschen Treppenfunktionen sind in T,(\;)(= TrN.Z1(\1)). Es gilt fiir alle riemannschen
Treppenfunktionen f:

b
/ f(z)dz = fdAq,
a [a,b]

wobei fab f(x) dz das Riemann-Integral und f « J dA1 das Lebesgue-Integral ist.
Wegen der Monotonie gilt fir alle beschréankten, messbaren Funktionen f: [a,b] — R:

feL(\),

denn die Ungleichung | f| < Cxjq,) und die Monotonie implizieren

/ |fldA <C(b—a) < 0.
[a,b]

Insbesondere sind alle Riemann-integrierbaren, messbaren Funktionen auch Lebesgue-integrierbar.
Ist g eine Riemannsche Treppenfunktion mit g > f bzw. g < f. Dann folgt mit der Monotonie

des Lebesgue-Integrals:

b b
/ g(x) de > f d\y bzw. / g(z) da < fd\.
a [a,b] a [a,b]

Aus der Definition des riemannschen Ober- und Unterintegrals folgt:

]Zb f(z) dz > /[a,b] fdn > ][ ) do
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Ist also f Riemann-integrierbar und messbar, so gilt

b b
][a f(z) dz :fa f(z) dz = - Fd\. .

IACHTUNG!. Es gibt Riemann-integrierbare Funktionen f : [a,b] — R, die nicht messbar im
Sinne von Abbildung ([a, b], Biay)) — (R, Br) sind.

Definition 4.20. Sei X ein topologischer Raum und sei p: Bx — [0,00] ein Maf auf (X, Bx).
Sei LY die o-Algebra der p-messbaren Mengen (L% ist die Vervollstindigung von Bx beziiglich

des Mafes ).

Eine Abbildung f: X — R nennt man Lebesgue-messbar oder ji-messbar

A0 e dst als Abbildung von (X, LY) nach (R, Bg) messbar

< firallea € R: f~'((a,00]) € LK

< fir alle a € R: f~([a,x]) € LY

<= Es existiert eine p-Nullmenge N mit f~'((a,oc]) \ N € Bx VYa € R.
<= Es existiert eine u-Nullmenge N mit f~*((a,o0]) UN € Bx Va € R.

Wichtige Konvention: Ab jetzt wird fir derartige Mafraume (X, ) immer angenommen, dass
X mit der Lebesqueschen o-Algebra LY versehen ist, es sei denn wir sagen etwas anderes explizit.
Die Funktion f : X — R ist dann Lebesgue-messbar, wenn sie als Funktion (X, L) — (R, Bg)
messbar ist und fX |f| du < oo erfiillt. Dies gilt insbesondere fir X = R™.

!ACHTUNG!. Sei u = A\ das Lebesque-Maf auf (R,Bg). Es gibt f{: R — R und g: R — R

Lebesgue-messbar bzgl. A1, aber g o f ist nicht Lebesgue-messbar.

Proposition 4.21. Riemann-integrierbare Funktionen f: [a,b] — R sind Lebesgue-messbar (also

genauer \1-messbar).

Korollar 4.22. Riemann-integrierbare Funktionen f: [a,b] — R sind Lebesgue-integrierbar auf

dem Mafraum ([a, b], Ef\al o A1), wobei wir verkiirzend Ay fir die Einschrankung von A1 auf Ef\al b

schreiben.

Das Korollar folgt mit Lemma 4.19 direkt aus der Proposition.

Beweis der Proposition: Sei f € R|a,b]. Zu n € N wihle riemannsche Treppenfunktionen ,,

und '@m wobei gilt ¢, < f < (Zn

b b b
/ Yp(x)de+47" > [ f(z)de > / Y (x) de —47"

O = max{Y1, Y2, ..., Yo} > Py
@n = min{q?;la {/;27 e 712;71} S {p\na
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mit ¢, < f < Py

/ab op(z)de+47" > /ab f(z) dz > /ab Gnlz) do —47".

Es gilt
0<p1 << <, < <P, <o < P2 <P

Definiere A, := {z € [a,b] | §n(x) — pn(x) <277} € By C E[);ll’b] und B, := [a,b] \ Ay, € Big .-
Es gilt dann
Pn — n >27"XB, -

2.4—n
<2™.2.477
o 21—n
M(UB) = )
ji>k ji=k

<y

j=k
1 1 1
:21—k(1 L1 ):22—k
totgtgt

Definiere Oy, := ;5 Bj und D := ;2 Cy. Es gilt
M (Cp) <2778 — A\ (D) <227 VE.
Also ist D eine A\j-Nullmenge. Fir j > k:

sup [f(x) = fi(x)] < sup |@;(x) — p;()]
a€fa,b)\Cw v€lab]\Cr

<27

und [a,b] \ C C A;. Also konvergiert ¢; gleichméfig auf [a,b] \ Cr gegen f. Also konvergiert ¢;
punktweise gegen f auf [a,b] \ D. Analog konvergiert ¢; punktweise gegen f auf [a,b] \ D.

0<p1 << < < f<Pp <o < P2 <P
Mit Satz 2.9 folgt: f|44\p ist messbar als Abbildung

[a,b]\ D — R,
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wobei [a,b] \ D und R jeweils mit der zugehorigen Borel-Algebra versehen ist. Also ist f dann

Ai-messbar. []

Beispiel 4.23. Sei a; € R, i € Ny. Definiere daraus f: [0,00) = R

f(x):=a, =a; falls i <x <i41

n—1 n
/[Om] fdx = ;ai :/0 f(x) d.

f ist uneigentlich Riemann-integrierbar genau dann, wenn Z?io a; konvergiert,.

[ ist Lebesgue-integrierbar genau dann, wenn ) .o a; absolut konvergiert (siche auch Beispiel
4.13).

Also existiert ein f: [0,00) — R, das uneigentlich Riemann-integrierbar, aber nicht Lebesgue-
integrierbar ist.

Im Allgemeinen

Riemann-integrierbar = Lebesgue-integrierbar
Lebesgue-integrierbar =& Riemann-integrierbar
Lebesgue-integrierbar =% uneigentlich Riemann-integrierbar

uneigentlich Riemann-integrierbar == Lebesgue-integrierbar

Uber uneigentliche Riemann-Integrale zitieren wir noch (wértlich) einen Satz aus einem Skript

von Helga Baum:

Satz (Satz 11.32 aus [14]). Sei I C R ein Intervall und die Funktion f: I — R Riemann-
integrierbar tiber jedem kompakten Teilintervall von I. Dann ist f genau dann Lebesque-integrierbar
iber I, wenn |f| uneigentlich Riemann-integrierbar iber I ist. Das uneigentliche Riemann-Integral

von f stimmt in diesem Fall mit dem Lebesque-Integral von f diber I diberein.

5 Konvergenzsatze

In diesem Abschnitt ist das Buch [18] eine wichtige Referenz.
Sei (X, M, u) ein Mafiraum.

Satz 5.1 (Satz iiber monotone Konvergenz/Satz von Beppo Levi). Sei (fn)nen eine monoton
wachsende Folge von messbaren Funktionen mit f1 > 0, fn: X — [0,00]. Dann ist lim, oo fn

messbar und es gilt

lim fndp :/ lim f, du.
b'e X n—oo

n— 00

Bemerkung 5.2. Es reicht auch anzunehmen, dass f; > 0 u-fast iberall gilt und fir alle n € N
fn < fag1 p-fast Gberall gilt. Um die Aussage in diesem Fall zu zeigen, kann man die Funktionen

fn auf einer messbaren Nullmenge zu Funktionen f,, abdndern, so dass

0<fi<fo< -
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gilt. Dann existiert und f = lim,, 00 fn : X — [0,00]. Somit gilt f = limy, o frn, fast tberall
und der Satz von Levi liefert:

lim [ f,du= lim/fnd,u:/fdu.

Der Limes lim,,_, o f, existiert in [0, c0] aber nur fast iberall; es kann Punkte € X geben, so

dass lim, o fn(z) in [0, 00] nicht existiert.

Beweis von Satz 5.1:
(1) limy—oo fr, = SUp, ey frn: X — [0, 00] messbar nach Proposition 2.7 (4).

@) fnéfz/xfndué/xfdu

= lim /fndu S/ f du.
~——

monoton wachsend
(3) Seinun ; €T, 0< p1 <o <+ <, <... < f=lim;_,o ;. Fixiere j € Nund ¢ > 1:

An i={cfn =} ={z € X | cful(@) = ¢j(2)}.

Es gilt A,, C Apyq fiir allen € Nund (J,,cy An = X. Deswegen wichst (¢;x 4, )nen monoton

(fiir festes 7) und wir haben punktweise Konvergenz
n—oo
PiXA, = Pj-
Mit cf,, > @jxa, erhalten wir
/ w; dp ® tim / (pjxa,) dp < lim cfn dp =c lim / fn du

An der Stelle (x) benutzen wir Definition 4.5 oder genauer die darauffolgende unnummerierte

Bemerkung.

Im Limes ¢ — 1 folgt

/w dp < lim/fndu-
X n—oo X

Im Limes j — oo folgt
/ fdu PDefL 45 lim / ¢j dp < lim / fn dp.
X j—ooo Jx n—oo [y u
Korollar 5.3. Fiir jede Folge (f)nen in M gilt

/X<§fj) dﬂi/}(fj dp.

Beweis: Wende Satz 5.1 von Levi auf die Partialsummen an. [ ]
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Beispiel 5.4. Satz 5.1 ist falsch ohne Monotonie-Voraussetzung, wie das folgende Beispiel zeigt:
(XaMa,U) = (Rv BR7>\IB)a fn = %X(O,n] € gl()\l)a f]R fn d\; = 1.

1= lim 1= lim fn dA1
n—oo n—o0 R
75 lim fnd/\lz/OdAle.
Rn—ﬂ)o R

Satz 5.5 (Lemma von Fatou). Sei (f,)nen eine Folge in M. Dann ist

/ liminf f,, dp < lim inf/ fn dp. (5.1)
X n—oo n—oo X

Das obige Beispiel 5.4 zeigt auch, dass wir in (5.1) das Zeichen ,,<* nicht durch ,=% ersetzen
koénnen.

Beweis:

f:= lim (inf f,) = linl}inffn

n—oo k>n

gn(x) :=1inf{fr(z) | k > n}
f = lim inf fn = lim dn, In S gn+1 vn € N.
n— o0

n— oo

Also f € M nach Proposition 2.7 (4). Der Satz 5.1 iiber monotone Konvergenz von Levi besagt

/ fdp= lim G dp.
X n—roo X

/gndué/ fr dp.
X X

Wir bilden das Infimum tiber £ > n und erhalten

< i .
/Xgnd/if]iga/kad/f'

Fir k > n gilt g, < fx, daher

Im Limes n — oo:

/fdu= lim [ g, dup
X X

n—oo

IN

n—oo k>n

lim inf/ fi dp
X

n—roo

= liminf/ fn dp.
X

Satz 5.6 (Satz iiber majorisierte Konvergenz/Satz iiber dominierte Konvergenz). Seien f, f,,: X —
R messbar und g: X — R sei Lebesque-integrierbar bzgl. (X, M, 1), also g € £ (11). Es gelte

(1) f =limy, 0 fr punktweise p-fast iberall.

(2) |fn] < g p-fast iberall.
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Dann gilt f, f, € LY (u) fiir alle n € N und es gilt

/fdﬂ: lim / fn dp.
X n—oo X
Weiter gilt
i [ 1o~ sl du =0,
n—oo X

g heifst Majorante von (fn)nen-

Aussage wére falsch ohne solch eine Majorante g.

Beweis: Aussage (2) bedeutet: Es gibt eine p-Nullmenge N,, mit
|[fr(@)] < g(z) VzeX\N,.
Aussage (1) bedeutet: Es gibt eine pu-Nullmenge N mit
fx) = nh_>rr;ofn(:c) Vz e X\ N.

Nun ist N = N U, ey Nn eine Nullmenge, da es eine abzihlbare Vereinigung von Nullmengen
ist. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ist N/ = 0, denn sonst ersetze X durch X := X \ N,

f durch f:= flg, g durch § := g|¢, fn durch fo = falx-

Wir haben also 0 < |f,,| < g und 0 < |f] < g. Da g integrierbar ist (d.h. [ ¢ dp < c0), sind auch
f, |f| und alle f,, und |f,| integrierbar.

If = ful <IfI+1ful <1fl+9
dn ::|f‘+g_|fn_f|€M+

lim g, = |f| + g (punktweise)
n—oo

/X(If|+g) du:/X(lim gn) dp

n—oo

:/ liminf g,, dp
X

n—oo

<liminf | ¢, du (Lemma von Fatou)
n— oo X

- (—hmsup/X o — f] du) + /X(m +g) du

n—00
>0

< /X(|f|+g) du

Also folgt
limsup/ |frn — fldu=0.
X

n— oo

Denn falls > 0 gelten wiirde, dann wiirde der Widerspruch [, (|f|+g) du < [ (|f|+g) du folgen.
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Wir haben somit

lim / |fn — fldu=0.
X

n— oo

Aus den Ungleichungen —|f, — f| < £(fn — f) < |fn — f] folgt mit der Monotonie

og{/andu—/xfdu\:\/x<fn—f)du]g/X\fn—f\dwo.

Also lim,, s fX fndu= fX fdu. [

Alternativ sagt man auch Satz iiber dominierte Konvergenz statt Satz {iber majorisierte

Konvergenz.

Beispiel 5.7. Sei f: [a,b] — R differenzierbar und f’ beschriankt. Dann ist f’: [a,b] — R in

Z1(\1) bzgl. der o-Algebra ﬁ[);’b]. Und es gilt

i frdA = f(b) = f(a).
Denn sei |f/(z)| < C fir alle © € [a, b]. Setze f zu einer differenzierbaren Funktion f: [a,0+1] — R
mit |f/(z)] < C fort (z.B. f(z) = f(b) + (z —b)f'(b) fiixr x > b). Die Funktion g, : [a,b] = R,
gn(x) := n(f(:c +1)- f(x)) ist stetig in x.

lim g,(z) = lim
n—oo n—oo

Also ist f’ messbar. Der Mittelwertsatz besagt g,(x) = f'({,) fiir ein ¢, € {x,x + ﬂ Also
haben wir |g,(z)| < C fir alle z € [a,b]. Aus dem Satz 5.6 iiber majorisierten Konvergenz folgt

gnaf/ € gl([a)’ b]a‘c[);ll7b]7A1)-

a

Da f stetig ist, ist F' differenzierbar mit F’ = f.

b
/ gn dX = / gn(z) dz
[a,b] a

:n/ab<f(x+i)—f(x)) dx

= n(F(b+ %) - F(b)) - n(F(a + %) - F(a))
nzoo, nh_)ngow _nh_{%o F(a+ %l) _F(a) _ f(b) _ f((l)
=f(b) =f(a)

und mit f[a p) In dA1 — f[aAb] f" d\; folgt die zu beweisende Aussage.
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6 Produkt-MaBe und Satz von Fubini

Fr 24.1.

In diesem Teil halten wir uns sehr nahe am Buch [15], aus dem wir einige Passagen teilweise

wortlich tibernehmen.
Typische Fragen dieses Abschnitts.
Sei R™ mit der Borel-Algebra Br~ versehen.

(1) Sei A C R? messbar und A, := {z € R | (z,y) € A}. Wir wiirden gerne zeigen:

2a(4) = [ 2a(a,) dy.

(2) Sei f: R? - R, y € R,

f(ay)R*)]Ra

x— f(x,y).

Ist nun f genau dann messbar, wenn f(-,y) messbar ist fiir alle y € Y?

Angenommen alles ist integrierbar, gilt dann

[ ran- /R ( /R fla.y) dz) dy?

6.1 Produkt-o-Algebren

Definition 6.1. Fir zwei Messrdume (X, A) und (Y, B) definieren wir die Produkt-o-Algebra
auf X XY als
AB:=M{AxB|Ac€ A BeB},XxY).

Bemerkung 6.2. Sind (X, A) (Y, B), (Z,C) Messraume, so iiberpriift man leicht, dass
AB)@C=M{AXxBxC|A€eA BeB, CeC},XxYxZ)=AR(B®C().

Bemerkung 6.3. Wegen A x B=(AxY)N (X x B) stimmt A® B mit der Produkt-o-Algebra
iiberein, die in Aufgabe 4c) auf Ubungsblatt 11 definiert wurde.?® In dieser Aufgabe haben wir
gesehen, dass A x B die kleinste o-Algebra auf X x Y ist, so dass

XxY 5 X

(z,y) —
und

XxY 2y

(z,y) —y

messbar sind.

25Um die Aufgabe anzuwenden, setze X1 := X, X2 :=Y und I := {1,2}.
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Bemerkung 6.4. Fir y € Y definieren wir ¢,,: X — X x Y durch 2 — (z,y). Wir wollen
zeigen, dass ¢, von (X,A) nach (X x Y, A® B) messbar ist. Hierzu ist es nach Beispiele 2.3 (6)
ausreichend zu priifen, dass (1,) "' (A x B) messbar ist, falls A und B messbar in X bzw. Y sind.
Wegen (1) (A x B) = A oder (1) "' (A x B) = 0 ist dies offensichtlich erfiillt.

Genauso zeigt man fir x € X, dass t,: ¥ — X X Y mit y — (x,y) messbar ist.

Seien nun (X,0x) und (Y,Oy) topologische Rdume und Bx und By die zugehérigen Borel-
Algebren. Sei Oxxy die Produkt-Topologie und Bx xy die zugehdrige Borel-Algebra.

Frage 6.5. Gilt BXXY = BX ®By ?

Die obige Frage wurde teilweise auf Ubungsblatt 11, Aufgabe 3 — mit etwas anderer Notation —
diskutiert?S. Wir haben dort die folgende Gleichheit (*) gezeigt:

Bx ©By @ MU{AXB|AcOx,BeOy}, X xY)C MOxxy, X x V) Y By y

COxxy

und die darauffolgende Inklusion ist trivial.
Es ist uns also bereits bekannt, dass die Inklusion ,,C“ in der Frage immer richtig ist.

Die Inklusion ,, D ist hingegen nicht immer richtig, es gibt Gegenbeispiele. Diese Inklusion gilt,
falls beide Topologien das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillen; eine Topologie Ox erfiillt das
zweite Abzihlbarkeitsaxiom,, falls es eine abzéhlbare Teilmenge B C Ox gibt, so dass jedes
Element von Ox eine Vereinigung von Elementen von B ist.?” Wir wollen aber den allgemeinen

Fall hier gar nicht diskutieren, sondern uns auf den Spezialfall X = R™ und Y = R™ einschrénken.

Im Fall X = R™ und Y = R™, jeweils mit der Standard-Topologie gilt Gleichheit. Denn jede
offene Menge in R"*™ = R"™ x R™ ist eine abzihlbare Vereinigung von Elementarwiirfeln (siche
Beispiel 2.3 (7) Spezialfall (a)) und damit in M({Ax B| A€ Ox,B € Oy}, X xY) enthalten.?®
Wir haben also Bgr+m = Bgrn ® Brr und durch Induktion folgt dann

Ban =B @Ba®: - @ By (6.1)

n-mal

Definition 6.6. M C P(Z) heifst monoton, falls
(a) GiltY,e M,neNundY, CYs C..., dann ist auch |, ey Yn € M.

(b) GiltY, e M,neNundY; DYy D ..., dann ist auch [),cn Yn € M.

Lemma 6.7. Sei R eine Algebra auf Z und M sei die kleinste monotone Teilmenge von P(Z),
die R enthdlt. Dann ist M die von R erzeugte o-Algebra.

Bemerkung. Definiere

M= an

MeZ

26 Auf dem Ubungsblatt haben wir By statt Bx und M xyy statt Bx ® By geschrieben.

27Eine Teilmenge B C Ox nennt man Basis der Topologie Ox, wenn jedes Element von QOx eine Vereinigung
von Elementen von B ist. Es wird hier also die Existenz einer abzdhlbaren Basis der Topologie gefordert.

28Genauso kann man auch zeigen, dass R™ das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt.
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wobei Z = {N C P(Z) | N monoton und R C N}. Man sieht sofort, dass M € Z und dass
jedes Element von Z die Menge M als Teilmenge erhélt. M ist in diesem Sinne also die kleineste
Algebra, die R enthilt.

Beweis von Lemma 6.7: Jede o-Algebra ist monoton. Deswegen ist M(R, Z) eine monotone
Menge, die R enthélt. Es folgt M C M(R, Z). Zu zeigen ist also M(R,Z) C M. Wir zeigen dies,

indem wir nachweisen, dass M eine o-Algebra ist.

(1)

3)

MC ={Yy e P(2)| Z\Y € M} = {Z\Y | Y € M} ist ebenfalls monoton. Es gilt
AeR = Z\A€R. Also ist R € MY (dann folgt M € Z). Somit M C M.
Angenommen M & MCE | dann existiert ein A € M\ M. Somit Z\ A € M und A ¢ M.
Hieraus folgt Z\ A € M\ MC. Dies ist ein Widerspruch zu M C M. Somit M = M.
Es folgt:

AeM = Z\AeM. (6.2)

Fir B € M definiere Mg = {Y € M | Y N B € M}. Man uberpriift leicht, dass Mp

ebenfalls monoton ist.
Sei nun zunéchst B € R. Es gilt nun R C Mp: denn

AeR=—ANBeRCM=—Ac Mp.

Da M die kleinste monotone Menge ist, die R enthélt, folgt M C Mp fiir alle B € R.

Somit haben wir bisher gezeigt:
fiir alle Y € M und fiir alle B € R gilt Y N B € M. (6.3)

Nun sei B € M. Wie oben bereits erwihnt, ist M p monoton. Wegen (6.3) gilt nun: A € R
impliziert AN B C M. Analog wie oben folgt daraus M C Mp fiir alle B € M. Fir alle
Y € M gilt also Y € Mg, somit Y N B € M. Wir haben gezeigt

firalle Y, Be M gilt Y N B € M. (6.4)

) € R C M. Es folgt M ist eine Algebra:?°
(i) 0 e M,

(ii) Aus (6.2) und (6.4) folgt:

A\B=AN(Z\B) e M.

(Algiv) Z=2Z\0e M.

(iii) Aus (6.2) und (6.4) folgt fur A, B € M:

AuB=2\((z\4)n(2\B))

29Nummerierung im wesentlich wie in der Definition von ,,Algebra®, d.h. wie in Definition 3.6.
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(4) Seien A; e Mfiirj €N, Y, = A1U---UA, e M, Y1 CYo C...,UpenAn = Upen Yo € M.

Also ist M eine o-Algebra. Da jede o-Algebra, die R enthélt, auch eine monotone Menge ist,
haben wir gezeigt, dass M die kleinste o-Algebra ist, die R enthélt. ]

Folgerung 6.8. A ® B die kleinste monotone Teilmenge von P(X xY), die von {Ax B| A €
A, B € B} erzeugte Algebra enthdlt.

6.2 Produkt-MaBe

Im folgenden Unterabschnitt seien (X, A, 1) und (Y, B, v) zwei o-endliche Mafirdume.

Lemma 6.9. Sei f: X XY — [0,00] eine messbare Funktion, wobei X XY die o-Algebra A® B
tragt und [0, 00| die Borel-Algebra tragt. (Kurz: f: X x Y — [0,00] ist eine messbare Funktion
(X XY, A® B) — [0,00].) Dann gilt

(i) Fir allex € X ist f(z, -):' Y — [0,00] mit y — f(x,y) ist eine messbare Funktion

(Y, B) — [0, o0].

(ii) Durch x — [, f(x, -) dv wird eine messbare Funktion (X, A) — [0,00] definiert.

Natiirlich gilt die analoge Aussage, wenn wir die Rolle von X und Y vertauschen.

Schreibweise dx fir dp, dy fir dv.

/Y fa,y) dy = /Y fo
| semde= [ stma

Beweis: Aus Bemerkung 6.4 folgt, dass f(z, - ) = f o, messbar ist, in anderen Worten wir haben
(i)
(1) Wir definieren M := {N € A® B | f := xy erfullt (ii)}.
Wir wollen zeigen, dass M = A ® B.

1. Fall: v(Y) <oo.Fir A€ A, B e Bgilt xaxs € M. Da das Integral linear ist, sind auch
dlsJunkte Vereinigungen von Produkten in M, das heifit M enthélt auch alle Mengen der
Form Ul JAi x B; mit A; € A, B; € B; in der Menge M ist also auch die Algebra,?® die
von S:={Ax B|Ac A, Bec B} erzeugt wird, als Teilmenge enthalten.

Wir zeigen nun, dass M monoton ist. Mit Folgerung 6.8 ergibt sich daraus M = A® B.

(a) Sei Ny C No C ... mit N; € M fiir allei € N, und N = |, .y V;. Dann ist (xn,)ien

€N

®k
30Man {iberlege sich: die von S erzeugte Algebra ist {UizlAi X B; | k € Ng, A; € A, B; € B}
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eine monoton wachsende Folge nicht-negativer Funktionen, messbar beziiglich A ® B.

X~ = lim xu,,
11— 00

Ve e X : XN(ma ) = hm XNi($7 )
1—00

Diese Limites sind punktweise und wir wissen bereits, dass all diese Funktionen messbar

sind.

/ xn(z, ) dv :/ lim x,(z, ) dv
Y Y

1—> 00

© lim | xw,(z, -) dy,
1—> 00 Y

wobei bei (%) der Satz 5.1 iiber monotone Konvergenz eingeht. Nun ist z — [, x, (2, -) dv

eine messbare Funktion (X, .A) — [0, oc], da N; € M. Punktweise Grenzwerte von Fol-

gen messbarer Funktionen sind wieder messbar (Proposition 2.7 (6)). Somit ist auch

z+— [ xn(z, -) dv eine messbare Funktion. Also N € M.

(b) Ist Ny D N2 D ..., Ny € M fiir i € N. Zeige nun N := [,y

analog wie in (a) mit ,monoton fallend“ statt ,monoton wachsend“ bis auf den Schritt

N, € M. Beweis nahezu

(*). Um () zu begriinden, bemerken wir zunéchst 0 < xn,(z, -) < 1, das heifit die
konstante Funktion 1 ist ein Majorante. Es gilt aufierdem [, 1 dv = v(Y) < co. Wir
konnen die Gleichheit bei (*) also mit dem Satz 5.6 von der majorisierten Konvergenz

begriinden. Somit ist auch 2 — [, xn(z, - ) messbar.

Also haben wir gezeigt, dass M monoton ist, falls v(Y") < co. Wie oben erklért, folgt daraus
M=A®B.

2. Fall: v(Y) = oco. Wahle Y1 C Yy C ..., so dass v(Y;) < oo und JY; = Y. Fiir jedes
N € A® B definieren wir

N;:=NN(X xY;) e A® B,

Aus dem 1. Fall folgt N; € M.
Vollig analog wie im 1. Fall Teil (a) zeigt man nun, dass N = (J,cy Vi € M. Also M = A®B.

(2) Durch Linearkombinationen sehen wir, dass (ii) auch fiir nicht-negative reelle Treppenfunk-

tionen gilt.

(3) Um Lemma 6.9 fir beliebig messbare Funktionen f: X x Y — [0, o0] zu zeigen, wihlen wir
zunéchst eine Folge von reellen Treppenfunktionen 0 < 1 < o < ... mit f = lim;_, ¢j,
die nach Proposition 2.9 existieren. Wir erhalten die Aussage aus (2) mit Hilfe des Satzes 5.1

iiber monotone Konvergenz. u

Satz 6.10 (Cavalieris Prinzip).

(1) Es gibt auf X XY genau ein Maff p@v: AQ B — [0,00], so dass fir alle Ae A, B e B
qgilt:
(4@ v)(A4 x B) = u(A) - v(B). (6.5)
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Man nennt p ® v das Produktmaf.
(2) Fiir jede Menge Q € A® B gilt

1en@2 [ ([ xema)ae® [ ([ xotw.s)az) ay

Beispiel 6.11.

Qx :={y€Y|(J;,y)EQ}
Qy={reX|(z,y) €}

V(Qm):LXQ(x» -)dl/=/y><cg(x,y) dy
M(Qy):/XXQ(‘7y) duz/XXQ(fmy) da

(non) Q) Y [{ (Qy) dy & /X V(Qa) da

Beweis von Cavalieris Prinzip: Wir definieren fiir @, wie oben in (i)

p: A® B — [0, 00]

QH/ (@) dl‘—//mey dy du.

p ist ein MafB, denn
(a) p(0) = 0.

(b) Sind Q; € AR B, i € N paarweise disjunkt, dann ist fur alle z € X und alle i € N die Menge
(Q1)z in B, und die Familie ((Q;)z),cy ist paarweise disjunkt. Es folgt dann zunéchst aus

der o-Additivitat von v .
(U@) = 3 m@u.) (6.6)

I
Mg
;5

wobei wir an der Stelle (%) Korollar 5.3 benutzt haben; die Reihenglieder z — v{ (Q;)

vz
sind nicht-negative messbare Funktionen, deswegen konvergiert sie punktweise im Raum der

[0, oo]-wertigen Funktionen und der Limes ist wieder messbar und nicht-negativ; auflerdem
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besagt das Korollar, dass Reihenbildung und Integral vertauschen.
Wir haben also gezeigt, dass p o-additiv ist.

Also ist p ein Mafl auf X x Y. Offensichtlich gilt fiir A € A, B € B,

p(Ax B) = /AZ/(B) dz =v(B) - v(A).

Also existiert ein Mafl wie in (1) gefordert.

FEindeutigkeit: Schreibe S:={AxB| A€ A BeB}.Seid: A@B=M(S,X xY) — [0,00] ein
MaB, das fiir alle A x B € S mit dem oben konstruierten p iibereinstimmt, d.h. es erfiillt (6.5)
mit 9 an Stelle von p ® v.

Man {iberlegt sich leicht, dass
® Kk
R:=<J (AixBy) | keN, Vi: Aie ANB; B
1=

der von S erzeugte Ring ist.3? Auf Grund der Additivitét von ¥ und p sehen wir, dass 9|r = p|r.
Die Eindeutigkeitsaussage im Satz 3.9 von Hahn impliziert dann p = 9.

Zu (2): (i) folgt direkt aus der Definition von p = p ® v.
(ii) folgt, indem wir die Rolle von X und Y vertauschen, zusammen mit der Eindeutigkeitsaussage
in (1). ]

Bemerkung 6.12. Sind (X, A, p),(Y,B,v),(Z,C, p) o-endliche Mafirdume.
(1)
XxYLyxXx,
(z,y) — (y,2)
ist messbar. Fiir alle Q € A® B, p®@v(Q) =v @ u(T(Q)).

(2) Auf X XY x Z:

AR (BRC)=(AB)C
pevep) =nev)ep.

(3) Fiir das Lebesgue-Borelsche Mafi A2 auf R™ gilt

B B B
)‘n ® >‘m = )‘m+n

M=\ a2\
—_——

n-mal

Fiir das Lebesguesche Maf} gelten analoge Aussagen, wenn wir noch zuséatzlich vervollstéan-

31Man iiberpriife die Axiome eines Ringes in Definition 3.6. Dieser Ring ist sogar eine Algebra, deswegen ist es
auch die von S erzeugte Algebra, siche Beweis des vorangehenden Lemmas.
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digen. Zum Beispiel ist A\, +,, die Vervollstindigung von \,, ® A, oder von \Z @ \Z.

Beispiel 6.13. Sei f: X — [0, 00] messbar. Dann ist Q7 := {(z,2) | 0 < z < f(z)} C X % [0, 00)

messbar. Denn:

(2,2) 5 f(z) —

X x [0,00) = RU {0}

messbar, H ' (Rso U {o0}) = Q5.
Es gilt:
o@Q) = [ M @) do= [ f@)de= [ fan
[0,f(=))

6.3 Der Satz von Fubini

Sei (X, A, u) ein Mairaum mit Vervollstindingung (X, A, 71). GemiB unseren bisherigen Definitio-
nen beinhaltet die Integrierbarkeit einer Funktion f : X — R auch deren Messbarkeit als Funktion
(X, A) = (R, Bg). Manche Lehrbiicher weichen hiervon leicht ab: sie fordern nur die Messbarkeit
als Funktion (X, A) — (R, Bg). Letzteres hat den Vorteil, dass dann manche Aussagen fiir ei-
ne groflere Klasse von Funktionen gelten. Der Unterschied zwischen den Integrierbarkeitsbegriffen
verschwindet natiirlich, wenn wir einen vollstdndigen Mafiraum (X, A, 1) haben. Allerdings ist hier
zu beachten: die Vollstandigkeit von (X, A, u) und (Y, B, v) impliziert oft nicht die Vollstdndigkeit
von (X xY, A B,u®v).

Damit unsere Version des Satzes von Fubini moglichst allgemein gilt und unsere Notation dennoch

mit dem vorigen kompatibel bleibt, machen wir folgende Definition.

Definition 6.14. Sei (X, A, ) ein Mafiraum mit Vervollstindingung (X, A, 1t). Eine Funktion
[+ X — R nennen wir L-integrierbar, wenn f als Funktion (X, A,z) — (R,Bg) messbar ist

und falls
/ |fI dfi < oo.
X

Dann ist fX fdp:= fX f diz wohldefiniert.

Es gilt somit:
f ist L-integrierbar
<= es gibt eine messbare Funktion f: X — R mit

f = f fast iiberall, und / |f] dp < oo
b's

<= es gibt eine messbare Funktion f: X — R mit
f = f fast iiberall, und f € Z1(X, A, p)

Ebenfalls dquivalent ist:

(i) es gibt eine messbare p-Nullmenge N, so dass die eingesch Funktion f=f x\N eine messbare
Funktion auf (X \ N, ANP(X \ N),u) — (R,Bg) ist, wobei wir vereinfachend p fiir die
Einschrankung von p auf ANP(X \ N) schreiben;
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(ii) und f € LHX \ N, Ax\n, ).

Fiir die obigen Funktionen f gilt jeweils | fde= [y f dp. Ist f im bisherigen Sinne Lebesgue-
integrierbar, so ist es auch L-integrierbar.

Satz 6.15 (Satz von Fubini). Seien (X, A, u) und (Y, B,v) o-endliche Mafiriume und f: X XY —

R sei L-integrierbar.

(i) Dann ist fir fast alley € Y die Funktion f(-,y) L-integrierbar, und fir fast alle x € X ist
die Funktion f(x, -) L-integrierbar.

(ii) Die fast iberall definierte Funktionen Y — R mit y — [y f(z,y) dz und X — R mit
x+— [y f(x,y) dy sind L-integrierbar.

/)(nyd(/i@V):/Y(/Xf(x,y)dx) dy:/}(/yf(x,y)dydx.

Bemerkung 6.16. Ist obiges f eine messbare Funktion (X x Y, A® B) — (R, Bg), so wissen wir
auf Grund von Bemerkung 6.4 bereits, dass f(z, ) = fot, : Y = Rund f(-,y) = for, : X =R

messbar sind. Der Satz von Fubini gilt also auch dann, wenn wir in der Voraussetzung und in (i)

(iii)

L-integrierbar durch Lebesgue-integrierbar im Sinne von Definition 4.9 ersetzen. Bei (ii) haben
wir auch Lebesgue-integrierbarkeit, wenn wir den Definitionsbereich messbar wéihlen, was moglich

ist.

Beweis von Satz 6.15: Es reicht die Aussagen zu zeigen, bei denen wir zuerst {iber Y und dann

iiber X integrieren. Die anderen zeigt man analog, indem wir die Rollen von X und Y vertauschen.

1. Fall: f messbar und f > 0. Wir definieren:

Qr ={(z,y,2) | fz,y) >2>0} C X xY x[0,00)

:/ Fdper) = (uov)@M)Q)) = (1o e A\))(Q))
XXY
Ca / (v ®M)((Qy),) dz
X
/Y S ) dr e (Q),)

mit
(Qf)z :{(y,Z) €EY xZ ‘ (ZII,y,Z) le}:Qf(L) CY x [0,00)

Also
/Xxyfd(“(@’/):/x/yf(w,y) dy da.

Da f Lebesgue-integrierbar ist

oo>/)(nyd(,tL@V):/X/Yf(x,y)dydx

:>/ f(z, ) dy < oo fiir fast alle z € X.
Y

f(x, -) ist also Lebesgue-integrierbar fiir fast alle z € X.
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2. Fall: Sei f: X xY — R L-integrierbar,

f+ = maX{faO}
f* = max{—f,O}
f=F =7

32

Aus der Integrierbarkeit erhalten wir
[ isdwen <.
XxXY

und mit dem 1. Fall sehen wir fiir eine messbare Funktion f die fast iiberall gleich f ist:

oo>/ 1 d(u®V)=/ fld(uew) =// Fle,y)| dv dp.
XxXY XxY YJX

Bestimme eine (messbare) Nullmenge N; C X, so dass fur alle z € X \ Ny gilt:
/ |f(x, )| dv < oc.
Y

Wir?® definieren die Nullmenge NV := {(x,y) € X x Y | f(z,y) # f(x,y)}. Mit dem Satz von
Cavalieri®* sehen wir, dass es eine Nullmenge Ny C X gibt, so dass fiir alle 2 € X \ Ny die Menge
Ny ={yeY | (z,y) € N} eine Nullmenge ist. Also haben wir fiir jedes x € X \ (N7 U Ns) die
Aussage f(x, -) = f(x, -) v-fast iiberall, und somit ist f(x, -) L-integrierbar.

Definiere N/ := N U (N; x Y) U (N3 x Y). Wir wenden den 1. Fall auf

. fi(z,y) fir (z,y) €e X x Y\ N/
f"l‘(xay) = .
0 fir (z,y) € N

Zusammen genommen erhélt man also:

_ ) f-(zyy) i (v,y) € X XY \N
0 fiir (z,y) € N

anwenden. Wir erhalten

/xxyfd(“®”):/X/Yf(iv7y)dydx.

32Wir wissen nicht |f|, ob messbar, aber ist is fast {iberall gleich zu einer messbaren Funktion.

33Das folgende Argument wird evtl. spiter noch vereinfacht.

340der alternativ, in dem wir eine dhnliche Argumentation auf y s an Stelle von f anwenden. Wir erhalten dann
Jx kn (@, )l =0 fiir 2 € X\ No.
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7 Die Transformationsformel und Anwendungen

Wir versehen im folgenden R™ und offene Teilmengen U von R™ immer mit dem Lebesgue-Mafl
und der Lebesgue-Algebra Lgn bzw. Ly. Funktion sind L-integrierbar, genau dann, wenn sie

Lebesgue-integrierbar sind. Wir sagen hierzu nun einfach integrierbar.

7.1 Die Transformationsformel
7.1.1 Motivation und Formulierung der Formel

Quellenangabe: ab jetzt gehen wir nicht mehr wie in [15] vor. Das zentrale Lemma 7.4 im Beweis der
Transformationsformel ist inspiriert von [3], aber ausfiihrlicher und an unsere Vorkenntnisse angepasst. Der
Schritt von Lemma 7.4 zum Beweis der Transformationsformel erscheint mir hier effizienter durchgefiihrt

als in der Standardliteratur.
Erinnerung: Substitution in R.
Sei : [a,b] = ¢([a,b]) C R Cl-differenzierbar, f stetig. Dann gilt
b , »(b)
[Gepm-dwa= [ e
a @

(a)
PlaZe® / (fou) ¢ dh = / JdAs,

[a,] [o(a) o (B)]
“’("g“’)/ (fop) o d/\lz—/ £
[a,b] [p(b),¢(a)]

Ist ¢ : [a,b] — [¢,d] ein Diffeomorphismus, oder allgemeiner gilt fiir alle ¢ € [a,b] entweder
©'(t) > 0 oder ¢'(t) <0, dann bekommen wir

/(fosomo'\cul:/ f dAs.
[a,b] »([a,b])

Merkregel:
z = o(t)
dz = '(t) dt
dx ,
— = t).
il

Die mehrdimensionale Version hiervon ist die Transformationsformel.

Satz 7.1 (Transformationsformel). Seien U,V C R™ offen, seip: U — V ein C-Diffeomorphismus.

(1) Fir messbare Funktionen f:V — [0,00] gilt

[ san= [ o) 1desolar, (7.1)
\% U
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In anderen Worten:
[ 1@ dy= [ (Fop)@)|det o) da. (7.2)
1% U

(2) Eine Funktion f:V — R ist genau dann integrierbar, wenn (f o ¢) - |det Jo|: U — R
integrierbar ist. In diesem Fall gilt ebenfalls (7.1) bzw. (7.2).

9p1 de1
Oz e Oy,
Notation: Jo = ¢’ = Jacobi-Matrix von ¢
Opn O¢n
oz e oz,
Merkregel:
y = o()

dy d(y1, .-, Yn)
—= = PR et Jop.
dz d(z1,...,z,) S

Ist A eine messbare Menge im R" ist, so ergibt Satz 7.1 fiir f = x4 als Spezialfall:

Satz 7.2 (Maftransformation). Seien U,V C R™ offen, sei p: U — V ein C*-Diffeomorphismus.

Fiir jede messbare Menge A C U gilt*”

An(ip(A)) = /A [ det J| dA.

Spezialfall:

©: R" — R" affine Transformation, ¢(z) = Mz + y mit M € R™*™ invertierbar.
An(p(A)) = | det(M)] - An(A).

Dies ist im wesentlichen die bereits bewiesene Aussage von Satz 3.21.

7.1.2 Der in der Vorlesung prasentierte Beweis
Wir stellen nun den in der Vorlesung présentierten Beweis dar. Wie in der Vorlesung erklart, folgt
hieraus die Transformationsformel unter der zusaitzlichen Annahme ¢ € C2.

Beweis von Satz 7.2 = Satz 7.1 ¢ € C?: Wir zeigen: gilt Satz 7.2, dann folgt hieraus Satz 7.1

mit der zusétzlichen Annahme ¢ € C2.

Unter den Voraussetzungen von Satz 7.1 (1) definieren wir g := (f o ¢) - |det Jo| : U — [0, ).
Der Satz 6.10 von Cavalieri bzw. Beispiel 6.13 impliziert3%

/ = Air (@),
1%

35Dies bedeutet: fiir alle A € Ly gilt

36Streng genommen haben wir in Beispiel 6.13 in der Vorlesung wurden zunéchst nur Funktionswerte in [0, co)
zugelassen. Wir haben dies nachtriglich angepasst! Auflerdem ist es praktischer (0, oo] statt [0, co) als Werte zu
betrachten, was ebenfalls keinen wesentlichen Unterschied macht.
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/ gdh, = >‘n+1(Qg)»
U
wobei Q7 = {(z,y) € V x (0,00) | f(z) > y} und Qg = {(z,y) € U x (0,00) | g(z) > y}.

Nun definiert (z,y) — ®(x,y) = (¢(x),y/| det Jo|) eine biljektive Abbildung ® : Q4 — Q. Ist
p e Clsoist ® € O Es gilt

|det J®| =

J 0
det [ 77 — |det Jy|/| det Jo| = 1,
x 1/ det Jy|

wobei # einen fiir die Diskussion nicht weiter relevanten Zeilen-Vektor in R**™ bezeichnet. Wenn
wir nun Satz 7.2 auf n + 1 statt n, Qg4 statt U, Q¢ statt V' und ® statt ¢ anwenden, so erhalten
wir

)‘n+1(Qf) = / LdApt1 = >‘n+1(Qg)'

Qg

Dies impliziert Satz 7.1 (1).

Gilt Satz 7.1 (1) so folgt hieraus Satz 7.1 (2) mit der zusiitzlichen Voraussetzung ¢ € C? wie folgt.
Zu einer messbaren Funktion f : V — R definieren wir g := (f o) -|det Jo| : U — R € C'. Nach

(1) gilt
/|f|dxn:/ 9] dA,
\% U

und daraus folgt, dass f genau dann integrierbar ist, wenn g integrierbar ist. Indem wir Satz 7.1

(1) mit der Zusatz-Voraussetzung auf g1 = (ft o ¢) - | det Jo| anwenden, erhalten wir (2). ]

Bemerkung 7.3. Wir haben sogar bewiesen, dass jede Aussage die nachfolgende impliziert:
(a) Satz 7.1 fiir nicht-negative messbare numerische Funktionen, d.h. Satz 7.1 (1).
(b) Satz 7.1 beide Aussagen
(c) Satz 7.2

(d) Sind U und V offen in R?, n € N und ist ¢ : U — V ein C!-Diffeomorphismen mit
| det Jo| = 1, dann gilt fiir alle messbaren A C U:

(e) Satz 7.1 fiir nicht-negative messbare numerische Funktionen und fiir ¢ € C2, d.h. Satz 7.1
(1) fiir p € C?.

(f) Satz 7.1 beide Aussagen, aber mit ¢ € C?

Lemma 7.4. Seien U,V,p wie oben. Dann gilt fiir achsenparallele beschrinkte Quader QQ mit
rationalen Eckpunkten und mit Q C U:

An(0(Q)) < An(Q)-
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Beweis: Auf R™ wéihlen wir im folgenden die Norm || - ||oo. Auf R™*™ wihlen wir die Norm

’|(aij)i7je{17m’n}|| ::n~max{|a¢j| i,j € {1,,71}} V(aij)me{l,m’n} € R™*™,

Dann haben wir
|AZ]| o < |All - |7]|co  Vz € R"VA € R™™.

Da die Seitenflichen eines Quaders Nullmengen sind, kénnen wir ohne Beschréinkung der Allge-

meinheit annehmen, dass
Q = [a17b1] X [a27b2} X X [a'n7bn]7

wobei a;, b; € %Z mit a; < b;, k € N. Zu einem gegebenen und zunéchst fixierten € > 0 definieren

<g}.

Da ¢ stetig differenzierbar ist, ist dies ist eine offene Umgebung von zg in @, d.h. (Uy,) zocq 18t

wir fiir jedes zg € Q:

Uy, = {:ze@ ‘ H(ﬂp(xo))_l(ﬂp(@) 1,

eine offene Uberdeckung von Q. Auf Grund von Analysis II, Kapitel 8, Proposition 6.17 gibt es zu
dieser Uberdeckung eine Lebesguesche Zahl, d.h. ein § > 0, so dass es fiir jedes € Q ein 29 € Q
gibt mit
BQ’H'Hw(x) cu
s @+

Wihle jeweils solch ein zy und definiere M, := Jp(xo). Man beachte, dass B?’H e (x) ein Wiirfel

mit Zentrum x von Seitenlédnge 20 ist.

Wir wihlen ein ¢ € kN mit 1/(2¢) < 6. Dann ist @ die Vereinigung von endlich vielen abgeschlos-

senen Wiirfeln der Form

@w = Bl/(ZZ)(x)7 T = (Cl +21/2)7acn+€(1/2)>7 CiEZ'

Sei I die Menge®” aller dieser Wiirfelzentren . Da die zugehorigen offenen Wiirfel (B /(2¢)())
paarweise disjunkt sind, haben wir A, (Q) = >, ; )\n(@w)

xel

Fiir jedes x € I und 7 € Q\z gilt

<e.

()™ (ret@) - 3,

-1
Fiir festes x € I definieren wir den C'-Diffeomorphismus ¢ : U — (U) = (MI) (V —o(x)),

—1
Y(T) = (Mx) (o(Z) — p(x)). Auf Grund der affin-linearen MafBtransformationsformel, d.h.
Satz 3.21, gilt®8

~

M(e@2)) = laet)] A (M) (0(Q) = ple) ) = et (R A0

37Diese Menge ist also endlich, genauer #M = (b1 —a1) - (bn —an) - €™
—1 —1
38Notation: (Mz) (V - go(:p)) = {(Mz) (y—p(x) |lyeV}
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Fiir jedes z € I und Z € Q, gilt JU(&) = (M)~ " Jp(Z) und somit
[J9(2) — 1|l <e.
Es gilt ¢(Q\l) C B(1+e)/(20) (0), denn fur & € Q, gilt

[P(@)e = [9(@) = ¥(2) = 0]l
—~—

O %¢(tfc+ (1-t)z) dtH

1 o0
< /||<Jw<tf+<1—t>x>—nn+nn>-<fc—x>uoo at
0
1
< / 1T(t + (1 — t)z) — 1] - & — 2|, + |F —2ll, | dt
0

<e
< A+l -2, -

Hieraus folgt

M(0@:)) < (Brvorao) = (F25) = @+ 9"0@2)

Durch Kombination der bewiesenen Ungleichungen erhalten wir

-~

xzel

A(Z(l—ke)"-xgz) dX,

xzel

= (1+9" (@)

Die Konstruktion von I und QA)T héngt von dem gewihlten ¢ ab und dies wiederum von € ab.
Im Limes € — 0 folgt dann das Lemma.>’ =

Jede offene Teilmenge W von U ist die abzdhlbare disjunkte Vereinigung von Quadern, die die

Voraussetzungen des Lemmas erfiillen. Deswegen folgt:

Korollar 7.5. Seien U,V, ¢ wie oben, |det Jp| = 1. Fir alle W @ U gilt:

An((W)) < Xp(W). u

1

Da auch ¢! : V — U ein C'-Diffeomorphismus ist, so gilt wegen

|det J(o™ M) (y)| = 1

e (76 )|

39Man beachte: im Beweis haben wir — um die Formulierungen einfacher zu halten — die bereits bekannte Tatsache

benutzt, dass die Seitenhyperflichen der Wiirfel @z (also z.B, die Menge {c1/€} X [c2/€,(c2 +1)/€] X -+ X
en/t, (cn + 1)/£]) Nullmengen sind. Wir haben nicht die bisher noch unbewiesene Aussage verwendet, dass

Seitenhyperflichen der tp(@z) Nullmengen sind. Letzteres folgt als Korollar aus der Transformationsformel,
siehe kurz danach.
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auch A\, (¢~ ((W))) < A\ (o(W)). Also haben wir:

Korollar 7.6. Seien U,V, ¢ wie oben und es gelte |det Jo| = 1. Fiir alle W c U gilt:

Beweis von Satzen 7.1 und 7.2: Der Beweis ist nach all den Vorarbeiten nun fast offensichtlich.

Wir weisen (d) in Bemerkung 7.3 nach.

Die von den offenen Mengen erzeugte o-Algebra ist die Borel-Algebra. Man priift leicht, dass
O AB - W = M\B(p(W)) ein MaB auf By definiert, das auf den offenen Teilmengen von U mit

AP {ibereinstimmt. Nach dem Satz 3.9 von Hahn gilt also o*A\Z = \B.

Deswegen bilden ¢ und ¢! Nullmengen auf Nullmengen ab, also Lebesgue-messbare Mengen auf

Lebesgue-messbare Mengen. Wir bekommen hieraus (d) in Bemerkung 7.3. ]

7.1.3 Ein anderer Beweis, der die Satze 7.1 und 7.2 in voller Aligemeinheit ergibt

Dieser Abschnitt ist nicht Teil der Vorlesung und in Methoden und Resultaten sehr

dhnlich zu dem vorangehenden Abschnitt, der Teil der Vorlesung ist.*°

Lemma 7.7. Seien U,V @ R" und ¢ : U — V ein C'-Diffeomorphismus. Dann gilt fiir achsen-
parallele beschrinkte Quader Q mit rationalen Eckpunkten und mit Q C U:

Mn(0(Q)) < /Q |det Jio| A,

Beweis: Auf R" wéhlen wir im folgenden die Norm || - ||oo. Auf R™*™ wihlen wir die Norm

’|(aij)i7j€{17“_,n}|| = n - max {|aij| ‘ 1,] € {1, . ,n}} V(aij)me{lywn} e R™",

Dann haben wir
|AZ]|co < |All - |7]|co  Vz € R"VA € R™".

Da die Seitenflichen eines Quaders Nullmengen sind, kénnen wir ohne Beschrankung der Allge-
meinheit annehmen, dass
Q= [alvbl] X [a27b2] X X [arubn]a

wobei a;, b; € %Z mit a; < b;, k € N. Zu einem gegebenen und zunéchst fixierten € > 0 definieren

<g}_

Da ¢ stetig differenzierbar ist, ist dies ist eine offene Umgebung von zg in @, d.h. (Z/lgﬁo)mO cq ist

wir fir jedes zg € Q:

Uy, = {x €Q ‘ H (7e@0)) (Jo@) - 1,

eine offene Uberdeckung von Q. Auf Grund von Analysis I, Kapitel 8, Proposition 6.17 gibt es zu

40Kleine Details miissen noch poliert werden, noch keine endgiiltige Version!
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dieser Uberdeckung eine Lebesguesche Zahl, d.h. ein § > 0, so dass es fiir jedes z € Q ein z¢ € Q
gibt mit
BQ,H-HOO(JC) cu
4 o

Wihle jeweils solch ein z¢ und definiere M, := Jp(xo). Man beachte, dass B?’H e (x) ein Wiirfel

mit Zentrum z von Seitenldnge 24 ist.

Wir wéhlen ein ¢ € kN mit 1/(2¢) < §. Dann ist @ die Vereinigung von endlich vielen abgeschlos-

senen Wirfeln der Form

@z ::Bl/(gg)(l‘), T = (Cl +é1/2)7,cn+£(1/2)>3 ¢ € Z.

Sei I die Menge?*! aller dieser Wiirfelzentren x. Da die zugehorigen offenen Wiirfel (Bl /(20) (x))
paarweise disjunkt sind, haben wir A\, (Q) = >__; An(Qa).

xel

Fir jedes ¢ € I und ¥ € Q\x gilt

<E.

H (3)” (76®) - 1,

-1
Fiir festes x € I definieren wir den C'-Diffeomorphismus ¢ : U — ¢(U) = (MZ> (V —¢(2)),
-1
(@) = (Mz) (p(Z) — ¢o(x)). Auf Grund der affin-linearen MaBtransformationsformel, d.h.

Satz 3.21, gilt*?

Mn((Qa)) = [ det(M,)] - Ay ((Mx)l(@(@ac) = w(@)) = [det(M,)] - A (1(Qw))-
Fiir jedes z € I und & € Q, gilt Ji(z) = (M,) " Jo(&) und somit
[7%(2) — L]l <e.
Es gilt ¥(Q.) C B((140)/(20)(0), denn fiir & € Q, gilt

[V(@)le = [¥(&) —(z) = 0]l
—~—

0 %w(m (1-t)z) dtH

1 o0
< [ IeE -0 - 1,4 1) @ - o) d
0
1
g/ 1Tp(tE + (1 — t)z) — 1 - & — 2l + ||F — 2|, | dt
0 <€
< (1+oE—zl.,.

Hieraus folgt

M(@2)) < (Biarorao) = (F55) = 4+ 0"0@2)

41Djese Menge ist also endlich, genauer #M = (b1 —a1) - (bn —an) - €™
—1 —1
42Notation: (Mz) (V - go(:p)) = {(Mz) (y—p(x) |lyeV}
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Durch Kombination der bewiesenen Ungleichungen erhalten wir

M(p(@) < Y |det(My)]- (14 €)™ - An(Qa)

xzel

(1+6)n./Q (Zdet(Mw)b(aI) .

xzel

Die Konstruktion von I und @m héngt von dem gewéhlten ¢ ab. Im Grenzwert ¢ konvergiert der
Integrand fast iiberall gegen x — | det Jp(z)|. Mit dem Satz iiber majorisierte Konvergenz sieht

man leicht, dass die rechte Seite im Limes ¢ — oo gegen
(1+ e)”/ | det Jo| dA,
Q

konvergiert.

Im Limes € — 0 folgt dann das Lemma.*? =

Lemma 7.8. Seien U,V G R™ und ¢ : U — V ein C'-Diffeomorphismus. Fiir alle W GV gilt

(W) < / | det Jeo| .
p=H(W)

Beweis: Da W offen in V ist, ist ¢! (W) offen in U. Jede offene Teilmenge U ist die abziihlbare

disjunkte Vereinigung von Quadern, die die Voraussetzungen des vorigen Lemmas 7.7 erfiillen. Die

zu beweisende Aussage folgt dann durch Summation. [

Proposition 7.9. Sei (X, A, u) ein Mafraum und f,g: X — [0, 00] messbare Funktionen. Dann
/fgdu=/ / g dp dy.
X (0,00) J £=1 ((y,001])

Qs = {(z,y) € X x (0,00) | f(z) > y}.

Aus der offensichtlichen Identitat

gilt:

Beweis: Wir definieren

erhalten wir

/ng = /X (/(0700) Xa, (2,9)9(2) dy) dz

(*)
= / Xq, (x,y)g(x) d(z,y)
X x(0,00)

43Man beachte: im Beweis haben wir — um die Formulierungen einfacher zu halten — die bereits bekannte Tatsache
benutzt, dass die Seitenhyperflichen der Wiirfel Q. (also z.B, die Menge {c1/£} X [c2/€, (c2 +1)/€] X --- X
en/t, (cn + 1)/£]) Nullmengen sind. Wir haben nicht die bisher noch unbewiesene Aussage verwendet, dass

Seitenhyperflichen der @(@\z) Nullmengen sind. Letzteres folgt als Korollar aus der Transformationsformel,
siehe kurz danach.
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*)
= / / g du dy,
(0,00) J £=1((y,00])

wobei wir an den Stellen (x) die offensichtliche Modifikation des Satzes von Fubini fiir nicht-

negative Funktionen (d.h. den 1. Fall im Beweis von Satz 6.15) nutzen. [

Lemma 7.10. Seien U,V @ R"™ und ¢ : U — V ein C'-Diffeomorphismus. Fiir nicht-negative
stetige Funktionen f:V — [0,00] gilt

[ sz [ (o) detelan.
174 U

Beweis:

fdy, @ /OOO)\n(fl((y,oo]))dy

ber T8 /OO / | det Jo| dA, | d
= et Jp n Y
o (o)
/ (/ | det Jo| d)\n> dy
0 (fw)*l((y»w])

= /(foga)\dethp|d)\n,
U

—
N

wobei wir Proposition 7.9 an der Stelle (4) fiir ¢ := 1, X := V und an der Stelle (x) fiir
g:=|detJy|, X :=U, fop statt f genutzt haben. [

Korollar 7.11. Seien U,V @ R" und ¢ : U = V ein C'-Diffeomorphismus. Fiir nicht-negative
stetige Funktionen f:V — [0, 00] gilt

/Vfd)\nZ/ fop)-|det Jo| d\,.

(
U

Beweis: ,<“ ist bereits gezeigt. Um ,>* zu erhalten, wenden wir das vorangehende Korollar auf
Gi=@ 1:U:=V = V:=Uund f:= (foyp)-|det Jp| an. Wir haben

det J@(y) = det (Jgo(@(y))) = (det Jﬁp(@(ﬂ)))fl

und somit .
(Fog)-|detJg| = £+ (ldet Jo|03) - (det Jol0 @) = f.

Wir erhalten ,, > [ |

Beweis von Satzen 7.1 und 7.2: Der Beweis ist nach all den Vorarbeiten nun nicht mehr

aufwindig.
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Die von den offenen Mengen erzeugte o-Algebra ist die Borel-Algebra. Man priift leicht, dass

OB W %/ |det Jop| AN
e (W)

ein Maf3 auf By definiert.

Ist W eine offene Teilmenge von V, so gilt @, AB(W) = AB(W): Um dies zu zeigen, wenden wir
vorangehende Korollar auf U := o~ Y(W), V := W, f:=1 und @ := ¢|g an.

Nach der Eindeutigkeitsaussage im Satz 3.9 von Hahn gilt also p. A2 = AZ. In anderen Worten:
Lemma 7.8 gilt mit ,=* statt ,<“ und fiir alle W € Ly. Mit W := ¢(A) sieht man wiederum,

dass dies genau die Aussage von Satz 7.2 ist.

Man kann nun den Beweis von Lemma 7.10 nahezu wortlich iibernehmen, die Stetigkeit von f
durch die Messbarkeit ersetzen und wir bekommen dann iiberall in diesem Beweis ,,=* statt ,,<*

Somit ist dann die Transformationsformel Satz 7.1 gezeigt. ]

7.1.4 Mehr zu Nullmengen

Korollar 7.12. Sei N eine Nullmenge, U C R" offen mit N C U und f: U — R™ C', so dass
det J f nirgends verschwindet, dann ist f(N) ebenfalls eine Nullmenge.

Denn: solche Abbildungen sind lokal ein C'-Diffeomorphismus. [ |

Bemerkung 7.13.

(1) Es gilt sogar die folgende etwas stirkere Aussage: Ist A/ eine Nullmenge in R™ und ist
f: N — R" eine (lokal) Lipschitz-stetige Abbildung, dann ist auch f(N') eine Nullmenge.
Der Beweis ohne ,lokal“ ist in [15, IV, § 3, (3.2) Satz] zu finden, die Verallgemeinerung auf
slokal Lipschitz-stetig® dann offensichtlich. Siehe hierzu auch Anhang B.2.

(2) Man kann hier ,Lipschitz-stetig® nicht durch ,stetig® ersetzen, denn es gibt eine surjektive
stetige Abbildung ¢ : [0,1] — [0,1]™ und wenn wir diese Abbildung nach der Projektion
[0,1]™ — [0, 1] auf die erste Komponente ausfiihren, so erhalten wir fiir n > 1 eine Abbildung
[0,1]™ — [0,1]™, die die Nullmenge [0,1] x {0} auf die Menge [0, 1]™ mit Mafl 1 abbildet.

Beispiel 7.14. (Anwendungen der Transformationsformel und des obigen Korollars)

(1) Ist U C R* offen, f: U — R"* eine C! Abbildung, n > k. Dann ist auch Graph(f) =
{(z, f(x)) € R® | z € U} eine Nullmenge. Definiere ' : U x R** — R*¥ x R*=* F(z,y) :=
(z, f(z)) € R", F € C* und det JF # 0. Somit ist Graph(f) = F(U x {0}) eine Nullmenge,
denn U x {0} ist eine Nullmenge in R™.

(2) Ist M C R™ eine Untermannigfaltigkeit der Dimension k < n mit Regularitit C*, ¢ > 1, dann
ist M lokal ein Graph einer C*-Funktion f: U — R"™% U offen in R*¥ (nach Permutation

der Koordinaten). Also ist auch M eine Nullmenge.

Den ersten Teil des Beispiel kann man iibrigens leicht verallgemeinern:
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Lemma 7.15. Sei U C R¥ Lebesque-messbar, und ist f : (U, L) — (R™, Brm) messbar, m > 1.
Dann ist graph(f) C R¥™ eine Nullmenge.

Beweis: O.B.d. A. sei U = RF, sonst setze f durch 0 auf R* fort. Man {iberlegt sich leicht, dass
(2,9) € RFxR™ +— f(2)—y messbar im Sinne von Abbildungen F : (R**™ Lriim) — (R™, Bgm)
ist. Somit ist graph(f) = F~*({0}) € Lgk+m. Der Satz 6.10 von Cavalieri besagt, dass

At (graph(f)) = / Anl{f@))) dz=0.

=0 |

7.2 Integration in krummlinigen Koordinaten
7.2.1 Polarkoordinaten der Ebene

P:[0,00) x [0,27] — R? = C mit (r,p) — re’? = (z,y)T.
P.= P|(0,00)% (0,27 ist ein C'-Diffeomorphismus auf sein Bild.

[0,00) x [0, 27] \ (0, 00) x (0, 2m) = [0,00) x {0, 2}
Nullmenge in R?.
R? \ Bild(P) = R x {0} C R?
Nullmenge in R?.
Sei f: R2 - R
(1) integrierbar oder

(2) f >0, numerisch und messbar.

Dann

[raa=[  ra
R2 Bild(P)

_/(0 0 (f o P)|det JP| d\y (Trafo)
,00) % (0,27

)
:/ODO/OQW(foP)(r7Lp)-ngodr

cosp —rsing

JP(mp)=< ) = detJP =1

sing rcosgp

Beispiel 7.16 (Integration der Gaufischen Glockenfunktion). Sei o > 0. Die Funktion

2

fTR=R, f(z)=e "

ist in der Stochastik und in der Fehlerrechnung so wichtig, dass sie sogar auf dem letzten 10-DM-

Schein abgedruckt wurde, siche Abbildung 7.1. Man nennt sie die Gaufische Glockenkurve.
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GN4480100S8
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Deutsche Bundesbank

(oelite \AM [
Frankfurt am Main jooo0d
1Seplember 099

Abbildung 7.1: Die Gauflsche Glockenkurve wurde sogar auf den letzten 10-DM-Schein gedruckt.
Quelle der Bilder Wikipedia und Didaktik der Mathematik an der Univ. Wiirzburg

Da f stetig und nicht-negativ ist, gilt:

/ fd\ <0 <= f Lebesgue-integrierbar
R

<= f uneigentlich Riemann-integrierbar

Wir rechnen mit dem Satz von Fubini und dann in Polarkoordinaten

(e = (forma) (o)

[ ) gy
R2

Traf o) 27 N
aro _
= e " rdedr
o Jo
Sub > 1
ups. —
=" 27 e *— ds
0 20é
T
«o

Hierbei haben wir s = ar? substituiert. Wir argumentieren in obiger Gleichungskette wie folgt von
unten nach oben: Das Integral der zweitletzten Zeile konvergiert im uneigentlichen Riemannschen
Sinne**. Wir kénnen also substituieren und erhalten die drittletzte Zeile unter Verwendung von
f027r1 dyp = 27. Hierbei ist das Integral von 0 bis co zunéchst im uneigentlichen Riemannschen
Sinn zu verstehen, aber da der Integrand nicht-negativ ist, folgt dann aus dem Satz iiber monotone
Konvergenz, dass es auch im Lebesgueschen Sinn in existiert und gleich 7/« ist. Wir wenden in der

Umformung von der zweiten zur dritten Zeile die Transformationsformel im Sinne von Satz 7.1 (1)

44Da der Integrand nicht-negativ ist, folgt dann aus dem Satz iiber monotone Konvergenz, dass es auch im Lebes-
gueschen Sinn existiert, aber dies ist fiir unsere Argumentation nicht wichtig.
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an, was erlaubt ist, da (z,y) — e~@+y?) stetig und somit messbar ist. Aufgrund des bereits
Bewiesenen folgt dann auch e=*(*+v") ¢ £1(R2, \,). Mit Hilfe des Satzes 6.15 von Fubini 4°

kommen wir beim Beginn der Gleichungskette an.

/RfdAl_\/Z.

Wir erhalten

7.2.2 Kugelkoordinaten

K: (r,0,9)T — r(sin? cos g, sin ¥ sin @, cos )~

Q :=[0,00] x [0,27] x [0, 7] — R3.
K ist ein C!-Diffeomorphismus von Qo) nach K (Qo)), R3\ K (602) Nullmenge, @ \ QO Nullmenge.
sindcosp —rsindsing rcosdcosy

JK = | sindsingp rsindcose rcosdsinp

cos ¥ 0 —rsind

Es gilt also det JK = —r2sind. f: R? — R integrierbar und es gilt:

oo 2w T
flx,y,2) dzdydz:/ / / (f o K)(r,,9) - r*sin® dv dy dr.
R3 o Jo Jo

Beispiel 7.17 (Volumen des Einheitsballs in R?).

3 1 27 ™
Ag(BIF (0)) - /O/O /()1.r2sinz9d19d<pdr

1 27 ™
= /T2dr/ 1d<p/ sin ¢ dv
=3 =27 =
_an
-3

7.2.3 Zylinderkoordinaten

Z:R x[0,00) x [0,27] — R3

(x,r,0) — (x,rcosp,rsinp)

ist C' im Inneren des Definitionsbereichs.

1 0 0
det JZ =det |0 cosp —rsing | =r

0 sinp rcosyp

45 Alternativ kénnte man auch die offensichtliche Modifikation des Satzes von Fubini fiir nicht-negative Funktionen
(d.h. der 1. Fall im Beweis von Satz 6.15 von Fubini hier nutzen.
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Solche Koordinaten nennt man Zylinderkoordinaten.

Beispiel 7.18 (Volumina von Rotationskérpern um die z-Achse). Sei f: [a,b] — R>q eine mess-
bare Funktion,
My = {(z,y,2) € R? ‘ z e [a,b], y? + 2% < f@)?},

Das Volumen von My ist

/\3(Mf) :/ XMf d)\g
R3

1, fallsr < f(z) und z € [a,b]

XM, 0 Z(z,7,0) =
0, sonst

Nach Trafo-Formel gilt:

vol(My) = As(My)

_ / xor, A
3

R
b poo 27

= / / (Xat; © Z) (2,7, ) - |det JZ(z,7, )| dp dr da
a JO 0 N—— —

b rf(x)
:27r// rdr dx

a 0

b1

~2r [ S0P da
= 7r/ab f(z)? da.

Beispiel 7.19. Sei nun f: [0,b] — R streng monoton wachsend, b < oo, f(0) = 0, Ay =
{(2,y,2) eR®| f(V2® +2%) <y < f(b)}.

Ziel: A\3(Ay) =7.

Erster denkbarer Losungsweg:*® Bestimme die Umkehrfunktion. Gehe dann wie in Beispiel 7.18

vor. Probleme:
e Explizite Bestimmung der Umkehrfunktion oft nicht moglich.
e 7Zu umstandlich.
FEinfacherer Lisungsweg:
Z: (r,¢,y) — (rcosp,y,rsiny)
det 2/ = —r

1, falls f(r) <y < f(b)

XAy OZ(T7SDay) =
0, sonst.

4630 hat man das bei mir im Gymnasium geiibt. Das war ein gingiger Abitur-Aufgaben-Typ in Baden-
Wiirttemberg.
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A3(Ay) = /11@3 XA, dAs
b p2n f(b)
:/0/0 /f(r)rdydgodr
b
=2n [ = e ar

b
= f(b) - b? —27r/0 rf(r)dr.

8 Parameterabhangige Integrale

8.1 Ableitung parameterabhdngiger Integrale

Sei (X, M, u) ein Mafiraum, I C R ein offenes Intervall.

Satz 8.1. Die Funktion f: 1 x X — R mit (t,z) — f(t,x) erfiille
(1) f(t,-) € LY (u) firalletel.

(2) fiir fast alle x € X st f(-,x) differenzierbar und es gibt ein g € L*(u), so dass fiir fast
alle v € X gilt fur alle t € I gilt

()| < g(a).
Dann ist F: I = R, F(t) := [y f(t, -)dp differenzierbar und
0
Fiy= [ (£t -))dpu
0= [ (Gf)) du
Beweis: Seien t,tg € I, t # tg,

F(t)_F(t)_ f(t")_f(tv')
t—to : _/X t—too dp-

Auf Grund des ersten Mittelwertsatzes, Analysis I, Kapitel 5, Satz 3.2, existiert ein fiir jedes € X
eine &, € (t,tp) oder &, € (to,t) mit

f(t,2) — f(to,x) _ Of

— 5y (Gar @)-
Also
f(t,x) = f(to,x)| _|0f
t—to ‘_ ‘E(’Ew’x)‘
< g(z).

Der Satz 5.6 iiber dominierte Konvergenz liefert fiir jede Folge (¢;)ren in I mit tg — to, tx # to,

lim M Def. lim / It ) = flto, ) dp
k—o0 tr —to k—oo [ tr —to
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dom._KonV. / lim f(tk7 ) - f(t()a ) dM
X

k—o0 tr — to

Def. 8/t ﬁ

Da dies fiir alle Folgen t, — t gilt, der Grenzwert nicht von der Folge abhidngt und da Folgens-
tetigkeit gleich Stetigkeit ist, gilt dann auch

. F(t)*F(to)f/Q
Jlim e Xatf(to, ) du .

Bemerkung 8.2.

(1) Dies verallgemeinert Lemma 1.2 in Anhang A.1.

(2) Aus Satz 8.1 folgt insbesondere, dass die Vertauschung von Ableitung und Integral im Beweis

von Kapitel I, Satz 1.18 moglich ist.

Bemerkung 8.3. Analoge Aussagen fiir Stetigkeit oder stetige Differenzierbarkeit zeigt man oft
durch dominiert Konvergenz. Gilt zum Beispiel in Satz 8.1 die zusétzliche Voraussetzung, dass
t — f(t,x) in fast allen x stetig differenzierbar ist, dann folgt aus majorisierter Konvergenz, dass
F:I—R, F(t):= [y f(t, -) du stetig differenzierbar ist.*”

8.2 Die Faltung

Als Beispiel eines parameterabhéngigen Integrals betrachten wir die Faltung.

Definition 8.4. Sei g: R® — R stetig und beschrinkt. Sei h € £LY(\,). Wir definieren die
Faltung von g und h als

(o)) = [ gla =) hly)
Das Integral iiber y € R™ ist beziiglich des Mafles A\, zu nehmen.

Proposition 8.5.

(1) Fir jedes x € R™ ist y — F,(y) := g(a — y)h(y) eine integrierbare Funktion. Somit ist
g * h: R™ = R wohldefiniert.

(2) gxh: R® = R ist stetig.

Beweis:

(1) Aus der Stetigkeit von g folgt die Messbarkeit von F,. Da g beschrankt ist, sagen wir |g| < Cf,
ist F,, von einer integrierbaren Funktion majorisiert, genauer |F,| < Ci|h| € £*(\,), was

Zu zeigen war.

(2) Es gelte #; — x. Dann ist (F},);en eine Funktionenfolge, die durch C1|h| € £*(\,,) majori-

i

siert ist und punktweise gegen F) geht. Aus dem Satz iiber majorsierte Konvergenz folgt,

2080 = [ gt — ) dy= [ Fs an,

47 Aufgabe: Beweisen Sie dies!
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S [ Boan - / gz — y)h(y) dy = (g h)(x).

Da dies fiir alle konvergenten Folgen gilt, ist g % h folgenstetig, also stetig. ™

Bemerkung 8.6. Auf Ubungsblatt 15 behandeln wir eine eng verwandte Definition der Faltung.
Wir definieren g * h fiir zwei integrierbare Funktionen g und h und erhalten eine integierbare

Funktion g * h. Wir haben dann fiir integrierbare g, h, k:
gxh=hxg (gxh)xk=gx(hxk).

Proposition 8.7. Sei wieder h € £1(\,). Sei nun g: R* — R stetig differenzierbar und be-

9g 9g

schrdankt. Ferner sei g’ = ooy 5 ) ebenfalls beschrankt. Dann ist g x h stetig differenzierbar
oxq ox,

und es gilt fir j € {1,...,n}

E)ij(g «h)(x) = /Rn ;jj(z —y) h(y) dy. (8.1)
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Beweis: Fixiere j € {1,...,n}firallek € {1,...,n}\{j} fixiere z; € R. Fiir den achsenparallelen
Weg

$(t) = ($17"'7xj—17taxj+17"'71‘71)

z: R — R"”
definieren wir

fRxR" >R
(t,y) — f(t,y) = Fou(y) = g(x(t) —y) - hy)

Wir wissen also bereits

ft, ) e L ).

Die partielle Ableitung von f nach ¢

(35) ()= () =) - i)

existiert fiir alle t € R und alle y € R™.

0 dg
_ < —_J
i/ )| < s [EG)] 1)
N————
=:Cy< 0

Also |%f(t, )| < Ca|h| € £*(An). Die Voraussetzungen von Satz 8.1 sind also erfiillt. Somit ist

t— (gxh)(z(t)) = f(t, ) da,
]Rn
differenzierbar, also g x h partiell differenzierbar, und wir erhalten (8.1). Proposition 8.5 ergibt

zusammen mit (8.1) die stetige Differenzierbarkeit von g * f. [

Korollar 8.8. Ist g: R™ — R glatt und sind alle Ableitungen beliebiger Ordnung beschrinkt, dann
ist g * h glatt und fir alle Multi-Indizes o« € (Ng)™ (siehe Analysis II, Kapitel 9, Notation 3.7)
und fir alle x € R™ gilt

lal (g 5 lad
Tt = (52 1)@

8.3 Ausblick: Wozu braucht man Faltungen?
8.3.1 Zur Losung wichtiger partieller Differentialgleichungen

n 2
A: C®(R") = C=(R"), fr— Y7, %
Potentialgleichung /Poisson-Gleichung

Af=u

Gegeben ist u, gesucht ist f.
Physikalisches Beispiel (Elektrostatik): u ist die elektrische Ladungsdichte, f das elektrische Feld.
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Spezialfall n > 3, u € C>(R")
CER™) :=={uec C®[R") | IR > 0: ul|gm\Br0) = 0}. Wir setzen

1
n(n = 2)ay [z’

G(z) == —

wobei oy, := A\, (B1(0)) das Volumen des Einheitsballs in R™ ist.
Ist K eine kompakte Menge, so ist Gy € ZLH(R™, \,).
Rechnung: auf R™ \ {0} gilt AG = 0, also AG = 0 fast tiberall.

Somit ist F' := G * u wohldefiniert.

Frage 8.9. Folgt mit Korollar 8.8 F € C* und AF =07

Jein! Wir haben zwar F' € C* (ohne Beweis hier!), aber Korollar 8.8 ist nicht anwendbar, denn
die Ableitungen von G sind unbeschrinkt. Man kann zeigen (Hilfsmittel der Analysis IV: Satz von
Gauf}), dass

AF = u,

d.h. F 1ost das Poisson-Problem.

8.3.2 Glattung

Wiederholung: LP-Ramue, Gleichung (4.1), 1 < p < cc.

PR N, = {f: R™ — R messbar | [fIP: R™ — R ist /\n—integrierbar} ,

([ du)l/p

f,9€ZLP(\), f~g<s flx) =g(x) fir alle z € R™. LP(R™, \,)) = ZLP(R", \,,)/ ~.
If1llp :== | fllp ist eine Norm auf LP(R™, A,,).
(LP(R™, Ap), || - |lze) ist ein Banachraum.

1/l

Man beachte: sind f, g : R™ — R stetig, so gilt
f =g fast iiberall <= f =g iberall .
Wir erhalten eine injektive Abbildung
CER™) = LP(R™, M), fr— [f].

Identifiziere C2°(R™) mit dem Bild in LP(R"™, \,).

Satz 8.10. C°(R"™) liegt dicht in (LP(R™, Ay), | - |lz») fiir alle p € [1,00).
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Beweisskizze: Definiere k,, : R®™ — R glatt,

S
eme  1=lmel? o falls ||z|| <

1
km(z) := m
" 0, falls ||z > L.

Wéhle ¢, so dass [p km dAn, = 1. Fiir [2] € LP(R™, X,) mit hlgn\ g, (0) = 0 gilt:

km x h € C°(R™), Korollar 8.8

kyp *h — hin LP?  fir m — oo.
Also liegt
V= {[h] € LP(R™, \) | hlee\Bggo) = 0}

im Abschluss von C2°(R™). Zu gegebenem h € LP(R™, \,,) definiere nun
h; == XBi(O)h eV

Es gilt |h; — h|? — 0 punktweise, und |h; — h| < |h|. Aus dem Satz iiber dominierte Konvergenz
folgt
|hi — R, = 0.

|
FEinen vollstdndigen Beweis findet man zum Beispiel im Abschnitt ,Lokale Approximation von
H"™P?-Funktionen® in [2, 2.12-2.14]. Allerdings wird dort eine deutlich allgemeinere Aussage be-

wiesen, zu deren Verstindnis zunéchst einige Definitionen nétig sind.

ENDE DER VORLESUNG
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A Erganzungen zu Analysis | und |I
In den Anhéngen ist N die Menge aller natiirlichen Zahlen (inklusive Null). N* = N\ {0}.

1 Vertauschung von Ableitung und Riemann-Integral

Lemma 1.1. Seien a,b,a, € R mit a < b und o < 8. Sein € N und f : [a,b] x (a, ) = R"
stetig. Dann ist t — I(s) := f(f f(t,s)dt stetig auf (o, 5) > s.

Beweis: Wir zeigen die Stetigkeit von I in sg € («, 8). Wéhle hierzu o > 0 mit (sg—20, so+20) C

(ar, B). Wegen der Kompaktheit von [a,b] X [sg — 0, s¢ + o] wissen wir, dass

: [a,b] X [sg — 0,80 + 0] = R"”
la,b]x[so—0,s0+0]

gleichméfig stetig ist.

Zu jedem e > 0 gibt es also ein § > 0, so dass — insbesondere! — fiir alle ¢t € [a,b] und alle
s € [so — 0,50 + 0] gilt

1f(t,s) = f(t,s0)[ < €. (1.1)
Es folgt
b
116) = Tsol = || [ (ft5) = f(t.s0) ds| < < (b-a).
a
Hieraus ergibt sich die gewiinschte Stetigkeit unmittelbar. ™

Lemma 1.2. Seien a,b,a, € R mit a < b und a < B. Sein € N. Sei f : [a,b] x (a, ) = R"
stetig, die partielle Ableitung %f(t, s) soll tberall existieren und

%f: [a,b] x (o, B) = R" (1.2)
soll stetig sein. Dann ist s — 1(s) := fab f(t,s)dt stetig differenzierbar auf (o, 8) > s und es gilt

zs(/abf(t,s)dt) :/abaas (t, s) dt.

1Die oben genannte gleichméBige Stetigkeit ist natiirlich etwas stirker, da man so auch durch eine andere geeignete
Zahl ersetzen kann und auch in ¢-Richtung verschiedene Werte zulassen kann. Dass es sich nicht um eine dquiva-
lente Formulierung handelt, sondern um eine potentiell schwéchere Form, wird durch das Wort ,insbesondere®
klargestellt.




A ERGANZUNGEN zZU ANALYSIS I uND II

Beweis: Wir zeigen zunichst die Differenzierbarkeit von I und obige Formel in sy € (a, ).
Wihle hierzu o > 0 mit (sg — 20,50 + 20) C («,5). Wegen (1.2) und der Kompaktheit von
[a,b] x [so — 0, 80 + o] wissen wir, dass

0

il 2 Ja,b] % [sg — 0,50 + 0] = R"
8Sf [a,b]x[so—0,50+0] [ } [ 0 0 ]

gleichméfig stetig ist.

Zu jedem e¢ > 0 gibt es also ein § > 0, so dass — insbesondere — fiir alle ¢ € [a,b] und alle
s € [so— 0,80 + ] gilt
<e. (1.3)

9 sy~ 2 fitso)

1o}
0s Js

Auf Grund des Mittelwertsatzes gibt es? zu jedem t € [a,b] und alle s € [sg — J, 8¢ + J] ein
Ves € [s0 — 9, S0 + 0] mit

F(t5) — F(t50) = (5 — 50) - F(t,90)

0Os
Wegen (1.3) folgt dann fiir s € [so — d,s0 + 0] \ {s0}:
[t s) = ft,s0) O
H 5= S0 _(“)sf(t’SO) =€

(t7 So) dt

IVt s)dt— [0 f(tso)dt b o
e

/a" <f(t,s)f<t,so) _9 f(m)) it

s — 8o 0s

< e(b—a).
Hieraus ergibt sich direkt die Differenzierbarkeit von I in sg und die obige Formel fiir die Ableitung
I'(sg).

Die Stetigkeit der Ableitung folgt nun aus Lemma 1.1, indem wir dort f durch df/0s ersetzen. m

Aus dem Lemma ergibt sich nun unmittelbar durch Induktion folgendes Korollar.

Korollar 1.3. Seien a,b,a, f € R mita < b und o < 3. Seienn, k € N. Sei f : [a,b] x («, B) = R"

S

stetig, fur j ={1,...,k} soll die j-te partielle Ableitung @%J)jf(t’ s) tberall existieren und

(6s)kf: [a,b] x (a, ) = R"” (1.4)
soll stetig sein. Dann ist s — I(s) := ff f(t,s)dt k-mal stetig differenzierbar auf (o, 5) 2 s und

es gilt
k

2Wir haben aber keine Eindeutigkeit von 9¥¢ s und wir wissen auch nicht, ob (¢, s) — ¥+ s stetig ist oder sonstige
»schonen“ Eigenschaften besitzt.
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€2

To + ter

K
=/

Abbildung 2.1: Skizze zum Beweis 2.1 mit n =2 und j = 1.

2 Differenzierbarkeit von lim f; fir f; : R — R

Wir betrachten eine offene Teilmenge U in R", fi: U — R stetig und f: U — R. Konvergiert fi
gleichméBig gegen f, so folgt mit Analysis II, Kapitel 7, Satz 2.5, dass f stetig ist.

Nun stellt sich die Frage, ob aus f; € C! auch f € C* folgt.

Proposition 2.1. Sei U eine offene Teilmenge im R™, f.: U — R € C* und f: U — R. Wir
definieren J fy, := fi.: U — RY"™ = R"; dies sind stetige Funktionen. Es gelte zudem:

(a) fr konvergiere gleichmaflig gegen f
(b) Jfr konvergiere gleichmdfig gegen g: U — R™,

dann ist f € C' und es gilt
Jf=g.

Bemerkungen 2.2.
(1) Fir n =1 folgt 2.1 aus der Analysis II, Kapitel 7, Theorem 3.3.
(2) Ist U zusammenhéngend, dann kann man (a) durch (a’) ersetzen.

(a’) Es existiert ein o € U, so dass fi(zo) gegen f(zo) konvergiert.

Beweis von Proposition 2.1: Die Funktion g ist stetig, da es der gleichméfige Limes der stetigen
Funktionen J fy, ist. Sei g = (g*,...,g").

0 ,
87fk_ = (J fi, €j) konvergiert gleichméflig gegen ¢’.

J
Fir o € U, j € {1,...,n}, k € N definieren wir

P o i (t) := fr(wo + tej)
ey (1) := f(20 + te;)

(t) := 2 (2 +te;) konvergiert gleichméBig in ¢ gegen t — g ( + te;),

ij

Die Funktion ¢ — hf, ,

und es gilt Ay, ;(t) = limg_yo0 Ak z,;(t). Dann folgt mit Analysis II, Kapitel 7, Theorem 3.3:

By, ist differenzierbar und b/, () = ¢/ (w0 + te;).

0,]J

Diese Aussage gilt fiir alle j € {1,...n} und fiir alle g € U. Wir setzen ¢t := 0. Daraus sieht
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man, dass f partiell differenzierbar ist mit stetigen partiellen Ableitungen ¢7. Somit ist f stetig
differenzierbar und Jf = g. ]

Durch Iteration erhélt man

Korollar 2.3. Sind f,: U — R™ € C* und konvergiert f,gj) gleichmafig gegen eine Grenzfunktion
fiir alle j € {0,...,0}, dann ist f :=limy_so0 fr € C* und
olel 9l
f=1 frs

Z_ f—= lim —
Oox« k—oo 0%

mit o Multiindez, |a] < .

3 Der Cauchsche Doppelreihensatz und Variationen

Wir benétigen in der komplexen Analysis verschiedene Umordnungssétze, die Variationen des
Umordnungssatzes fiir Reihen (Analysis I, Kap. 3, Satz 2.29) und des Satzes vom Cauchy-Produkt
(Analysis I, Kap. 3, Satz 2.36 und Kor. 2.37) sind.

Viele der hier dargestellten Aussagen kann man auch als Korollar der Konvergenzsétze der Maf-
theorie erhalten, indem man die relevanten Sitze (monotone Konvergenz, majorisierte Konvergenz,
Fatou,...) auf den Messraum (N, P(N)) verschen mit dem Zihlmafl anwendet (siche Zentral-
iibung), in Kombination mit der Tatsachen wie zum Beispiel, dass jede Bijektion das Zahlmaf} des
einen Raums auf das Zdéhlmafl des anderen Raums abbildet. Da wir aber die Mafitheorie erst nach

der komplexen Analysis behandeln, geben wir elementare Beweis hier im Anhang.

Der Cauchsche Doppelreihensatz ist eine etwas starkere Version des Satzes vom Cauchy-Produkt.

Satz 3.1 (Cauchyscher Doppelreihensatz). Gegeben seien reelle oder komplexe Zahlen c;;, 1,5 € N.

S = sup Z lcij| | I ist endliche Teilmenge von N x N
(el
N N
= s {3 feyl [N eN
i=0 =0

Fualls S < oo dann gilt
(1) Z;io cij konvergiert absolut fiir jedes i € N
(2) Yooy cij konvergiert absolut fiir jedes j € N
(3) Es gilt

ZZC”‘ :chij c [—575}

=0 i=0 i=0 j=0

und beide Seiten der Gleichung konvergieren absolut.
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(4) Fiir jede Abbildung s : N x N — N mit der Endlichkeitsbedingung
Vr € N: s~ ({r}) endlich

gilt

ZZCWZ > ¢

1=0 j=0 (111)6
—{rhH

Und alle Reihen konvergieren absolut.’

Die beiden Suprema in der Definition von S sind gleich, da jede endliche Teilmenge I C N x N
in einer Menge der Form {0,1,..., N} x {0,1,..., N} enthalten ist (setze z.B. N := #1I) und da
zum anderen I = {0,1,...,N} x {0,1,..., N} endlich ist.

Beweis: Fiir / C N x N = N? definieren wir
S(J) :=sup Z lcij| | I ist endliche Teilmenge von J
(i,9)€l
Wir haben dann S(J) = S(I)+ S(J \ I) fiir I C J, und es gilt S(N?) = S.

Zu jedem e > 0 existiert also eine endliche Menge I C N? mit 0 < S(N2\ 1) < e. O.B.d. A.
I={0,1,2...,N}? fiir ein N € N. Dann folgt fiir k > ¢ > N:

k k
VieN: Z|Cij|§5 und Vj € N: Z\ciﬂge,
j=0+1 i=f+1
und das Cauchy-Kriterium ergibt dann (1) und (2). Ahnlich erhalt man fiir k > ¢ > N:

k

>

j=+1

> i|cij|gS({N+1,N—|—2,...}XN)SS(NQ\I)SE

j=0+1 i=0

oo
Zcij <

=0

und die analoge Formel, wenn wir ¢ und j vertauschen. Dies liefert die absolute Konvergenz der
Reihen in (3).

Analog zeigt man auch

0o k k
DD e =3 Y ey <SNAD <
7=0 =0 7=0 =0

fiir k > N. Hieraus ergeben sich die verbleibenden Behauptungen von (3).

Sei nun die Funktion s wie oben gegeben. Wir kénnen nun ein rg € N (z.B. ry := maxs(]))

wéhlen, so dass

s(I) c{0,1,...,70}.

3Die Endlichkeitsbedingung wird nur dazu benétigt, damit die innere Summe der rechten Seite eine endliche
Summe ist und wir keine Reihenfolge festlegen miissen. Die Behauptung des Satzes ist auch ohne die End-
lichkeitsbedingung richtig wenn wir fiir jede unendliche Menge s~!({k} erkliren, in welcher Reihenfolge die
Summanden der (unendlichen) Summe (=Reihe) der rechten Seite nummeriert werden. Die zugehorige Reihe
konvergiert dann aber absolut und somit unabhéngig von der Reihenfolge.
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Dann zeigt man wieder

Z Z Cij—zzcij‘ = Z Cij SS(NQ\I)SE

r=0 (i,j)€ i=0 j=0 (i,7)€A
sTL({r}h)

mit A = s71({0,1,...,70}) \ . Daraus folgt die Konvergenz von |>.7°, > e ¢; und der
s=1({r}
behauptete Grenzwert. Die absolute Konvergenz dieser Reihe ergibt sich analog, wenn man c;;

durch |¢;;| ersetzt. ]

Aus dem Cauchyschen Doppelreihensatz kénnen wir direkt den in der Analysis I bewiesenen Satz

vom Cauchy-Produkt nochmals alternativ herleiten.

Korollar 3.2 (Satz vom Cauchy-Produkt). Sind Y.~ a, und >, b, absolut konvergent, und

setzen wir
n
dn = E akbn—ky
k=0

dann ist auch Y. d,, absolut konvergent und
o0 o0 oo
- (o) ().
n=0 n=0 n=0

Beweis: Die Aussage folgt aus dem Doppelreihensatz, indem wir ¢;; := a;b; setzen, danach die
Funktion s so wihlen, dass man die Doppelreihe nach Diagonalen angeordnet durchlduft (wie in
der Zeichnung von Analysis I, Kap. 3, Beispiel 2.35 (b)) und dann entlang der Diagonalen (endlich

viele Summanden) aufsummiert. ]

In der Herleitung von Satz 2.20 in Kapitel I benutzen wir eine Umordnung, die eine weitere
Modifikation des Umordnungssatzes (Analysis I, Kapitel 3, Satz 2.29) benétigt.

Satz 3.3. Die Umordnung (*) vor Satz 2.20 in Kapitel I ist zuldssig, wenn die Bedingung (2.5)
erfullt ist.

J
Beweis: Wir wihlen die Notation von Kapitel I. Sei s := Y77 |a;| ( Dy |bg||2’|l> < 00. Dann

gibt es zu € > 0 natiirliche Zahlen k, m mit

k m .
J
s—e< Yoyl (X Ioellal) < s
§=0 =1

Die Summe der Betrdge aller anderen Terme ist also nach oben durch e beschrinkt. In dem

doppelreihen-artigen Ausdruck

oo

Jj=0

kann man die endliche Teilsumme
m

a; ( Z bgz'[)j

k
=0 =1
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beliebig umordnen, wihrend die Summe der Betréige aller anderen Terme hochstens e ist. Da man
€ beliebig klein wihlen kann, folgt daraus, dass eine eine Umordnung die Konvergenz-Eigenschaft
und den Grenzwert erhélt. [
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B Zusatzliche Details und Ausfiithrungen

1 Details zur Umformung von Satz 1.20 zu Satz 3.3 in Kapitel |

Identifiziere C = R? O , erhalte also f = u + v mit u,v reelle Funktionen und z = x + iy,
xz,y € R.

X:Q— R?

X(2) = ( u(2) ) _ <X1<x+z'y>> o
—v(z) Xy (z +1y)

Y:Q — R?

Y(2) = (v(z)) _ (mxﬂy)) cot
u(z))  \Yyla +iy)

/f(v)dz:/ X+i| Y
71 7 71
—— ——

€R €R

[Yl f(z)dz:[Y2 f(z)dz
— LlX— WXund[ﬂY—/WY

<— X und Y sind konservativ
Satz 120 O0X, 0X, ay, oY,
= = = nd z =

Q sternférmig ox o ay h % n 6‘y
ov  Ou ou  Ov

— =—und — = —

Joxr Oy or Oy

<= Cauchy-Riemann-Gleichungen

Da f komplex differenzierbar ist, folgt Satz 3.4.

Ganz &hnlich sieht man auch die Umkehrung: Ist f im reellen Sinne stetig differenzierbar, und
gilt f,“ f(2)dz = f'm f(2)dz fiir alle Wege v1,72 : [a,b] — Q mit v1(a) = v2(a) und 71 (b) = y2(b).
Dann gilt f% X = fw X und f,ﬂ Y = f,yz Y fiir alle solchen 71, 72. Es folgt dann, dass X und YV
konservativ sind. Und weiter wie oben folgen die Cauchy-Riemann-Gleichungen und das ergibt die

Holomorphie von f.

Wir haben also gesehen: Ist f : 0 — C im reellen Sinne stetig differenzierbar, 2 sternférmig, dann
gilt
/ f(2) dz hingt nur von den Endpunkten von v ab <= f holomorph.
¥

X



B ZUSATZLICHE DETAILS UND AUSFUHRUNGEN

Die linke Seite ist dquivalent zur Existenz einer Stammfunktion von f. Diese Resultate wollen wir

nun etwas allgemeiner im Detail beweisen und studieren.

2 Ausfiihrungen iiber Nullmengen

Quelle: dieses Kapitel lehnt sich eng an [15] an.

Lemma 2.1. Sei N C R".

(1) ist eine (A,—) Nullmenge (in R™).
& (2) Es gibt eine Borel-messbare Menge N'C R", so dass N C N und \,(N) =
< (3) Das duflere Maf von N ist Null.

& (4) Ve > 0 eaistieren achsenparallele Wiirfel Wy, i € N* mit N C U W; und Z/\”(WZ) <e.
ieN~ i=1

& (5) Ve > 0 existieren achsenparalle Quader Q;,i € N* mit N C U Q; und ZAH(Ql) <e
iEN~ i=1

& (6) Ve > 0 existieren Borel-messbare Mengen B;,i € N* mit N C U B; und Z An(B;) < e.
ieN* i=1

Beweis: (1)&(2)<(8) klar, Kapitel 2 Abschnitt 3

(4)<(5)<(6) trivial.

(6)<(3) folgt aus Subadditivitit des duBeren MaBles A%, A5 (N) < >\, (B;) < &, Ve > 0, also
Xo(N) = 0.

(2)=(5): Sei S die Menge der achsenparallelen Quader in R", Bg» = M(S,R™). Wir haben A\,
zundchst auf S definiert . Dann mit dem Satz von Hahn auf Bgr fortgesetzt. Es folgt aus der

Konstruktion dort fiir A € Bgn:

mf{z An( | (Q:)ien+ eine Folge in S}.

Auf A := N angewendet, N' C N und das Infimum ist Null.
(5)=(4): Sei e > 0 gegeben. Uberdecke N mit Quadern Q;,i € N*, so dass Y A\, (Q;) > 5. Uberde-
cke Q; mit Wiirfeln (W; ;) jen+ mit 2A,(Q;) > E;‘;l An (Wi ;). Umordnen der Wiirfel (W; ;); jen-

20 (Wi)kens, N C Upen Wa-

i/\n Wi) <22)\ <2
k=1 i=1

Proposition 2.2. Ist N eine Nullmenge in R™ und ist f: N — R" eine Lipschitz-stetige Abbil-

dung, dann ist auch f(N') eine Nullmenge.

Beweis: Wihle L > 0 mit fir alle z,y € N*: ||f(z) — f(y)|| < L|jz — y||. Zu N wihle Wiirfel
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Wi, i € N*, S A\, (W;) < e. Sei z der Schwerpunkt des Wirfels W; und ¢; die Kantenlidnge

Wi € B 4, (), fOWV;) C f(B ~¢,(2)) € B ~¢, (f(2)) € W; Wiirfel mit Schwerpunkt f(z;)
\/52 \/77‘2 \/EQ

und Kantenlédnge L\/n/;.

da f(N) C Usen- FW3) € Ujen- Wi Also ist

An(f(n)) < Li/n"e =0
fir e — 0. [
Korollar 2.3. Sei N eine Nullmenge, U C R™ offen mit N C U und f: U — R™ C*, dann f(N)
ebenfalls eine Nullmenge.

Beweis:
Schritt 1: Sei € U und Ba.(x) C U, dann ist f|37(x) Lipschitz-stetig.! Die Lipschitzstetigkeit

folgt so: fir y, z € B.(x) gilt:

@ - 1= [ -+ 2
1
= H/O fltly—2)+2)(y—2) dtH

1
< / nllf/(ty — 2) + )|y — 2] dt
0

<n( sup |[|f'(w)ly— =l
wE B, (x)

< Ly — 2|
fir L :=sup.

Schritt 2: Schreibe U N Q™ = {q; | i € N*}, ¢; € Q™. Bestimme ¢; := sup{e > 0| B-(¢;) C U},
U=Uen- Be (4)-

,D“ ist klar.

»C“ Zu x € U wahle ein § > 0, Bs(z) C U. Wéhle j € N* mit ¢; € Bg(x) naQ™.

S Bg(ql) < Bs(zx) CcU

Schritt 8: N = Ujen- (N N B (47)-

fN) = U FW N B (a),

jEN*

I Deswegen ist f(Be(z) NA) eine Nullmenge
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also ist f(N) eine abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen, also wieder Nullmenge. [ |
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