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I Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

1 Kurvenintegrale in Rn

1.1 Kurven in Rn und ihre Bogenlänge
Di 15.10.

Ab jetzt schreiben wir N∗ := N>0 = {1, 2, 3, . . .} für die Menge der positiven natürlichen Zahlen.
Ist X eine offene Teilmenge von Rn bzw. von C, dann schreiben wir X ⊂◦ Rn bzw. U ⊂◦ C.

Im folgenden Abschnitt sei ‖ · ‖ immer die Standard-Norm auf Rn. Ähnliche Aussagen würden auch
für beliebige Normen gelten, dies wollen wir aber nicht diskutieren. Es seien I, J ⊂ R Intervalle.

Definition 1.1. Eine Kurve oder ein Weg in Rn ist eine stetige Abbildung

γ : I → Rn,

wobei I ⊂ R ein Intervall ist. Hierbei darf I offen, abgeschlossen oder halboffen sein. Es sind
sowohl beschränkte als auch unbeschränkte Intervalle möglich.

Schreibweise: Für die Ableitung der Kurven an der Stelle t0 schreibt man oft γ̇(t0) an Stelle von
γ′(t0). Diese Schreibweise kommt aus der Physik: man nutzt dort Kurven, um die Bewegung eines
Gegenstands im Raum in Abhängigkeit von der Zeit t zu beschrieben. Die Ableitungen nach der
Zeit (also nach t) werden in der Physik oft mit γ̇ an Stelle von γ′ bezeichnet.

Beispiele 1.2.

(a) γ : [0, 2π]→ R2, γ(t) = (cos t, sin t)T

(x0, y0)

(h, k)

Abbildung 1.1: Zu den Beispielen 1.2 (a) und (b)

1



I Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

Abbildung 1.2: Zu Definition 1.3

(b) γ : R→ R2, γ(t) = (x0, y0)T + t(h, k)T , wobei (x0, y0)T , (h, k)T ∈ R2.

Definition 1.3. Die Bogenlänge einer Kurve γ : I → Rn ist

L(γ) := sup
{ k∑
j=1
‖γ(tj)− γ(tj−1)‖

∣∣∣ k ∈ N ∧ t0, . . . , tk ∈ I ∧ t0 < t1 < · · · < tk

}
∈ [0,∞] .

Falls L(γ) <∞, so nennt man γ rektifizierbar.

Vorbemerkung zu stetiger Differenzierbarkeit: Bis jetzt haben wir die Ableitung einer
Funktion f : U → R, U ⊂ Rn in x0 nur dann definiert, wenn x0 innerer Häufungspunkt ist. Dies
entspricht den üblichen Konventionen.

Die Definition der Ableitung benötigt aber lediglich, dass x0 ein Häufungspunkt von U ist1. Wir
sagen dann, f is differenzierbar in x0 und hat die Ableitung a, wenn

lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

existiert und den Wert a hat. Man schreibt wieder f ′(x0) := a für die Ableitung. Selbstverständlich
erstreckt sich hier der Limes über alle x ∈ U\{x0}. Unter der Annahme, dass x0 ein Häufungspunkt
von U ist, ist der Grenzwert – wenn er existiert – eindeutig.

Man erweitert nun die Definition von Ck(I,Rn) auf beliebige Intervalle I. Wir sagen f : I → Rn ist
in C1(I,Rn) oder äquivalent f ist stetig differenzierbar, wenn f in allen x0 ∈ I differenzierbar
ist und die Ableitungsfunktion f ′ : I → Rn stetig ist. Wie in Analysis I folgt dann auch, dass
f stetig ist. Für k ∈ N>1 definiert man dann f : I → Rn ist in Ck(I,Rn) oder äquivalent f ist
k-mal stetig differenzierbar, falls f (überall) differenzierbar ist und f ′ ∈ Ck(I,Rn).

Lemma. Für eine stetige Funktion f : [a, b]→ Rn, a < b sind äquivalent

(1) f ist stetig differenzierbar (im obigen Sinn),

(2) f |(a,b) ist stetig differenzierbar und die Grenzwerte limx→a f
′(x) und limx→b f

′(x) existieren,
1Diese Behauptung ist nicht mehr richtig, wenn U eine Teilmenge von Rn, n > 1 ist und wir mehr-dimensionale
Differenzierbarkeit betrachten. Diesen Fall wollen wir aber an dieser Stelle nicht diskutieren.

Seite 2 Analysis III



I Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

(3) Es gibt ein ε > 0 und eine stetig differenzierbare Funktion F : (a − ε, b + ε) → Rn mit
F[a,b] = f .

Das Lemma gilt ebenfalls – mit den offensichtlichen Modifikationen – wenn wir ein halboffenes
Intervall I betrachten, und auch für beliebige Ck-Funktionen, k ∈ N ∪ {∞} und in Kombination
dieser beiden Modifikationen.

Die Beweis von (1)=⇒(2) und (3)=⇒(2) sind offensichtlich. Der Beweis von (2)=⇒(1) nutzt den
1. Mittelwertsatz (Analysis I, Kap. 5, Satz 3.2) und wird als Übung gelassen. Der Beweis von
(2)=⇒(3) konstruiert F durch geeignete affin-lineare Fortsetzungen auf (a − ε, a) und (b, b + ε)
im Fall k = 1 und durch Polynome von Grad ≤ k für allgemeines k. Der Fall k = ∞ ist etwas
aufwändiger zu zeigen.

Lemma 1.4. Sei γ : [a, b]→ Rn eine Kurve.

(a) Sei τ : [c, d]→ [a, b] eine Reparametrisierung, d. h.eine bijektive und stetige Abbildung.2 Dann
gilt

L(γ ◦ τ) = L(γ).

(b) Für alle t0 ∈ [a, b] gilt: L(γ|[a,t0]) + L(γ|[t0,b]) = L(γ).

Den Beweis sollten Sie selbstständig ausführen können.3

Beweisskizze: Man muss im Prinzip nur die Definition von L(γ) hinschreiben und – unter Nut-
zung der Dreiecks-Ungleichung – geschickt mit dem Supremum hantieren.

Satz 1.5. Sei γ : [a, b]→ Rn eine C1-Kurve (das heißt γ ist stetig differenzierbar).

Dann ist γ rektifizierbar und es gilt

L(γ) =
∫ b

a

‖γ̇(t)‖dt.

Wiederholung:

Wir definieren das Integral über stetige Funktion F : [a, b]→ Rn wie folgt:4

∫ b

a

F (t) dt :=


∫ b
a
F1(t) dt
...∫ b

a
Fn(t) dt

 ∈ Rn.

2Aus dem Zwischenwertsatz folgt dann, dass τ entweder strng monoton wachsend oder streng monoton fallend ist
3Sonst in den Übungsgruppen nachfragen!
4Diese Definition erlaubt es uns auch Funktionen F : [a, b]→ V zu integrieren, wenn V ein endlich-dimensionaler
Vektorraum ist. Hierzu muss man sich überlegen, dass die Existenz des Integrals und der Wert des Integrals∫ b
a
F (t) dt ∈ V unabhängig von der Wahl der Basis von V ist.

WS 2019/20 Seite 3



I Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

Der Vektorraum C0([a, b],Rn) der stetigen Funktionen f, g : [a, b]→ Rn trägt das Skalarprodukt

〈f, g〉 :=
∫ b

a

f(t)g(t) dt.

Die zugehörige Norm ist die L2-Norm

‖f‖2 :=

√∫ b

a

f(t)2 dt.

Wie in jedem euklidischen Vektorraum gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung5

∣∣〈f, g〉∣∣ ≤ ‖f‖2 ‖g‖2 .
Beweis: Wir zeigen „≤“ und „≥“.

Zwischenbehauptung: ∥∥∥∫ b

a

F (t) dt
∥∥∥ ≤ ∫ b

a

‖F (t)‖ dt. (1.1)

Beweis der Zwischenbehauptung: Setzte xj =
∫ b
a
Fj(t) dt, x = (x1, . . . , xn)T . Dann gilt

‖x‖2 =
∣∣∣ n∑
j=1

(xj)2
∣∣∣ =

∣∣∣ n∑
j=1

(
xj

∫ b

a

Fj(t) dt
)∣∣∣

=
∣∣∣ ∫ b

a

n∑
j=1

xjFj(t) dt
∣∣∣

≤
∫ b

a

∣∣∣ n∑
j=1

xjFj(t)
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

=|〈x,F (t)〉|≤‖x‖·‖F (t)‖ Cauchy-Schwarz auf Rn

dt

≤ ‖x‖
∫ b

a

‖F (t)‖ dt,

=⇒ ‖x‖ ≤
∫ b

a

‖F (t)‖ dt ,

wobei ‖x‖ =
∥∥∥ ∫ ba F (t) dt

∥∥∥.
Weiter mit dem eigentlichen Beweis. Wir zeigen nun „≤“:

Seien t0 < · · · < tk wie im Supremum von Definition 1.3 gegeben. Ohne Beschränkung der Allge-
meinheit können wir annehmen, dass a = t0 und b = tk.6 Dann folgt

‖γ(ti)− γ(ti−1)‖ HDI=
∥∥∥∫ ti

ti−1

γ̇(t) dt
∥∥∥ (1.1)
≤
∫ ti

ti−1

‖γ̇(t)‖ dt

5Bemerkung: das Skalar-Produkt, die L2-Norm und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung wurden in der Vorlesung
kurz wiederholt. Sie sind (natürlich) richtig, wurden aber im folgenden Beweis gar nicht benötigt.

6Man nennt dann die Zahlen a = t0 < t1 . . . < tk = b eine Partition von [a, b], denn das Intervall [a, b] wird
dadurch in die Teilintervalle [t0, t1], (t1, t2]. (t2, t3],. . . (tk−1, tk] zerteilt.

Seite 4 Analysis III
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⇒
k∑
i=1
‖γ(ti)− γ(ti−1)‖ ≤

∫ b

a

‖γ̇(t)‖ dt.

Damit ist „≤“ gezeigt, da das für jeden Polygonzug gilt.

Wir zeigen nun „≥“:

Die Funktion γ̇ ist stetig auf [a, b], und da [a, b] kompakt ist, ist γ̇ sogar gleichmäßig stetig, siehe
Analysis II, Kap. 8, Lemma 6.14. Das heißt, zu jedem ε > 0 es existiert ein δ > 0, so dass für alle
s, t ∈ [a, b] gilt:

|s− t| < δ =⇒ ‖γ̇(s)− γ̇(t)‖ < ε .

Wir wählen eine Partition a = t0 < · · · < tk = b mit M ti = |ti − ti−1| < δ für alle i = 1, . . . , k. Es
folgt für alle t ∈ [ti−1, ti]

‖γ̇(t)‖ ≤ ‖γ̇(ti)‖+ ‖γ̇(t)− γ̇(ti)‖

≤ ‖γ̇(ti)‖+ ε

und damit folgt weiter∫ ti

ti−1

‖γ̇(t)‖ dt ≤ ‖γ̇(ti)‖ M ti + ε M ti

=
∥∥∥∫ ti

ti−1

(
γ̇(t) + γ̇(ti)− γ̇(t)

)
dt
∥∥∥+ ε M ti

≤
∥∥∥ ∫ ti

ti−1

γ̇(t) dt
∥∥∥+

∥∥∥ ∫ ti

ti−1

(
γ̇(ti)− γ̇(t)

)
dt
∥∥∥+ ε M ti

(1.1)
≤
∥∥∥∫ ti

ti−1

γ̇(t) dt
∥∥∥+

∫ ti

ti−1

∥∥γ̇(ti)− γ̇(t)
∥∥︸ ︷︷ ︸

≤ε

dt+ ε M ti

HDI= ‖γ(ti)− γ(ti−1)‖+
∫ ti

ti−1

∥∥γ̇(ti)− γ̇(t)
∥∥︸ ︷︷ ︸

≤ε

dt+ ε M ti

≤ ‖γ(ti)− γ(ti−1)‖+ 2ε M ti.

=⇒
∫ b

a

‖γ̇(t)‖ dt =
k∑
i=1

∫ ti

ti−1

‖γ̇(t)‖ dt

≤
k∑
i=1
‖γ(ti)− γ(ti−1)‖+ 2ε(b− a)

≤ L(γ) + 2ε(b− a)

Im Limes ε→ 0 folgt ∫ b

a

‖γ̇(t)‖ dt ≤ L(γ) .

Definition 1.6. Eine Kurve γ : [a, b] → Rn nennen wir stückweise C1, falls es eine Partition
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a = t0 < · · · < tk = b gibt, so dass γ|[ti−1,ti]
eine C1-Kurve für alle i = 1, . . . , k ist. Damit folgt

L(γ) =
k∑
i=1

∫ ti

ti−1

‖γ̇(t)‖ dt.

Beispiel. Sei γ : [0, 4]→ R2 gegeben durch

γ(t) :=



(t, 0)T , falls t ∈ [0, 1]

(1, t− 1)T , falls t ∈ [1, 2]

(3− t, 1)T , falls t ∈ [2, 3]

(0, 4− t)T , falls t ∈ [3, 4]

Die Kurve durchläuft den Rand des Einheitsquadrats [0, 1]2 in R2, ist stückweise stetig differen-
zierbar und hat Bogenlänge 4.

1

1

x

y

Abbildung 1.3: Die Kurve, die den Rand von [0, 1]2 durchläuft.

Bemerkung 1.7. Die Integralformel für die Bogenlänge gilt auch für (stückweise) C1-Kurven
γ : I → Rk auf beliebigen Intervallen (offen, halboffen). Eine solche Kurve muss nicht rektifizierbar
sein. Für diesen Fall ist

∫ b
a
‖γ̇(t)‖ dt =∞ ein uneigentliches Integral.

≈Fr. 18.10.

Wiederholung (mehr dazu in Zentralübung am 22.10.)

U ⊂ Rn heißt

(1) zusammenhängend,

⇐⇒ @A,B ⊂◦ U, nicht-leer mit U = A
•
∪B,

⇐⇒ @A,B ⊂◦ Rn mit A ∩ U und B ∩ U nicht-leer und mit mit U = (A ∩ U)
•
∪ (B ∩ U).

Hierbei benutzen wir das Symbol
•
∪ für die disjunkte Vereinigung von Teilmengen, das heißt

R
•
∪ S = T ist äquivalent zu R ∪ S = T und R ∩ S = ∅.

(2) wegzusammenhängend, falls

∀x, y ∈ U ∃γ : [0, 1]→ U stetig mit γ(0) = x und γ(1) = y.

Ist U wegzusammenhängend, so kann man immer eine stückweise C1-Kurve γ wählen.
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Es gilt immer
wegzusammenhängend =⇒ zusammenhängend.

Abbildung 1.4: Beispiel für eine nichtzusammenhängende Menge

Ende der Wiederholung7

Satz 1.8. Sei U ⊂ Rn offen und zusammenhängend. Dann ist U auch wegzusammenhängend.
Genauer lassen sich je zwei Punkte in U durch einen Polygonzug verbinden.

Beweis: Fixiere x0 ∈ U und setze

Ax0 := {x ∈ U | ∃ Polygonzug von x0 nach x} 6= ∅.

Man muss zeigen, dass Ax0 ⊂ U und U \Ax0 ⊂ U offen sind.

(1) Ax0 ist offen: Sei x ∈ Ax0 und sei Bε(x) ⊂ U ein offener Ball 8. Jeder Punkt in Bε(x) lässt
sich mit x durch eine Strecke verbinden. Damit folgt, dass Bε(x) ⊂ Ax0 ist und somit Ax0

offen.

(2) U \ Ax0 ist offen: Sei x ∈ U \ Ax0 und Bε(x) ⊂ U . Könnte man x̃ ∈ Bε(x) mit einem
Polygonzug in U mit x0 verbinden, dann würde dies auch für x gelten. Also haben wir
x̃ /∈ Ax0 . Damit ist Bε(x) ⊂ U \Ax0 und somit ist U \Ax0 offen.

Mit nahezu dem gleichen Beweis, kann man auch Versionen des obigen Satzes zeigen. Genauer:
der Satz gilt auch dann, wenn man

• „Polygonzug“ durch „achsenparallelen Polygonzug“ ersetzt oder

• „Polygonzug“ durch „stückweise Ck-Kurve“ für irgend ein k ∈ N ersetzt oder

• „Polygonzug“ durch „Ck-Kurve“ für irgend ein k ∈ N ersetzt oder

• „Polygonzug“ durch „stückweise C∞-Kurve“ ersetzt oder

• „Polygonzug“ durch „C∞-Kurve“ ersetzt.

Definition 1.9. Eine Teilmenge Ω ⊂ Rn, die offen, nicht-leer und zusammenhängend ist, heißt
Gebiet.

7Achtung: in den folgenden Zeilen (Satz 1.8 bis Satz 1.13) hat sich im Vergleich zur Vorlesung die Nummerierung
geändert.

8Dass solch Ball existiert, ist klar, da U offen ist.
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1.2 Integration von Vektorfeldern längs Kurven

Definition 1.10. Sei Y : U → Rn ein stetiges Vektorfeld auf U ⊂ Rn offen und γ : [a, b] → U

eine C1-Kurve. Dann ist das Kurven-Integral von Y längs γ∫
γ

Y :=
∫ b

a

〈Y (γ(t)), γ̇(t)〉 dt.

Hier: 〈x, y〉 =
∑n
i=1 xi · yi mit x, y ∈ Rn.

Abbildung 1.5: Ein stetiges Vektorfeld.

Bemerkung. Physikalische Interpretation: Bewegt man einen Massepunkt entlang einer Kurve
γ in einem Kraftfeld Y , so ist die dafür nötige Energie gegeben durch das Kurvenintegral

∫
γ
Y .

Lemma 1.11. Sei Y : U → Rn ein stetiges Vektorfeld auf U ⊂ Rn offen und γ : [a, b] → U eine
C1-Kurve. Sei τ : [c, d]→ [a, b] eine C1-Reparametrisierung.

Dann folgt ∫
γ◦τ

Y =


∫
γ
Y τ̇ > 0

−
∫
γ
Y τ̇ < 0

.

Beweis:

∫
γ◦τ

Y =
∫ d

c

〈Y (γ(τ(t)),
•︷ ︸︸ ︷

(γ ◦ τ)(t)〉 dt.

Substituiere s = τ(t). Übungsaufgabe auf Präsenzblatt.

Definition 1.12. Sei U wieder offen in Rn. Ist ϕ : U → R differenzierbar, dann ist der Gradient
gradϕ : U → Rn von ϕ definiert als

(gradϕ)(x) := (ϕ′(x))T ∀x ∈ U.

Man schreibt oft auch ∇ϕ für gradϕ. Ein stetiges Vektorfeld Y : U → Rn heißt konservativ,
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falls es eine C1-Funktion ϕ ∈ C1(U) gibt mit

Y = gradϕ =


∂ϕ
∂x1
...
∂ϕ
∂xn

 .

Solch eine Funktion ϕ nennt man ein Potential von Y .

Bemerkung. Sei Y = gradϕ. Sei γ : [a, b]→ U eine C1-Kurve.

Dann gilt ∫
γ

Y =
∫ b

a

〈Y (γ(t)), γ̇(t)〉 dt

=
∫ b

a

〈gradϕ(γ(t)), γ̇(t)〉 dt

=
∫ b

a

ϕ′(γ(t)) · γ̇i(t)︸ ︷︷ ︸
d
dtϕ(γ(t))

dt

HDI= ϕ(γ(b))− ϕ(γ(a)) .

Hier bedeutet HDI: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Eine Kurve γ : [a, b]→ Rn

nennt man geschlossen, falls γ(a) = γ(b). Es folgt aus der obigen Bemerkung: ist Y : U → Rn

konservativ und γ geschlossen, so ist
∫
γ
Y = 0.

Satz 1.13. Sei U ⊂◦ Rn. Für ein stetiges Vektorfeld Y : U → Rn mit U (weg)-zusammenhängend
sind äquivalent

(1) Y ist konservativ

(2)
∫
γ
Y = 0 für alle geschlossenen Kurven γ : [a, b]→ U , die stückweise C1 sind.9

(3) Es gilt
∫
γ
Y =

∫
γ̂
Y , für alle stückweise-C1-Kurven γ und γ̂ mit gleichem Anfangs- und

Endpunkt.10

Beweis: Wir haben bereits gesehen, dass aus (1) bereits (2) folgt.

(2) ist hinreichend11 für (3). Denn angenommen γ : [a, b]→ U und γ̂ : [c, d]→ U sind stückweise
C1-Kurven mit dem selben Anfangs- und Endpunkt. Wir definieren nun die stückweise C1-Kurve
γ̃ : [a, b+ d− c]→ U mit

γ̃(t) :=

γ(t) für t ∈ [a, b]

γ̂(b+ d− t) für t ∈ [b, b+ d− c]

9Wenn man ein Vektorfeld entlang einer geschlossenen Kurve integriert, so schreibt man oft
∮

an Stelle von
∫
.

Diese Schreibweise ist vor allem in Texten üblich, die physikalische Probleme und ihre Anwendungen erörtern.
Es ergäbe sich also in diesem Fall

∮
γ
Y für

∫
γ
Y .

10Das heißt: Sind γ : [a, b] → U und γ̂ : [c, d] → U Kurven, die stückweise C1 sind und gilt γ(a) = γ̂(c) und
γ(b) = γ̂(d), so gilt

∫
γ
Y =

∫
γ̂
Y .

11Hier nutzen wir den folgenden Sprachgebrauch: „(A) ist eine hinreichende Bedingung für (B)“ bedeutet
(A)=⇒(B). Man nutzt hingegen den Satz „(A) ist eine notwendige Bedingung für (B)“ im Sinne von (B)=⇒(A).
Wir beweisen also hier oben (2)=⇒(3).
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Lemma 1.11========⇒ 0 (2)=
∫
γ̃
Y =

∫
γ
Y −

∫
γ̂
Y .

Abbildung 1.6: Bild zum Beweis Satz 1.13 für die Richtung (1)=⇒(2).

Schließlich zeigen wir, dass aus (3) wieder (1) folgt:

Fixiere x0 ∈ U und setze ϕ(x) =
∫
γ
Y für eine beliebige C1-Kurve γ von x0 nach x. Da das Integral

ja nur vom Anfangs- und Endpunkt abhängt, ist die Schreibweise ϕ(x) =
∫
x0→x Y :=

∫
γ
Y sinnvoll.

Es bleibt zu zeigen, dass Y partiell differenzierbar ist und

Y = gradϕ.

∂ϕ

∂xi
(x) = lim

h→0

1
h

(
ϕ(x+ h · ei)− ϕ(x)

)
= lim
h→0

1
h

(∫
x0→x+h·ei

Y −
∫
x0→x

Y
)

= lim
h→0

1
h

(∫
x→x0

Y +
∫
x0→x+h·ei

Y
)

= lim
h→0

1
h

∫
x→x+h·ei

Y

Man beachte: noch ist nicht gezeigt, dass ∂ϕ/∂xi existiert. Wir wissen jedoch, dass diese Ableitung
existiert, wenn der Limes in der untersten Zeile existiert.

Leider noch kein gutes Bild vohanden

Abbildung 1.7: Bild zum Beweis Satz 1.13 für die Richtung (3)=⇒(1).

Als nächstes wählt man von x nach x + h · ei die Kurve γ : [0, h] → U mit γ(t) = x + t · ei, und
man erhält für Y (x) = (Y1(x), . . . , Yn(x))T :

lim
h→0

1
h

∫
x→x+h·ei

Y = lim
h→0

1
h

∫ h

0
〈Y (x+ t · ei), ei〉 dt

= lim
h→0

1
h

∫ h

0
Yi(x+ t · ei) dt

= d

dh

∣∣
h=0

∫ h

0
Yi(x+ t · ei) dt

HDI= Yi(x+ h · ei)|h=0

= Yi(x)

Hieraus folgt zum einen die partielle Differenzierbarkeit und zum anderen der gewünschte Wert
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der Ableitung.

1.3 Kriterien für die Existenz von Potentialen und Rotation von
Vektorfeldern

Motivierende Frage: Wie kann man konkret prüfen, ob ein Vektorfeld Y konservativ ist, ohne ein
Potential ϕ zu „erraten“?

Lemma 1.14. Sei Ω ⊂◦ Rn und Y : Ω→ Rn ein differenzierbares Vektorfeld.12 Ist Y konservativ,
so gilt

∂Yk
∂xj

= ∂Yj
∂xk

(1.2)

für alle j, k = 1, . . . , n.

Beweis: Sei Y ein konservatives Feld mit Y = gradϕ mit Y differenzierbar. Dann ist ϕ zweimal
differenzierbar. Es gilt

∂Yk
∂xj

= ∂

∂xj

( ∂ϕ
∂xk

)
Schwarz= ∂

∂xk

( ∂ϕ
∂xj

)
= ∂Yj
∂xk

Definition 1.15. Für n = 3 heißt das Vektorfeld

rotY =


∂Y3
∂x2
− ∂Y2

∂x3

∂Y1
∂x3
− ∂Y3

∂x1

∂Y2
∂x1
− ∂Y1

∂x2


die Rotation von Y .

Lemma 1.14 besagt also für n = 3: Ist Y konservativ und ist Y ∈ C1, so folgt rotY = 0.

In der Physik ist es üblich ∇× Y an Stelle von rotY zu schreiben, denn die Definition von rotY
und von X × Y kann man sich mit der Merkregeln

rotY = det

∇, Y,
e1

e2

e3


 X × Y = det

X,Y,
e1

e2

e3




herleiten.

12Wir fordern für dieses Lemma Y (überall) differenzierbar, und nicht wie in vielen Bücher die stärkere Eigenschaft
Y ∈ C1. Differenzierbarkeit ist für uns ausreichend, da wir in unserem Beweis des Satzes von Schwarz auch nur
2-fache Differenzierbarkeit benötigt haben und keine 2-fache stetige Differenzierbarkeit.
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Beispiel 1.16. Die Umkehrung von Lemma 1.14 gilt im Allgemeinen nicht. Sei Ω = R2\{0} und
Y : Ω→ R2 gegeben durch

Y (x, y) =
(
− y
x2+y2

x
x2+y2

)
.

Somit erfüllt Y (1.2). Aber Y ist nicht konservativ, denn∫
γ

Y = 2π 6= 0

für die geschlossene Kurve γ : [0, 2π]→ R2, γ(t) = (cos(t), sin(t))T .

Ähnliche Beispiele existieren auf Ω := Rn \ ({0} × Rn−2).

In manchen Fällen gilt sie aber. Interessanterweise hängt dies vom Gebiet Ω ab, auf dem Y definiert
ist.

Definition 1.17. Eine Menge Ω ⊂ Rn heißt sternförmig bezüglich x0 ∈ Ω, falls gilt: ist x ∈ Ω
und t ∈ [0, 1], dann haben wir auch (1− t)x0 + tx ∈ Ω.

Abbildung 1.8: Eine sternförmige Menge.

Satz 1.18. Sei Ω ⊂ Rn offen und sternförmig, dann gilt auf Ω die Umkehrung von Lemma 1.14.
Genauer: Erfüllt Y ∈ C1 die Bedingung (1.2), so ist Y konservativ.

Di 22.10.

Zunächst ein paar Worte zur Idee des Beweises: sei Ω sternförmig bezüglich x0. Wir wollen im
Beweis eine Funktion ϕ : Ω→ R finden mit Y = gradϕ. Wenn es solch eine Funktion ϕ gibt, dann
können wir eine finden mit ϕ(x0) = 0.13 Nach der Rechnung direkt vor Satz 1.13 ist klar: wenn es
solch ein ϕ gibt, dann gilt für jede stetig differenzierbare Kurve γx : [0, 1]→ Ω von x0 nach x:

ϕ(x) =
∫
γx

Y .

Nun ist nach Definition der Sternförmigkeit die Kurve

γx(t) := tx+ (1− t)x0

solche ein Kurve. Mit γ̇x(t) = x erhalten wir dann

ϕ(x) =
∫
γx

Y =
∫ 1

0
〈Y (γx(t), γ̇x(t)〉 dt =

∫ 1

0
〈Y (γx(t), x〉 dt . (1.3)

13Ersetze ϕ(x) durch ϕ(x)− ϕ(0).
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Wenn es also überhaupt solch ein ϕ gibt, dann können wir die Formel (1.3) nutzen, um ϕ zu
beschreiben. Die Idee des Beweises ist nun, (1.3) als Definition von ϕ herzunehmen und dann
Y = gradϕ zu zeigen.

Beweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei Ω sternförmig bezüglich 0. 14

Für x = (x1, . . . , xn)T ∈ Ω setzen wir nun ϕ(x) =
∫ 1

0 〈Y (tx), x〉 dt. Man kann nun die partielle
Ableitung ∂

∂xj
mit der Integration vertauschen: hierzu wenden wir Lemma 1.2 in Anhang A.1 mit

f(s, t) = 〈Y (tx), x〉 und s = xj und an (oder alternativ Satz 8.1 in Kapitel II); die restlichen
Komponenten xk, k 6= j, von x bleiben hierbei fixiert.

Wir erhalten dann
∂ϕ

∂xj
=
∫ 1

0

∂

∂xj
〈Y (tx), x〉 dt .

Dies ergibt

∂ϕ

∂xj
=

∫ 1

0

∂

∂xj

( n∑
k=1

Yk(tx)xk
)
dt

=
∫ 1

0

[( n∑
k=1

∂Yk
∂xj

(tx)︸ ︷︷ ︸
(1.2)
= ∂Yk

∂xj
(tx)

txk

)
+ Yj(tx)

]
dt

=
∫ 1

0

[(
t

n∑
k=1

∂Yj
∂xk

(tx)xk
)

+ Yj(tx)
]

︸ ︷︷ ︸
= d
dt (t·Yj(tx)) (Prod.- und Ket.-regel)

dt

(1.2)=
∫ 1

0

d

dt
[t · Yj(tx)] dt

HDI= 1 · Yj(x)− 0 · Yj(0) = Yj(x)

Bemerkung 1.19. Satz 1.18 gilt auch auf allgemeineren Gebieten als auf sternförmigen, näm-
lich auf den Gebieten, die „einfach zusammenhängend“ sind. Ein Gebiet Ω heißt einfach zu-
sammenhängend, wenn es zu jeder geschlossenen Kurve γ : [a, b] → Ω eine stetige Abbildung
η : [a, b]× [0, 1]→ Ω gibt, mit den Eigenschaften:

• Für alle t ∈ [a, b] gilt γ(t) = η(t, 0).

• Für alle s ∈ [0, 1] gilt η(a, s) = η(b, s).

• Die Abbildung t 7−→ η(t, 1) ist konstant.

15 Anschauliche Bedeutung: Es gibt geschlossene Kurven γs = η( · , s) : [a, b]→ Ω, stetig in s, die
γ = γ0 mit die konstanten Kurve γ1 verbinden.

14Falls Ω sternförmig bezüglich x0 6= 0 ist, dann verschiebt sich alles um x0. Zum Beispiel betrachtet man dann:
Y (x0 + t(x− x0)) an Stelle von Y (tx) etc..

15In der Literatur sind auch andere Definitionen von „einfach zusammenhängend“ vorhanden, alle gängigen Defi-
nitionen sind aber zu der obigen äquivalent.

WS 2019/20 Seite 13



I Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

Das Quadrat [0, 1]2 mit Abbildung nach Ω und der Vorgabe auf dem Rand.

Das ringförmig Gebiet Ω := B2(0) \B1(0) ⊂ R2: nicht einfach zusammenhängend.

Der folgende Satz fasst die wesentlichen Punkte zusammen:

Satz 1.20 (Satz über konservative Vektorfelder). Sei Ω ⊂ Rn ein Gebiet und Y : Ω → Rn ein
stetiges Vektorfeld. Dann sind äquivalent

(1) Y ist konservativ, das heißt Y = gradϕ, wobei ϕ : Ω→ R eine differenzierbare Funktion ist.

(2) Geschlossene Kurvenintegrale von Y sind Null.

(3) Kurvenintegrale von Y hängen nur von den Endpunkten ab.

Ist Y ein C1-Vektorfeld, so folgt aus (1), (2) oder (3):

(4)
∂Yk
∂xj

= ∂Yj
∂xk

für alle j, k = 1, . . . , n.

Ist Ω sternförmig (oder allgemein einfach zusammenhängend), so ist (4) sogar äquivalent zu (1)
(bzw. zu (2) bzw. zu (3)). Im Fall n = 3 ist (4) äquivalent zu rotY = 0.

Die Funktion ϕ in (1) ist dann natürlich immer sogar stetig differenzierbar.

1.4 Kurvenintegrale in C

Im folgenden indentifizieren wir C immer mit R2, siehe auch Abbildung 1.9. Wir schreiben z =
x+ iy ∈ C mit x, y ∈ R.

Für F : [a, b]→ C schreibe
F (t) := U(t) + iV (t)

für alle t ∈ [a, b] bzw. F = U + iV für U, V : [a, b]→ R.

Definition 1.21. F : [a, b]→ C heißtRiemann-integrierbar, falls U und V Riemann-integrierbar
sind. Setze dann ∫ b

a

F (t) dt :=
∫ b

a

U(t) dt+ i

∫ b

a

V (t) dt.

Bemerkung. Identifiziert man C mit R2, so stimmt dieser Integralbegriff mit dem Integralbegriff
in der Wiederholung nach Satz 1.5 überein. Des Weiteren übertragen sich alle Rechenregeln für
das Riemann-Integral wortwörtlich (Linearität, Substitution, partielle Integration,...). Es gilt16

weiter: ∣∣∣ ∫ b

a

F (t) dt
∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|F (t)| dt ≤ ‖F‖∞ |b− a|, (1.4)

wobei ‖F‖∞ := supt∈[a,b]
∣∣F (t)

∣∣ ∈ [0,∞].

16Beweis: zum Beispiel Zwischenbehauptung Ungleichung 1.1 im Beweis von Satz 1.5 oder Zentralübung am 19.11.
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(
x
y

)
= x+ iy

C

Abbildung 1.9: Veranschaulichung von C.

Definition 1.22. Sei Ω ⊂ C offen, f : Ω→ C stetig und γ : [a, b]→ Ω eine C1-Kurve. Dann heißt∫
γ

f(z) dz :=
∫ b

a

f(γ(t)) · γ̇(t) dt ∈ C

das Kurvenintegral oder Wegintegral von f längs γ.

Wir erhalten dann aus (1.4):

∣∣∣∣∫
γ

f(z) dz
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(γ(t)) · γ̇(t) dt

∣∣∣∣∣
≤

∫ b

a

|f(γ(t)) · γ̇(t)| dt

≤ sup{|f(γ(t))| | t ∈ [a, b]}
∫ b

a

|γ̇(t)| dt

= sup
{
|f(z)| | z ∈ γ([a, b])

}
L(γ) (1.5)

Bemerkung 1.23. Solche Integrale spielen in der Funktionentheorie eine ganz zentrale Rolle.
Diese Integrale sind im wesentlichen Integrale von Vektorfeldern im Sinne des vorigen Abschnitts.
Hierzu betrachten wir die folgenden Vektorfelder:

Y : Ω→ R2, Y (z) = (Re f(z),− Im f(z))T

Z : Ω→ R2, Z(z) = (Im f(z),Re f(z))T
. (1.6)

Wir definieren nun wie im letzten Abschnitt die Integrale
∫
γ
Y ∈ R und

∫
γ
Z ∈ R, wobei wir γ als

Kurve in Ω ⊂ R2(∼= C) betrachten. Das in Definition 1.22 definierte Integral berechnet sich dann
als ∫

γ

f(z) dz =
∫
γ

Y + i

∫
γ

Z.

Es folgt hieraus insbesondere, dass
∫
γ
f(z) dz sich unter Reparametrisierung von γ nicht ändert.

Es gibt aber Kurven γ, γ̂ in Ω mit gleichem Anfangs- und Endpunkt und Funktionen f : Ω→ C
mit ∫

γ

f(z) dz 6=
∫
γ̂

f(z) dz .
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2 Komplexe Differenzierbarkeit

Notation: Ω ⊂ C ist immer ein Gebiet.

2.1 Definition und Beispiele zur komplexen Differenzierbarkeit

Definition 2.1. Die Funktion f : Ω → C heißt komplex differenzierbar in z0∈ Ω, falls der
Grenzwert

f ′(z0) := lim
z→z0

f(z)− f(z0)
z − z0

= lim
w→0

f(z0 + w)− f(z0)
w

in C existiert. Ist f in jedem Punkt aus Ω komplex differenzierbar, so nennt man f komplex
differenzierbar oder holomorph. Man nennt f ′(z0) die Ableitung von f in z0.

Wie in der reellen Analysis zeigt man: ist f komplex differenzierbar in z0 ∈ Ω, dann ist f auch
stetig in z0.

Ist f : Ω → C holomorph, dann ist die Ableitung(sfunktion) die Funktion f ′ : Ω → C, z 7−→
f ′(z). Konstante Funktionen sind holomorph, und deren Ableitung ist überall 0. Die Inklusion
Ω→ C, z 7−→ z ist holomorph und die Ableitung ist überall 1.

Bemerkung. Auch bei komplexer Differenzierbarkeit gelten die üblichen Ableitungsregeln: Sum-
menregel, Produktregel, Quotientenregel, Kettenregel (siehe Übungsblatt 3). Es folgt daraus, dass
alle Polynome f(z) = a0 + a1z + a2z

2 + · · ·+ anz
n, aj ∈ C, auf ganz C holomorph sind und dass

die gewohnte Formel f ′(z) = a1 + 2a2z + · · ·+ nanz
n−1 gilt.

Bisher ist alles sehr ähnlich zur reellen Differenzierbarkeit (in einer Veränderlichen). Im Unter-
schied zu dieser kann man jedoch im komplexen sehr einfach Funktionen hinschreiben, die zwar
stetig aber nirgends differenzierbar sind, wie das folgende Beispiel zeigt. Im Verlauf der Vorlesung
werden wir viele weitere wichtige Unterschiede sehen. Unter anderem werden wir sehen, dass ei-
ne holomorphe Funktion bereits beliebig oft komplex differenzierbar sind, was ja angesichts der
reellen Analysis sehr erstaunlich ist.

Beispiel 2.2. f : C → C mit f(z) = z. Es gilt also f(x + iy) = x − iy. Somit ist f nirgends
komplex differenzierbar, aber stetig!

Weitere wichtige Beispiele sind Potenzreihen

P (z) =
∞∑
k=0

ak(z − z0)k

mit a0, a1, · · · ∈ C und z0 ∈ C. Man nennt z0 den Entwicklungspunkt der Potenzreihe.

Erinnerung:
R = 1

lim sup
k→∞

k
√
|ak|
∈ [0,∞]

heißt Konvergenzradius. Die Reihe P (z) konvergiert absolut für z ∈ BR(z0) und definiert eine
stetige Funktion P : BR(z0)→ C.
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Satz 2.3. P : BR(z0)→ C ist holomorph und

P ′(z) =
∞∑
k=1

akk(z − z0)k−1.

Der Konvergenzradius von P ′ ist mindestens so groß wie der von P .17

Beweis kommt später.

Beispiel 2.4.

• exp(z) = ez :=
∑∞
k=0

zk

k!

• sin(z) = eiz−eiz
2i

• cos(z) = eiz+e−iz
2

• Eulerformel: eiz = cos(z) + i sin(z)

2.2 Komplexe und reelle Differenzierbarkeit

In diesem Abschnitt wird (wie so oft) C mit R2 identifiziert, also z = x + iy mit (x, y)T . Insbe-
sondere haben wir dann auch ‖z‖ = |z|, wenn ‖ · ‖ die Standard-Norm auf R2 bezeichnet.

Sei f : Ω ⊂ C → C und z0 = x0 + iy0 ∈ Ω. Man kann nun sowohl nach der komplexen als auch
nach der reellen Differenzierbarkeit von f im Punkt z0 fragen. Ebenso wollen wir untersuchen, ob
und gegebenenfalls wie die Ableitungen zusammenhängen.

Komplexe Differenzierbarkeit gilt genau dann, wenn es ein ζ ∈ C gibt, so dass gilt

lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)− ζh
h

= 0, (2.1)

wobei der Limes sich über alle h erstreckt, für die z0 + h ∈ Ω ⊂ C.

Reelle Differenzierbarkeit gilt genau dann, wenn es ein A ∈ R2×2 gibt, so dass gilt

lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)−Ah
‖h‖

= 0, (2.2)

wobei sich der Limes wieder über alle h mit z0 + h ∈ Ω ⊂ R2 = C erstreckt.

Um den Zusammenhang zu verdeutlichen, schreiben wir (2.1) und (2.2) in Vektorschreibweise:

h =
(
h1

h2

)
=̂ h1 + ih2

ζ =
(
a

b

)
=̂ a+ ib

A =
(
a11 a12

a21 a22

)
17Man kann sogar zeigen, dass sie gleich groß sind.
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Dann ist die komplexe Multiplikation in Vektorschreibweise folgende:

ζ · h = (a+ ib)(h1 + ih2)

= (ah1 − bh2) + i(bh1 + ah2)

=̂
(
ah1 − bh2

bh1 + ah2

)

=
(
a −b
b a

)
·

(
h1

h2

)

Die komplexe Multiplikation mit einer (festen) komplexen Zahl ζ = a + ib entspricht also der

Matrixmultiplikation mit
(
a −b
b a

)
.

Satz 2.5 (Cauchy-Riemann-Bedingung). Sei Ω ⊂ C ein Gebiet und z0 ∈ Ω. Für f = u+ iv : Ω→
Cmit u, v : Ω→ R sind folgende Aussagen äquivalent:

(1) f ist in z0 komplex differenzierbar

(2) f ist in z0 reell differenzierbar (im Sinne der Analysis II) und u und v erfüllen

∂u

∂x
(z0) = ∂v

∂y
(z0)

∂u

∂y
(z0) = −∂v

∂x
(z0)

(2.3)

Die Gleichungen (2.3) nennt man die Cauchy-Riemann-Gleichungen.

Beweis: „(1) =⇒ (2)“: Sei f ′(z) = a+ ib die komplexe Ableitung. Setze A =
(
a −b
b a

)
.

0 = lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)− f ′(z0) · h
h

= lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)−A · h
h

=⇒ lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)−Ah
‖h‖

= 0.

Wir haben gezeigt, dass f reell differenzierbar ist und dass die Ableitung die Matrix A ist. Um
die reelle Ableitung klar von der komplexen zu unterscheiden, bezeichnen wir in diesem Kapitel
die reelle Ableitung in z0 als Jf(z0), wobei der Buchstabe J für Jacobi-Matrix steht.

A = Jf(z0) =
(
∂u
∂x (z0) ∂u

∂y (z0)
∂v
∂x (z1) ∂v

∂y (z1)

)
Daraus folgen die Cauchy-Riemann-Gleichungen.

„(2) =⇒ (1)“: Wir nehmen an f sei in z0 reell differenzierbar und erfülle die Cauchy-Riemann-
Gleichungen. Setze a := ∂u

∂x (z0) und b = ∂v
∂x (z0) und ζ = a + ib. Dann gilt wegen der Cauchy-

Riemann-Gleichungen

Jf(z0) =
(
a −b
b a

)
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Wir rechnen mit h ∈ C:

∥∥∥∥∥∥∥∥
f(z0 + h)− f(z0)−

(
a −b
b a

)
h

‖h‖

∥∥∥∥∥∥∥∥ =
∣∣∣∣f(z0 + h)− f(z0)− ζh

|h|

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣f(z0 + h)− f(z0)− ζh

h

∣∣∣∣ .
Und somit

0 =

∥∥∥∥∥∥∥∥ lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)−
(
a −b
b a

)
h

‖h‖

∥∥∥∥∥∥∥∥
= lim
h→0

∥∥∥∥∥∥∥∥
f(z0 + h)− f(z0)−

(
a −b
b a

)
h

‖h‖

∥∥∥∥∥∥∥∥
= lim
h→0

∣∣∣∣f(z0 + h)− f(z0)− ζh
h

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣ lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)− ζh
h

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣ lim
h→0

(
f(z0 + h)− f(z0)

h
− ζ
) ∣∣∣∣

=⇒ ζ = lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)
h

.

Also ist f in z0 komplex differenzierbar mit f ′(z0) = ζ.

Im Beweis haben wir auch gesehen:

Zusatz 2.6. Voraussetzungen und Notation wie in Satz 2.5. Wenn (1) – oder die dazu äquivalente
Bedingung (2) – in Satz 2.5 gilt und wenn f ′(z0) = a+ ib, a, b ∈ R, dann folgt daraus:

Jf(z0) =
(
a −b
b a

)
.

Der Zusatz wurde so im wesentlichen auch gezeigt, aber aus Zeitgründen in der Vorlesung nicht
explizit formuliert.

2.3 Folgerungen aus den Cauchy-Riemann-Gleichungen
Fr 25.10.

Der folgende Satz wird in der Vorlesung übersprungen, da er als Übungsaufgabe behandelt wird.

Satz 2.7. Sei Ω ein Gebiet und f : Ω→ C holomorph. Dann sind folgende Aussagen äquivalent

(1) Re f ist konstant

(2) Im f ist konstant

(3) |f | ist konstant
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(4) f ′(z) = 0 für alle z ∈ Ω.

(5) f ist konstant

Der Beweis ist ein Übungsgaufgabe auf Übungsblatt 3.

Beweis: (5) =⇒ (1), (5) =⇒ (2), (5) =⇒ (3), (5) =⇒ (4) ist klar.

Wir betrachten nun die folgenden Umformungen, die aufgrund der Cauchy-Riemann-Gleichungen
gelten: u = Re f , v = Im f .

C 3 f ′(z) = ∂u

∂x
(z) + i

∂v

∂x
(z)

= ∂v

∂y
(z)− i∂u

∂y
(z)

= ∂u

∂x
(z)− i∂u

∂y
(z)

= ∂v

∂y
(z) + i

∂v

∂x
(z)

Hieraus ergibt sich:
(1) =⇒ für alle z ∈ Ω : u′(z) = 0 =⇒ für alle z ∈ Ω : f ′(z) = 0 (4)
(2) =⇒ für alle z ∈ Ω : v′(z) = 0 =⇒ für alle z ∈ Ω : f ′(z) = 0 (4)
(3) =⇒ u2 + v2 ist konstant

=⇒

2∂u∂xu+ 2 ∂v∂xv = 0

2∂u∂yu+ 2∂v∂yv = 0

CR-Gl.=⇒

 ∂u
∂xu+ ∂v

∂xv = 0

− ∂v
∂xu+ ∂u

∂xv = 0

=⇒ ∂u

∂x
u2 + ∂u

∂x
v2 = 0

=⇒ ∂u

∂x
= 0 oder |f |2 = u2 + v2 = 0

Man zeigt ∂v
∂x = 0 oder |f |2 = u2 + v2 = 0 analog. Wenn |f |2 = 0 in einem Punkt gilt, so gilt dies

überall. Wir haben alsogezeigt, dass entweder (1) gilt oder f ≡ 0 gilt. Insgesamt folgt (5).
(4) =⇒ für alle z ∈ Ω : Jf(z) = 0 Ana II, Ω zshgd.=⇒ f ist konstant (5)

2.4 Beziehungen zwischen holomorphen Funktionen und konformen
Abbildungen

Der folgende Abschnitt kann in der Vorlesung aus Zeitgründen nur stark gekürzt behandelt werden.
Da wichtige elementare Fakten der Linearen Algebra nochmals wiederholt werden, wollen wir die
ausführliche Version im Skript belassen.

In der Mathematik wird das Wort „konform“ zumeist im Sinne von „winkeltreu“ benutzt.
Sind V und W euklidische Vektorräume, so nennt man eine lineare Abbildung h : V → W
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konform, wenn sie Winkel erhält; dies bedeutet h ist injektiv und für alle X,Y ∈ V \ {0} gilt

^(X,Y ) = ^(h(X), h(Y )).

Man zeigt im Rahmen der Linearen Algebra, dass es dann eine konstante λ ∈ R>0 gibt, so dass
für alle X,Y ∈ V gilt

〈h(X), h(Y )〉 = λ〈X,Y 〉 .

Die Begriffe „konform“ und „winkeltreu“ werden aber auch für geeignete nicht-lineare Abbildungen
benutzt. Hierfür müssen wir uns in einem Kontext befinden, in dem wir Winkel überhaupt defi-
nieren können und in dem es Sinn ergibt, dass Abbildungen Winkel auf Winkel abbilden. Dies ist
zum Beispiel der Fall wenn wir Diffeomorphismen zwischen offenen Teilmengen euklidischer Vek-
torräume betrachten. Diese vage angedeuteten Begrifflichkeiten sollen nun in zwei-dimensionalen
Räumen präzise eingeführt werden.

Nun wollen wir zunächst den Fall V = W = R2 (mit dem Standard-Skalarprodukt) mit einer R-
linearen Abbildung h : R2 → R2 betrachten, und wir wollen wieder Cmit R2 wie folgt identifizieren:

C
∼=−−→ R2,

a+ ib =̂
(
a

b

)

Wiederholung aus der Linearen Algebra

h : C→ C ist genau dann ein Gruppenhomomorphismus, wenn für alle z, w ∈ C gilt

h(z + w) = h(z) + h(w).

h ist R-linear genau dann, wenn h ein Gruppenhomomorphismus ist und für alle z ∈ C und für
alle λ ∈ R gilt:

h(λz) = λh(z).

h ist C-linear genau dann, wenn h ein Gruppenhomomorphismus ist und für alle z ∈ C und für
alle λ ∈ C gilt:

h(λz) = λh(z).

Wir definieren

I :=
(

0 −1
1 0

)
.

Für eine R-lineare Abbildung H : R2 → R2 sei A ∈ R2×2 die Matrix mit h(z) = A · z. Dann sind
äquivalent:

h ist C-linear

⇐⇒ ∀z ∈ C =̂ R2 : h(iz) = ih(z) (Interpretation: z, h(z) ∈ C)

⇐⇒ ∀z ∈ C =̂ R2 : h(Iz) = Ih(z) (Interpretation: z, h8z) ∈ R2)

⇐⇒ AI = IA.
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Lemma 2.8. Sei h : C→ C R-linear, A ∈ R2×2 die zugehörige Matrix. Dann sind äquivalent:

(1) h ist C-linear.

(2) Es existiert ein w ∈ C, so dass für alle z ∈ C gilt: h(z) = wz.

(3) Für alle z ∈ C gilt h(iz) = ih(z).

(4) IA = AI.

(5) Es existieren a, b ∈ R mit A =
(
a −b
b a

)

Beweis: „(1)⇐⇒ (3)⇐⇒ (4)“ haben wir bereits gezeigt.

„(1)⇐⇒ (2)“ wurde in der linearen Algebra gezeigt.

„(4)⇐⇒ (5)“ zeigen wir nun. Es sei A =
(
a c

b d

)
und I =

(
0 −1
1 0

)
. Dann ist

AI =
(
c −a
d −b

)

und

IA =
(
−b −d
a c

)
.

Also gilt AI = IA genau dann, wenn a = d und b = −c.

!ACHTUNG!. h : C→ C ist C-linear. Es gilt detC h 6= detR h, denn:

wenn h(z) = wz; w = a+ ib, dann ist detC h = w, detR h =
(
a −b
b a

)
= a2 + b2 = ww.

Lemma 2.9. Sei h : R2 → R2 linear. Dann gelten folgende Äquivalenzen:

(a) h ist C-linear

⇐⇒ (b) h ist Verkettung einer zentrischen Streckung (mit Zentrum 0) und einer Drehung (mit Zentrum 0)

⇐⇒ (c) h erhält die Winkel und die Orientierung.

Für das obige Lemma definieren wir: h erhält die Winkel (oder h ist winkeltreu oder konform),
genau wenn h injektiv ist und falls ^(x, y) = ^(h(x), h(y)), wobei dies wiederum äquivalent zu
cos〈x, y〉 = cos〈h(x), h(y)〉 ist.

Sei h : R2 → R2 injektiv und R-linear. Dann gilt

• h ist orientierungserhaltend genau dann, wenn detR h > 0.

• h ist orientierungsumkehrend genau dann, wenn detR h < 0.

Beweis von Lemma 2.9:

„(a) =⇒ (b)“ bereits oben bewiesen.
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„(b) =⇒ (a)“18: Es sei λ ∈ R. Es gilt

h(z) = λ

(
cos(ϕ) − sin(ϕ)
sin(ϕ) cos(ϕ)

)
=
(
λ cos(ϕ) −λ sin(ϕ)
λ sin(ϕ) λ cos(ϕ)

)

„(b) =⇒ (c)“ ist klar.

„(c)⇐= (a)“:

h(z) = A · z für A ∈ R2x2, A =
(
a c

b d

)
.

Annahme: h ist winkeltreu und orientierungserhaltend mit detA > 0.

Zu zeigen: c = −b und a = d.

(
1
0

)
⊥

(
0
1

)
=⇒ A

(
1
0

)
⊥ A

(
0
1

)

=⇒
(
a

b

)
⊥

(
c

d

)
=⇒ ac+ bd = 0

detA6=0⇐⇒ ∃λ ∈ R :
(
c

d

)
= λ ·

(
−b
a

)

Weiter: (
1
1

)
⊥

(
1
−1

)

=⇒ A

(
1
1

)
⊥ A

(
1
−1

)

=⇒
(
a+ c

b+ d

)
⊥

(
a− c
b− d

)
=⇒ a2 − c2 + b2 − d2 = 0

=⇒ a2 − λ2b2 + b2 − λ2a2 = 0

=⇒ (1− λ2)(a2 + b2) = 0

=⇒ λ = 1 oder λ = −1

=⇒ detA = det
(
a −λb
b λa

)
= λ (a2 + b2)︸ ︷︷ ︸

>0

=⇒ λ > 0 =⇒ λ = 1

=⇒ A =
(
a −b
b a

)

18Es wäre eigentlich gar nicht nötig (b) =⇒ (a) zu zeigen. Zur besseren Vorstellung wird diese Implikation hier
hinzugefügt.
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Bemerkung 2.10. Man nennt h : R2 → R2 komplex anti-linear, falls h R-linear ist und

h(iz) = −ih(z)

gilt. Dann gilt also für alle z ∈ C, λ ∈ C: h(λz) = λ(z).

h ist komplex anti-linear A=Mat(h)⇐⇒ AI = −IA ⇔ ∃ a, b ∈ R : A =
(
a b

b −a

)
⇐⇒ h ist Verkettung einer Spiegelung mit einer zentrischen Streckung
⇐⇒ h konform und orientierungsumkehrend ist

Definition 2.11. Sei f : Ω ⊂ R2 → R2 differenzierbar (im Sinne der Analysis II) und offen,
so dass für alle z ∈ Ω gilt: det Jf(z) 6= 0. Die Abbildung f ist winkeltreu oder konform,
falls für alle z0 ∈ Ω die durch Jf(z0) ∈ R2×2 beschriebene lineare Abbildung konform ist. Die
Abbildung f ist orientierungserhaltend bzw. orientierungsumkehrend, falls f für alle z0 ∈ Ω
Jf(z0) ∈ R2×2 orientierungserhaltend bzw. orientierungsumkehrend ist.

Abbildung 2.1: Beispiel einer winkeltreuen Abbildung.

Wir haben also gesehen:

Satz 2.12 (Satz über holomorphe und konforme Funktionen). Sei f : Ω → C, Ω offen in C, f
reell differenzierbar, wobei für alle z ∈ Ω gilt: det Jf(z) 6= 0.
Dann sind äquivalent:

(1) f ist holomorph,

(2) f erfüllt die Cauchy-Riemann-Gleichungen,

(3) für alle z ∈ Ω ist Jf(z) : C→ C komplex linear,

(4) f ist konform und orientierungserhaltend.

Bemerkungen 2.13.

(a) Ist zusätzlich f ∈ C1 und Ω zusammenhängend, dann ist f orientierungserhaltend genau
dann, wenn es ein z0 ∈ Ω gibt mit detR Jf(z0) > 0.

(b) Wir machen oben nur Aussagen für den Fall, dass für alle z ∈ Ω gilt: det Jf(z) 6= 0.19 Ins-
besondere in Punkten z ∈ Ω mit Jf(z) = 0 ist eine mit der Literatur konsistente Definition
derzeit zu aufwändig.

19Dies war in der Vorlesung leider nicht so klar.
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(c) Ist f : Ω→ C reell differenzierbar und ist für alle z ∈ Ω die reelle Ableitung Jf(z) komplex
anti-linear, so nennt man f anti-holomorph. Unter den Voraussetzungen des Satzes gilt also
auch: f ist anti-holomorph genau dann, wenn f konform und orientierungsumkehrend ist.

2.5 Potenzreihen und analytische Funktionen

Wir wollen nun Satz 2.3 zeigen. Wir erinnern an die Definition der Potenzreihe:

P (z) =
∞∑
k=0

ak(z − z0)k

mit a0, a1, · · · ∈ C und z0 ∈ C. Wir nehmen an, der Konvergenzradius R sei positiv.

Satz 2.3. P : BR(z0)→ C ist holomorph und

P ′(z) =
∞∑
k=1

akk(z − z0)k−1.

Der Konvergenzradius von P ′ ist mindestens so groß wie der von P .

Im Beweis wenden wir die folgende Proposition an.

Wir betrachten eine offene Teilmenge U in Rn, fk : U → R stetig und f : U → R. Konvergiert fk
gleichmäßig gegen f , so folgt mit Analysis II, Kapitel 7, Satz 2.5, dass f stetig ist.

Nun stellt sich die Frage, ob aus fk ∈ C1 auch f ∈ C1 folgt.

Proposition 2.1 aus Anhang A.2. Sei U eine offene Teilmenge im Rn, fk : U → R ∈ C1 und
f : U → R. Wir definieren Jfk := f ′k : U → R1×n = Rn; dies sind stetige Funktionen. Es gelte
zudem:

(a) fk konvergiere gleichmäßig gegen f

(b) Jfk konvergiere gleichmäßig gegen g : U → Rn,

dann ist f ∈ C1 und es gilt
Jf = g.

Der Beweis der Proposition ist eine naheliegende Verallgemeinerung des Spezialfalls n = 1, den
wir in Analysis II, Kapitel 7, Theorem 3.3 betrachtet haben. Wir verweisen auf Anhang A.2 für
Details zum Beweis.

Beweis von Satz 2.3: Es sei n = 2, C = R2 und U := Br(z0) für ein r ∈ (0, R).

fk(z) :=
k∑
j=0

aj(z − z0)j .
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Auf Br(z0) konvergiert fk gleichmäßig gegen P , ebenso konvergiert f ′k gleichmäßig gegen

z 7−→
∞∑
j=1

jaj(z − z0)j−1

︸ ︷︷ ︸
=:Q(z)

Es folgt aus fk komplex differenzierbar, dass fk auch reell differenzierbar ist und

Jfk =
(

Re f ′k − Im f ′k
Im f ′k Re f ′k

)

Dann folgt mit Proposition 2.1 aus Anhang A.2, dass P = limk→∞ fk reell differenzierbar ist.

JP =
(

limk→∞Re f ′k − limk→∞ Im f ′k
limk→∞ Im f ′k limk→∞Re f ′k

)

=
(

ReQ − ImQ

ImQ ReQ

)

Also erfüllt P die Cauchy-Riemann-Gleichungen und ist somit komplex differenzierbar:

P ′(z) = ReQ(z) + i ImQ(z) = Q(z).

Definition 2.14. Es sei K = R oder K = C. Sei Ω offen in K. Eine Funktion f : Ω → K heißt
im Fall K = C analytisch oder komplex-analytisch oder im Fall K = R analytisch oder
reell-analytisch in z0 ∈ Ω, falls es eine Potenzreihe Pz0(z) =

∑∞
j=0 az0,j(z − z0)j mit az0,j ∈ K

mit Konvergenzradius Rz0 > 0 und eine offene Umgebung U ⊂ BRz0 (z0) von z0 gibt, so dass

f |U = Pz0 |U .

Falls f in allen z0 ∈ Ω (reell-/komplex-) analytisch ist, dann nennt man f (reell-/komplex-)
analytisch.20

Beispiele 2.15.

(1) Alle durch konvergente Potenzreihen gegebenen Funktionen sind analytisch (Beweis später,
Satz 2.17) 21

(2) Die Funktion
exp: C→ C,

ist komplex-analytisch. Für z0 ∈ C setze Pz0(z) =
∑∞
j=0

exp(z0)
j! (z − z0)j . Dann gilt

exp(z) = exp(z0) exp(z − z0) =
∞∑
j=0

exp(z0)
j! (z − z0)j = Pz0(z).

20Die Bedingung „Es gibt eine offene Umgebung U ⊂ BRz0 (z0) von z0 mit f |U = Pz0 |U“ ist äquivalent zu „es
existiert ein r ∈ (0, Rz0 ) mit f |Br(z0) = Pz0 |Br(z0)“.

21An dieser Stelle habe ich in der Vorlesung leider einen Schritt übersprungen.

Seite 26 Analysis III



I Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

Analog zeigt man, dass z 7−→ exp(iz) und z 7−→ exp(−iz) auf C komplex-analytisch ist.
Dann sind auch cos z = (exp(iz) + exp(−iz))/2 und sin z = (exp(iz)− exp(−iz))/(2i) auf C
komplex-analytisch. 22

(3) Aus f komplex-analytisch, folgt dass Re f|R und Im|R reell-analytisch sind.

(4) Eine Potenzreihe mit reellen Koeffizienten ist auch eine Potenzreihe mit komplexen Ko-
effizienten. Deswegen kann eine reell-analytische Funktion lokal immer zu einer komplex-
analytischen erweitert werden. Wir werden sehen: um reell-analytische Funktionen richtig
zu verstehen, sollte man zunächst diese komplex-analytischen Erweiterungen verstehen.

Sei K = R oder K = C. Dann sind K-analytische Funktionen unendlich oft K-differenzierbar (und
damit insbesondere auch glatt, also im reellen Sinn unendlich oft differenzierbar). Angenommen:

f |U = Pz0 |U =
∞∑
j=0

az0,j(z − z0)j .

Dann haben wir:

f |U = Pz0 |U =
∞∑
j=0

az0,j(z − z0)j

f(z0) = 0! az0,0
f ′(z0) = 1! az0,1
f ′′(z0) = 2! az0,2

...
...

f (`) = `! az0,`

Also ist
∑∞
j=0 az0,j(z − z0)j die Taylorreihe von f in z0.

Die Funktion f ist K-analytisch genau dann, wenn f unendlich oft K-differenzierbar ist und in
jedem Punkt durch die Taylorreihe dargestellt wird.

Bemerkung 2.16.

(1) Für K = R gilt:
reell-analytisch =⇒ glatt =⇒ differenzierbar .

(2) Die Umkehrungen gelten nicht:

(a)
f : R→ R,

x 7−→ |x| · x =

x2 x ≥ 0

−x2 x < 0

ist differenzierbar, aber nicht in C2, also auch nicht glatt.

22Wie in der Vorlesung erwähnt, ist der Tangens auf dem Definitionsbereich ebenfalls analytisch, dies ist aber noch
nicht für Sie ersichtlich. Hierzu benötigen wir, dass der Quotient analytischer Funktionen auf dem Definitions-
bereich wieder analytisch ist.
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Abbildung 2.2: Der Graph der Funktion f in Bemerkung 2.16 (2) (a).
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Abbildung 2.3: Der Graph der Funktion g in Bemerkung 2.16 (2) (b).

(b)

g(x) =

0 für x ≤ 0

e−
1
x für x > 0

ist glatt23. Die Taylorreihe in 0 ist
∑∞
j=0 0 · zj , also ist f nicht analytisch.

(3) Wir werden sehen, dass im Fall K = C gilt:

analytisch ⇐⇒ glatt ⇐⇒ holomorph.
Di 29.10.

Satz 2.17 (Änderung des Entwicklungspunkts). Sei P (z) =
∑∞
j=0 aj(z − z0)j eine Potenzreihe

mit Entwicklungspunkt z0 und mit Konvergenzradius r0 > 0. Für jedes z1 ∈ Br0(z0) gibt es
eine Potenzreihe Q(z) =

∑∞
j=0 bj(z − z1)j mit Entwicklungspunkt z1 und mit Konvergenzradius

≥ r1 := r0 − |z0 − z1| > 0, so dass

Q(z) = P (z) ∀z ∈ Br1(z1).

23Überlegen Sie mal wieso, hilfreiche Übung!
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r1

z1

z0
r0

Abbildung 2.4: Abbildung zum Satz 2.17. Der gestreifte orangene Kreis deutet an, dass der Po-
tenzradius in z1 größer als r1 sein kann.

Beweis: Sei o. B. d.A. z0 = 024. Wir wollen zeigen, dass die Taylor-Reihe von P mit Entwick-
lungspunkt z1 auf Br1(z1) konvergiert und dass der Wert der Taylor-Reihe auf diesem Ball mit P
übereinstimmt.

Für k ∈ N definieren wir Pk(z) :=
∑∞
j=0

(k+j)!
j! ak+j · zj . Die Potenzreihe Pk ist die k-te Ableitung

von P , und deswegen ist der Konvergenzradius von Pk mindestens r0. (Man kann sogar zeigen,
dass er gleich r0 ist.25)
Damit folgt: Pk(z) konvergiert für |z| < r0.

Zu z1 ∈ Br0(z0) wähle r mit |z1| < r < r0.26 Die Reihe
∑∞
k=0

Pk(z1)
k! (r − |z1|)k wird majorisiert

durch

∞∑
k=0

( ∞∑
j=0

(k + j)!
k! j! |ak+j ||z1|j

)
︸ ︷︷ ︸

≥ |Pk(z1)|
k!

(r − |z1|)k
(1)=

∞∑
n=0
|an|rn <∞,

wobei bei (1) der Cauchysche Doppelreihensatz (Satz 3.1 aus Anhang A.3) 27 und die binomische

24 Ansonsten verschiebe alles um z0.
25Um die Konvergenzradien zu bestimmen, kann man rechnen:

lim sup
j→∞

j
√
|ak+j | = lim sup

j→∞
(|aj+k|

1
j )

j
j+k = lim sup

j→∞

j+k
√
|aj+k| = lim sup

j→∞

j
√
|aj |

j

√
(k + j)!
j!

= j
√

(j + 1)(j + 2) . . . (j + k)

= j
√

(j + 1)︸ ︷︷ ︸
n→∞−−−−→1

. . . j
√
j + k︸ ︷︷ ︸

n→∞−−−−→1

−→ 1

sieht man

lim sup
j→∞

j

√
(k + j)!
j!

|aj | = lim sup j
√
|aj |

26In der Vorlesung stand hier zunächst r < r0, dann r < r1, korrekt ist aber das, was oben steht! Entschuldigung.
Obige Bedinung impliziert dann 0 ≤ r − |z1| < r1 und jede Zahl ρ ∈ (0, r1) erhält man in der Form r − |z1|.

27Der Cauchysche Doppelreihen-Satz ist etwas allgemeiner als der Satz vom Cauchy-Produkt (Analysis I, Kap. 3,
Kor. 2.37). Wir verwenden diese stärkere Version, die sich sehr ähnlich beweist. Details siehe Anhang A.3.
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Formel

rn = ((r − |z1|) + |z1|)n =
n∑
j=0

(
n

j

)
|z1|j(r − |z1|)n−j

angewandt wird. Also ist ihr Konvergenzradius ≥ r1 = r0 − |z0|. Die Reihe
∑∞
k=0

Pk(z1)
k! (z − z1)k,

hat denselben Konvergenzradius, das heißt sie konvergiert insbesondere für alle z ∈ Br1(z1). Es
gilt für |z − z1| < r1:

∞∑
k=0

Pk(z1)
k! (z − z1)k =

∞∑
k=0

∞∑
j=0

(k + j)!
k!j! ak+jz

j
1(z − z1)k

(2)=
∞∑
n=0

anz
n = P (z),

wobei bei (2) zum einen wieder der Cauchysche Doppelreihensatz (Satz 3.1 aus Anhang A.3
angewandt wird und die Gleichheit wie folgt gilt:

zn = ((z − z1) + z1)n =
n∑
j=0

(
n

j

)
zj1(z − z1)n−j .

Wir haben sogar eine Möglichkeit erhalten, die Koeffizienten von Q zu berechnen:

bk = Pk(z1)
k! (2.4)

Es folgt direkt:

Korollar 2.18 (Potenzreihen sind analytisch). Potenzreihen sind auf dem Konvergenzgebiet28

analytisch.

Berechnungen mit konvergenten Potenzreihen

Im folgenden sei wieder K = R oder K = C. Seien P (z) =
∑∞
j=0 ajz

j und Q(z) =
∑∞
j=0 bjz

j

Potenzreihen mit Konvergenzradius ≥ ρ > 0.

Summe und Differenz.∑∞
j=0(aj + bj)zj konvergiert auf Bρ(0) gegen P (z) +Q(z).

Produkte.

ck :=
∑k
j=0 ajbk−j . Der Satz vom Cauchy-Produkt (Analysis I, Kap. 3, Kor. 2.37 oder Korollar 3.2

aus Anhang A.3) – oder alternativ der allgemeinere Cauchysche Doppelreihen-Satz (Satz 3.1 aus
Anhang A.3) – liefert:

∑∞
j=0 cjz

j konvergiert auf Bρ(0) gegen P (z) ·Q(z).

Kehrwert.

Falls P (0) = a0 6= 0, dann gibt es ein r ∈ (0, ρ] mit z 7−→ 1
P (z) , Br(0) → K glatt (bekannt)

28Unter Konvergenzgebiet verstehen wir die Menge Br(z0), wobei z0 der Entwicklungspunkt der Potenzreihe und
r der Konvergenzradius der Potenzreihe ist.
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und sogar analytisch (Korollar 2.22) und konvergiert auf Bε(0) ⊂ Bρ(0) für ein ε > 0. Der
Konvegenzradius der Potenzreihe z 7−→ 1

P (z) ist also positiv. 29

Wir schreiben 1
P (z) =

∑∞
j=0 djz

j . Dann gilt

1 + 0 · z + 0 · z2 + . . . = 1 = 1
P (z) · P (z)

=
( ∞∑
j=0

djz
j
)( ∞∑

j=0
ajz

j
)

=
∞∑
k=0

( k∑
j=0

(djak−j)zk
)
.

Weiter folgt mit der Produktformel:

1 = d0a0

0 = d0a1 + d1a0

0 = d0a2 + d1a1 + d2a0
...

...

0 = d0ak + d1ak−1 + · · ·+ dka0
...

...

Daraus ergeben sich die folgenden Formelm zur rekursiven Berechnung der dk:

d0 = 1
a0

d1 = 1
a0

(−d0a1)

d2 = 1
a0

(−d0a2 − d1a1)

...
...

dk+1 = 1
a0

(−d0ak+1 − . . .− dka1)

...
...

Also kann man die Koeffizienten von 1
P (z) iterativ aus den Koeffizienten von P (z) berechnen.

Beispiel 2.19. K = R oder K = C. Wir betrachten die Polynomfunktion z 7−→ 1 − z als
Potenzreihe mit Entwicklungspunkt z0 = 0. Dies Potenzreihe konvergiert offensichtlich auf K.
Der Konvergenzradius ist also ∞. Der Kehrwert ist auf einer Umgebung der 0 als Potenzreihe∑∞
j=0 djz

j gegeben und wir erhalten wegen a0 = 1, a1 = −1, 0 = a2 = a3 = . . ., die Gleichungen
d0 = 1, dk+1 = 1

1 (−dk · (−1)) = dk, also

z 7−→ 1
1− z =

∞∑
j=0

zj .

29Es kann durchaus vorkommen, dass ε < ρ. Da wir wissen, dass der Konvergenzradius von 1/P (z) mindestens ε
ist, wissen wir im allgemeinen nicht mehr als seine Positivität.

WS 2019/20 Seite 31



I Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

Diese Potenzreihe hat Konvergenzradius 1, also hat sich der Konvergenzradius verkleinert.

Quotienten.

Ergibt sich direkt aus Produkt und Kehrwert.

Verkettung von konvergenten Potenzreihen.

Seien P (z) =
∑∞
j=0 ajz

j und Q(z) =
∑∞
j=0 bjz

j Potenzreihen mit b0 = 0, mit Konvergenzradien
rP > 0 und rQ > 0. Es gibt dann eine reelle Zahl ρ > 0 mit

∑∞
j=1 |bj |ρj < rP . Für |z| < ρ gilt

|Q(z)| ≤
∞∑
j=1
|bj ||z|j < rP

Also ist P (Q(z)) wohldefiniert.

P (Q(z)) = a0 + a1(b1z + b2z
2 + . . . ) + a2(b1z + b2z

2 + . . . )2 + . . .

(∗)= a0 + (a1b1)z + (a1b2 + a2b
2
1)z2 + (a1b3 + 2a2b1b2 + a3b

3
1)z3 + . . .

Umordnen (∗) ist erlaubt, da

|a0|+ |a1|(|b1||z|+ |b2||z2|+ . . . ) + |a2|(|b1| . . . )2 =
∞∑
j=0
|aj |

( ∞∑
`=1
|b`| |z|`︸︷︷︸

<ρ

)j
︸ ︷︷ ︸

<rρ

<∞ . (2.5)

Hierbei verwenden wir eine Modifikation des Umordnungssatzes, siehe Anhang A.3 Satz 3.3.

Satz 2.20 (Verkettung von Potenzreihen). Seien P (z) =
∑∞
j=0 aj(z−z0)j und Q(z) =

∑∞
j=0 bj(z−

z1)j zwei Potenzreihen mit Koeffizienten in K und mit Konvergenzradien rP > 0 und rQ > 0. Sei
weiter b0 = z0. Dann gibt es eine Potenzreihe R(z) =

∑∞
j=0 cj(z − z1)j mit 30 Konvergenzradius

≥ ρ̂ := sup{ρ > 0 |
∑∞
j=1 |bj |ρj < rP }, so dass P ◦ Q(z) = R(z) für alle z ∈ Bρ̂(z1), c0 = a0,

c1 = a1b1, c2 = a1b2 + a2b
2
1, c3 = a1b3 + 2a2b1b2 + +a3b

3
1, . . . .

Beweis: Im Fall z0 = 0 = z1 = b0 haben wir es oben gezeigt. Der allgemein Fall folgt durch
Verschieben.

Es folgt direkt:

Korollar 2.21 (Verkettung analytischer Funktionen). Die Verkettung analytischer Funktionen
ist ebenfalls analytisch.

Korollar 2.22 (Kehrwerte analytischer Funktionen sind analytisch). Es sei Ω offen in K und f
eine analytische Funktion f : Ω→ K. Dann ist Ω \ f−1(0)→ K, z 7−→ 1/f(z) analytisch.

Beweis von Korollar 2.22: Wir behaupten, dass C \ {0} h−→ C mit z 7−→ 1
z analytisch ist. Aus

der Behauptung folgt dann Korollar 2.22, denn wir wissen ja auf Grund von Satz 2.20, dass die
Verkettung der analytischen Funktionen h und f wieder analytisch ist, h(f(z)) = 1/f(z).
30Das hier konstruierte ρ̂ ist also die eindeutige Lösung von

∑∞
j=1 |bj |ρ̂

j = rP , eine einfachere Charakterisierung,
die allerdings im folgenden nicht benötigt wird.
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Beweis der Behauptung:
Wir rechnen h(z) = 1

z , h
(k)(z) = (−1)kk!z−(k+1). Man muss zeigen, dass

1
z

=
∞∑
k=0

h(k)(w0)
k! (z − w0)k

=
∞∑
k=0

(−1)kw−k−1
0 (z − w0)k

auf einer Umgebung von w0 ∈ C \ {0} gilt.

∞∑
k=0

(−1)kw−k−1
0 (z − w0)k = 1

w0

∞∑
k=0

qk

(1)= 1
w0

1
1− q

= 1
w0

w0

w0 + z − w0

= 1
z
,

wobei q = − z−w0
w0

mit |z − w0| < |w0| und bei (1) die geometrische Reihe verwendet wird.

Umkehrfunktionen.

Falls f : Ω → K analytisch mit f ′(z0) 6= 0 ist, dann besitzt f eine lokale Umkehrfunkti-
on. Das heißt: es existiert eine offene Umgebung U von z0 in Ω, so dass f |U injektiv ist und
(f |U )−1 : f(U)→ U analytisch ist.

Beweis: 31 Zunächst reicht es, den Fall K = C zu betrachten, denn reelle Potenzreihen können auf
C erweitert werden. Die reelle analytische Umkehr-Funktion erhält man dann durch Restriktion
der komplexen Umkehrfunktion auf reelle Argumente.

Sei also nun K = C. Der Beweis nutzt die noch nicht bewiesene Aussage, dass holomorphe Funk-
tionen analytisch sind.32

Da f analytisch ist, ist f beliebig oft im komplexen Sinn differenzierbar. Insbesondere ist auch
f ′ : Ω → C stetig. Eine Aufgabe auf Übungsblatt 4 besagt nun, dass es eine offene Umgebung U
von z0 in Ω gibt, so dass f |U injektiv ist und (f |U )−1 : f(U) → U holomorph ist. Sobald wir
gezeigt haben, dass holomorphe Funktionen analytisch sind, ist somit auch die Umkehrfunktion
analytisch.

Beweis der Übunsgaufgabe. Die Bedingung f ′(z0) 6= 0 impliziert, dass Jf(z0) ∈ R2×2 invertierbar
ist. Da f ′ stetig ist, ist f im reellen Sinn stetig differenzierbar. Aus dem lokalen Umkehrsatz folgt
die Existenz einer Umgebung U von z0, so f |U injektiv ist und g := (f |U )−1 : f(U) → U reell
differenzierbar ist. Es folgt für alle z ∈ U : Jg(f(z)) · Jf(z) = 12. Aus der komplexen Linearität
von Jf(z) (Cauchy-Riemann-Gleichungen) folgt also die komplexen Linearität von Jg(f(z)). So-
mit erfüllt auch g die Cauchy-Riemann-Gleichungen, ist also auch holomorph.

31Dieser Beweis wurde in der Vorlesung übersprungen.
32Wir dürfen diese Aussage also vorläufig nicht im Aufbau der Vorlesung nutzen!
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Die Koeffizienten der lokalen Umkehrfunktion können wir nun mit Satz 2.20 berechnet werden.
Wir schreiben lokal

f(z) =
∞∑
j=0

aj(z − z0)j f−1(z) =
∞∑
j=0

bj(z − f(z0))j

Man wendet den Satz nun entweder für f ◦f−1(z) = z oder f−1◦f(z) = z an und erhält dann zum
Beispiel b0 = z0, 1 = a1b1, 0 = a1b2 + a2b

2
1, 0 = a1b3 + 2a2b1b2 + a3b

3
1, . . . , was induktiv Formeln

für alle bk liefert. Man kann so endlich viele Koeffizienten gut berechnen. Mir ist aber keine in der
Praxis gut nutzbare Formel bekannt, die alle Koeffizienten auf einmal beschreibt, ohne dass man
zur Berechnung mit kombinatorische Problemen konfrontiert wird. Für spezielle Koeffizienten ai
kann man aber eventuell mit guten „Tricks“ zu den Koeffizienten bi kommen, wie z. B. in Aufgabe
4 von Übungsblatt 4.

Zusammenfassung:.

Aus f, g analytisch folgt:

• f ± g analytisch

• f · g analytisch

• 1
f analytisch

• f
g analytisch

• f ◦ g analytisch

• f−1 analytisch (noch nicht vollständig gezeigt)

wobei man die Koeffizienten aus den Koeffizienten von f und g erhält.Di 5.11.

Identitätssätze

Satz 2.23 (Identitätssatz für Potenzreihen). Sei P (z) =
∑∞
j=0 ajz

j eine reelle oder komplexe
Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0. Dann sind äquivalent:

(1) P ≡ 0 auf Br(0).

(2) P (k)(0) = 0 für alle k ∈ N (P verschwindet in 0 von Ordnung ∞)

(3) ak = 0 für alle k ∈ N

(4) Es gibt zn ∈ Br(0) \ {0} mit limn→∞ zn = 0 und P (zn) = 0. In anderen Worten: 0 ist
Häufungspunkt von P−1({0}).

Beweis: (1) =⇒ (2)⇐⇒ (3) =⇒ (1) =⇒ (4) ist alles klar.
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Bleibt also zu zeigen, dass (4) auch (1) impliziert.

0 = lim
n→∞

P (zn) = lim
n→∞

∞∑
j=0

ajz
j
n

(∗)=
∞∑
j=0

aj( lim
n→∞

zn︸ ︷︷ ︸
=0

)j = a0

P (z)
z

=
∞∑
j=1

ajz
j−1

0 = lim
n→∞

P (zn)
zn

=
∞∑
j=1

aj( lim
n→∞

zn︸ ︷︷ ︸
=0

)j−1 = a1

...
...

0 = lim
n→∞

P (zn)
zkn

=
∞∑
j=k

aj( lim
n→∞

zn︸ ︷︷ ︸
=0

)j−k = ak

...
...

Hierbei haben wir bei (∗) die Stetigkeit von Potenzreihen benutzt. Es folgt (3) und somit auch (1).

Wiederholung: Ω ⊂ C ist genau dann ein Gebiet, wenn Ω zusammenhängend, offen und nicht leer
ist.

Satz 2.24 (Identitätssatz für analytische Funktionen). Sei Ω ⊂ C ein Gebiet in C im Fall K = C,
sei Ω ⊂ R ein offenes Intervall im Fall K = R. Sei f : Ω→ K analytisch. Dann sind äquivalent:

(1) f ≡ 0

(2) Es existiert ein z0 ∈ Ω, so dass 0 = f(z0) = f ′(z0) = f ′′(z0) = . . . .

(3) Es gibt ein H ⊂ Ω mit mindestens einem Häufungspunkt in Ω, so dass f|H ≡ 0. (⇔ f−1(0)
besitzt einen Häufungspunkt in Ω.)

Beweis: (1)=⇒ (2) ist klar. (1) =⇒ (3) ist klar mit H := Ω.

Es gelte (2) oder (3). Für (3) sei z0 ∈ Ω ein Häufungspunkt von H, nach Voraussetzung gilt
f|H ≡ 0. Für (2) und (3) verschwindet dann – aufgrund des Identitätssatzes für Potenzreihen – die
Funktion f auf einer Umgebung von z0. Das heißt, es existiert ein ε > 0 : f|Bε(z0) ≡ 0. Definiere
nun

U := {z ∈ Ω | f verschwindet auf einer Umgebung von z}
Satz 2.23= {z ∈ Ω | 0 = f(z) = f ′(z) = f ′′(z) = . . . }

= f−1({0})︸ ︷︷ ︸
{z∈Ω|f(z)=0}

∩ (f ′)−1({0}) ∩ . . .

=
∞⋂
j=0

{z ∈ Ω | f (j)(z) = 0}︸ ︷︷ ︸
(f(j))−1({0}) abgeschlossen in Ω

Also ist U abgeschlossen in Ω. Aus dem oben Gezeigten folgt z0 ∈ U .

U ist auch offen: sei z ∈ U , dann existiert ein ε > 0 : f |Bε(z) ≡ 0. Also für alle w ∈ Bε(z) :
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f |Bε−|w−z|(w) ≡ 0. Also w ∈ U .

Abbildung zum Beweis von Satz 2.24

Wir haben somit Bε(z) ⊂ U . Deswegen ist U offen und abgeschlossen in Ω. Da Ω zusammenhän-
gend ist, folgt Ω = U .

Korollar 2.25. Angenommen f, g : Ω→ K analytisch, Ω Gebiet, zn, z∞ ∈ Ω.

• Angenommen es gilt für alle k ∈ N : f (k)(z0) = g(k)(z0). Dann folgt mit Satz 2.24 auch
f ≡ g.

• Existiert eine Folge (zn)n∈N mit zn → z∞, zn 6= z∞, f(zn) = g(zn). Dann folgt: f ≡ g.

Bemerkung 2.26. Aber es gibt analytische Funktionen f : Ω1 → C, g : Ω2 → C, sodass (f − g)
auf einer Umgebung von z0 verschwindet, aber (f − g)|Ω1∩Ω2 6≡ 0, siehe Beispiel 2.32 (3).

Wir erhalten auch hieraus:

Bemerkung (Prinzip der analytischen Fortsetzung). Angenommen Ω ist ein Gebiet in K, U
eine offene Teilmenge von Ω und f : U → K analytisch. Dann gibt es höchstens eine analytische
Fortsetzung auf Ω, das heißt, es gibt höchstens eine analytische Funktion F : Ω → K mit F |U =
f .Wir haben aber noch keine Kriterien gesehen, mit denen wir im allgemeinen entscheiden können,
ob solch ein F existiert.

Satz 2.27. Ω Gebiet, K = C, Ω ein offenes Intervall (K = R). f : Ω → K analytisch, f 6≡ 0.
Dann ist f−1(0) = {z ∈ Ω | f(z) = 0} diskret.

Wiederholung: A ⊂ C diskret genau dann, wenn die von K induzierte Topologie auf A die diskrete
Topologie ist. Dies ist genau dann, wenn für alle z ∈ A ein ε > 0 existiert, so dass Bε(z)∩A = {z}.

Beweis: Angenommen f−1(0) ist nicht diskret. Dann existiert ein z ∈ f−1(0), so dass {z} nicht
offen in f−1(0) ist. Dies impliziert: für alle n ∈ N existiert ein zn ∈ (B 1

n
(z) \ {z})∩ f−1(0). Somit

zn 6= z : |zn − z| < 1
n → 0. Daraus folgt, dass z ein Häufungspunkt von f−1(0) ist. Mit Satz 2.24

folgt f ≡ 0. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme.

Folgerung 2.28. Sei Ω ein Gebiet in C. Sei K ⊂ Ω eine kompakte Teilmenge. Weiter sei f : Ω→
C analytisch mit f 6≡ 0. Dann ist f−1(0) ∩K endlich.

Denn f−1(0) ist diskret und abgeschlossen in Ω.
=⇒ f−1(0) ∩K ist diskret und abgeschlossen in K.
=⇒ f−1(0) ∩K ist kompakt und diskret.
=⇒ f−1(0) ∩K ist endlich, denn kompakte diskrete Mengen sind endlich.

2.6 Die komplexe Exponentialfunktion und die „Logarithmusfunktion“

Exponentialfunktion.
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Re(z)

Im(z)

r = |z|

z

ϕ

Abbildung 2.5: Veranschaulichung von z = r · eiϕ.

Wir betrachten die Polardarstellung von z ∈ C \ {0}:

z = reiϕ = r cosϕ+ ri sinϕ mit r ∈ R, r = |z|,

r ist der Betrag von z, ϕ ∈ R und ϕ = arg z heißt Argument von z.

Das Argument ϕ ist nicht eindeutig, also ist auch arg z im Allgemeinen nicht eindeutig, sondern
nur bis auf Vielfache von 2π, definiert.

Die Exponentialfunktion ist C→ C, z 7−→
∑∞
j=0

1
j!z

j =: exp z = ez.

Eigenschaften 2.29.

(1)
(
d
dz exp

)
(z) = exp(z)

(2) Mit dem Satz vom Cauchy-Produkt (Analysis I, Kap. 3, Kor. 2.37 oder Korollar 3.2 aus
Anhang A.3) haben wir gesehen: exp(z + w) = (exp(z))(exp(w))

(3) exp(z) · exp(−z) = 1, also ist exp(z) 6= 0. Es folgt: exp(C) ⊂ C \ {0}.

Andererseits definieren wir für w ∈ C \ {0}: z := log |w|+ i · argw

=⇒ ez = elog |w| · ei·argw = |w|ei·argw = w.
Also exp(C) = C \ {0}.

(4) ez = 1⇐⇒ z = 2πin mit n ∈ Z.
Denn sei ez = 1, z = x+ iy, dann folgt daraus

|ez| = 1 =⇒ |ez| = |ex| |eiy|︸︷︷︸
=1

= 1,

wobei wir nutzten: |eiy|2 = eiye−iy = e0 = 1.

Es gilt also: x = 0 und man muss noch zeigen: y = 2πn

1 = eiy = cos y + i sin y =⇒ cos y = 1, sin y = 0. Also: y ∈ 2πZ.

Logarithmus.

Löse ez = w, w 6= 0. ez = w ⇐⇒ z = log |w|+ i argw, wobei argw bis auf 2πZ eindeutig bestimmt
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ist.

Definition 2.30. Die Logarithmus-„Funktion“ ist die Relation

log : C \ {0} → C

w 7−→ log |w|+ i argw,

wobei argw bis auf 2πZ eindeutig bestimmt ist. 33 Man redet in diesem Zusammenhang oft von
„vieldeutigen Funktionen“. Man kann es auch als eine wohldefinierte Funktion mit log : C \ {0} →
C/(2πiZ) ansehen. Um möglichst präzise zu bleiben, arbeiten wir aber nicht mit diesem Konzept der
vieldeutigen Funktionen; wir wollen gar nicht näher diskutieren, was die Logarithmus-„Funktion“
nun wirklich ist, sondern mit dem folgenden Konzept des Zweiges der Logarithmus-Funktion ar-
beiten: Ist Ω ⊂ C \ {0} ein Gebiet und ` : Ω→ C eine stetige Funktion mit exp(`(z)) = z für alle
z ∈ Ω, dann nennt man ` einen Zweig der Logarithmusfunktion.34

!ACHTUNG!. Ist ` : Ω→ C ein Zweig der Logarithmusfunktion, dann ist auch `+2πi ein Zweig
der Logarithmusfunktion. Die Zweige sind also keineswegs eindeutig.

Spezialfall:

Log : Ω = C \ R≤0 → C

Logw = log |w|+ i argw

−π < argw < π

ist der Hauptwert des Logarithmus oder der Hauptzweig des Logarithmus.

Lemma 2.31. Sind f, g : Ω → C Zweige der Logarithmusfunktion, dann existiert ein n ∈ Z für
alle z ∈ Ω, so dass f(z) = g(z) + 2πin.

Beweis:
z = ef(z) = eg(z)

33Der Begriff „Logarithmusfunktion“ ist historisch gewachsen und etwas problematisch. Strikt in der Sprache, die
wir in Analysis I eingeführt haben, ist damit die Relation {(exp z, z) ∈ C2 | z ∈ C} = {(w, |w|+ i argw) ∈ C2 |
w ∈ C \ {0}, argw ist irgendein Argument von w} gemeint. Diese Relation ist aber nicht funktional.

34Zweige der Logarithmusfunktion sind Funktionen im klassischen Sinn, keine „vieldeutigen“ Funktionen.
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1

w1

w2

Abbildung 2.6: Zu Beispiel 2.32. Alles außer dem negativen Teil der reellen Achse (orange gewellt)
ist der Definitionsbereich von Log. Der Definitionsbereich von L̃og aus (1) ist die
schwarze Kreisscheibe. Die rote und grüne Kreisscheibe sind die Definitionsbereiche
eines Zweigs der Logarithmusfunktion wie in (2) für zwei verschiedene w ∈ C\{0}.

=⇒ ef(z)−g(z) = 1

=⇒ f(z)− g(z) ∈ 2πiZ = {2πin | n ∈ Z} .

Wir definieren A := {f(z)− g(z)︸ ︷︷ ︸
stetig in z

| z ∈ Ω}. Als Bild der zusammenhängenden Menge Ω unter einer

stetigen Funktion ist A zusammenhängend 35 und A ⊂ 2πiZ ist diskret. Diskrete, zusammenhän-
gende Mengen bestehen nur aus einem Punkt. Also existiert ein n ∈ Z, so dass A = {2πin}.

Beispiel 2.32. Potenzreihen als Zweige der Logarithmusfunktion

(1) Für |z| < 1 definiere

L̃og(1 + z) =
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
zn

mit L̃og : B1(1)→ C, 1 7−→ 0. Aufgabe 4 auf Übungsblatt 4 impliziert: L̃og ist ein Zweig der
Logarithmusfunktion. Deswegen

Log |B1(1) = L̃og + 2πin

Log(1) = 0 = L̃og(1)

=⇒ n = 0

=⇒ Log |B1(1) = L̃og

35Ω ist ein Gebiet, da wir Zweige der Logarithmusfunktionen nur auf Gebieten definiert haben. Damit ist Ω
insbesondere zusammenhängend.
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Abbildung 2.7: Beispiel Zweige der Logarithmusfunktion.

(2) w ∈ C \ {0}, w = |w|eiϕ mit z ∈ B|w|(w)⇐⇒ z
w ∈ B1(1),

L|w|,ϕ : B|w|(w)→ C,

z 7−→
∞∑
n=1

(−1)n+1

n

( z
w
− 1
)n

︸ ︷︷ ︸
= L̃og( zw )

+ log |w|+ iϕ

ist ein Zweig der Logarithmusfunktion, denn

exp(L|w|,ϕ(z)) =
[
exp

(
L̃og

( z
w

))]
· |w| · eiϕ

= z

w
· w

= z

(3) Beispiel zur Bemerkung 2.26: Wir betrachten den Fall w = −1 = 1eiπ. Dann ist L1,π : Ω1 :=
B1(−1)→ C ein Zweig der Logarithmus-Funktion, der auf B1(−1)∩{z | Im z > 0} mit dem
Hauptzweig Log : Ω2 := C \R≤0 → C übereinstimmt. Auf B1(−1)∩ {z | Im z < 0} gilt aber
L1,π = L1,−π + 2πi = Log +2πi.

Aus dem Beispiel folgt, dass es zu jedem w ∈ C \ {0} einen Zweig ` : B|w|(w)→ C gibt, der analy-
tisch ist. Da Zweige der Logarithmusfunktion lokal sich nur um Vielfache von 2πi unterscheiden,
sieht man dadurch, dass alle Zweige der Logarithmusfunktion analytisch sind. (Man sieht dies
auch dadurch, dass Umkehrfunktionen analytischer Funktionen analytisch sind.)Fr. 8.11.

Anmerkung zu der Notation.

Wir verwenden log sowohl für den reellen (natürlichen) Logarithmus log : R>0 → R zur Basis e, als
auch für die vieldeutige komplexe Logarithmus-Funktion (hier gibt es selten Missverständnisse,
da wir letztere zu vermeiden versuchen). Log bezeichnet den Hauptwert des Logarithmus. Die
Bezeichnungen L̃og, L|w|,ϕ und dergleichen hatten nur lokale Bedeutung und werden so nicht
mehr regelmäßig benutzt.

Im Allgemeinen gilt nicht
Log(a · b) 6= Log a+ Log b.
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Beispiel:

Log
(
e

2πi
3
)

= i
2π
3

Log
(
e

4iπ
3
)

= Log(e− 2iπ
3 ) = −2iπ

3

Also: Log
(
e

2πi
3 · e 2πi

3
)

= −2iπ
3 6= Log

(
e

2πi
3
)

+ Log
(
e

2πi
3
)

= 4iπ
3

Sei ` : Ω → C ein Zweig der Logarithmus-Funktion, es gilt also exp(`(z)) = z. Durch Ableiten
unter Verwendung der Kettenregel erhalten wir

(exp′(`(z))) `′(z) = 1

=⇒ `′(z) = 1
exp(`(z)) = 1

z

Korollar 2.33. Jeder Zweig ` : Ω → C der Logarithmus-Funktion ist holomorph und es gilt
`′(z) = 1

z .

3 Der Cauchysche Integralsatz und Anwendungen

3.1 Motivation

In der reellen Analysis haben wir gesehen, dass stetige Funktionen integrierbar sind und deswegen
hat jede stetig Funktion eine (reelle) Stammfunktion: man gewinnt sie durch Integration und sieht
mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, dass es tatsächlich eine Stammfunktion
ist.

In der komplexen Analysis findet man viele stetige Funktionen, die keine Stammfunktion besitzen.
Man sieht zum Beispiel, dass C→ C, z 7−→ |z| ∈ R keine (komplexe) Stammfunktion besitzt, nicht
einmal auf kleinen offenen Mengen. Wir werden bald Methoden haben, um dies einfach zu zeigen.
36

Es stellt sich nun die Frage, wann Funktionen der Form f : Ω → C, Ω Gebiet in C, Stammfunk-
tionen besitzen.

Eng damit verbunden ist die Frage: Sei Ω ein Gebiet in C und f : Ω → C holomorph. Seien
γ1, γ2 : [a, b]→ Ω stückweise stetig differenzierbare Kurven mit γ1(a) = γ2(a), γ1(b) = γ2(b). Gilt
dann auch

∫
γ1
f(z)dz =

∫
γ2
f(z)dz?

Antwort.

36 Alternativ geben wir hier einen elementaren Beweis an: angenommen, es existiert eine holomorphe Funktion
F : Bε(w)→ C, Bε(w) ⊂ C mit F ′(z) = |z|. Wegen

0 = Im F ′(z) = −
∂ ReF
∂y

=
∂ ImF

∂x

ist F von der Form u(x) + iv(y) für reell-wertige Funktionen u und v. Aus ∂u/∂x(x) = ∂v/∂y(y) für alle
(x + iy) ∈ Bε(w) folgt die Existenz einer Konstante c ∈ R mit ∂u/∂x ≡ ∂v/∂y ≡ c, also |z| = c konstant.
Widerspruch.
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γ1

γ2

Abbildung 3.1: Bild zum Beispiel γ1(t) = eπit und γ2(t) = e−πit.

Im allgemeinen Nein, aber unter geeigneten Voraussetzungen ist es wahr.

Beispiel zu Nein.

Betrachte die holomorphe Funktion f : C\{0} → C, f(z) = 1
z , und die beiden Kurven γ1(t) = eπit

und γ2(t) = e−πit für t ∈ [0, 1]. Es gilt∫
γ1

1
z
dz =

∫ 1

0

1
eπit
· (πi) · eπitdt = πi∫

γ2

1
z
dz =

∫ 1

0

1
e−πit

· (−πi) · e−πitdt = −πi

Das Integral hängt also vom Weg ab.

3.2 Stammfunktionen

Man nennt F eine Stammfunktion von f , falls F ′ = f .

Lemma 3.1. Angenommen F : Ω → C ist holomorph, f = F ′ : Ω → C stetig, γ : [a, b] → Ω
stückweise C1. Dann ist

∫
γ
f(z)dz = F (γ(b))− F (γ(a)).

Beweis: ∫
γ

f(z)dz =
∫ b

a

(f(γ(t))γ̇(t)dt

=
∫ b

a

F ′(γ(t))γ̇(t)︸ ︷︷ ︸
d
dtF (γ(t))

dt

= F (γ(b))− F (γ(a))

Dann hängt
∫
γ
f(z)dz nur von F, γ(a), γ(b) ab.

Beispiele 3.2.

(1) f = w ∈ C, F (z) = w · z,
∫
γ
w dz = w(γ(b)− γ(a))

(2) f(z) = w(z − z0), F (z) = 1
2w(z − z0)2,

∫
γ
w(z − z0) dz = 1

2w
(

(γ(b)− z0)2 − (γ(a)− z0)2
)
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(3)
∫
∂R

(w0z + w1) dz = 0, wenn ∂R der Rand eines Rechteckes ist.

Mit Hilfe von Bemerkung 1.23 kann man Satz 1.20 in eine Aussage über komplexe Kurvenintegrale
und komplexe Stammfunktionen übersetzen:

Satz 3.3 (Wegunabhängigkeit komplexer Kurvenintegrale). Sei Ω ⊂ C ein Gebiet und f : Ω→ C
stetig. Dann sind äquivalent

(1) f besitzt eine Stammfunktion, das heißt f = F ′ für eine differenzierbare Funktion F : Ω→ R.

(2) Ist γ eine geschlossene stückweise-C1-Kurve in Ω, dann gilt∫
γ

f(z) dz = 0.

(3) Sind γ und γ̂ stückweise-C1-Kurven in Ω mit gleichem Anfangs- und Endpunkt, dann gilt∫
γ

f(z) dz =
∫
γ̂

f(z) dz .

In anderen Worten: Kurvenintegrale von f hängen nur von den Endpunkten ab.

Ist f eine C1-Funktion im reellen Sinn, so folgen aus (1), (2) oder (3) die Cauchy-Riemann-
Gleichungen:

(4)

∂ Re f
∂x

(z0) = ∂ Im f

∂y
(z0)

∂ Re f
∂y

(z0) = −∂ Im f

∂x
(z0)

Ist zusätzlich Ω sternförmig (oder allgemein einfach zusammenhängend), so ist (4) sogar äquivalent
zu (1) (bzw. zu (2) bzw. zu (3)).

Die Funktion F in (1) ist dann natürlich immer sogar stetig differenzierbar. Ist f reell stetig
differenzierbar, so ist bereits bekannt, dass (4) äquivalent zur Holomorphie von f ist.

Der Beweis des Satzes ergibt sich direkt aus Satz 1.20 durch Anpassen an die komplexe Situation.
Wir betrachten wie in (1.6)

Y : Ω→ R2, Y (z) = (Re f(z),− Im f(z))T

Z : Ω→ R2, Z(z) = (Im f(z),Re f(z))T
.

und dann ergibt sich direkt aus Satz 1.20 die Äquivalenz von (1), (2) und (3). Die Gleichung in
(4) in Satz 1.20 übersetzt sich direkt in die Cauchy-Riemann-Gleichungen (4).

Eine detailiertere Ausführung von Rechnungen, die eigentlich jetzt jetzt schon klar sein sollten,
zur Ergänzung noch in Anhang B.1.

Korollar 3.4 (Cauchyscher Integralsatz für (komplex) stetig differenzierbare Funktionen). Sei Ω
sternförmig, f : Ω→ C holomorph und f ′ : Ω→ C stetig. Seien γ1, γ2 : [a, b]→ Ω stückweise stetig
differenzierbare Kurven mit γ1(a) = γ2(a), γ1(b) = γ2(b), dann ist

∫
γ1
f(z) dz =

∫
γ2
f(z) dz.
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R

z z + a

z + a+ ibz + ib

Abbildung 3.2: Bild des Rechtecks Rz,a,b = {z + ta+ isb | t, s ∈ [0, 1]}.

Rz+a,c,bRz,a,b

z z + a

z + a+ ibz + ib z + a+ c+ ib

z + a+ c

Abbildung 3.3: Bild des Rechteckes Rz,a+c,b.

Im folgenden wollen wir unter anderem zeigen, dass die Annahme „f ′ : Ω→ C stetig“ nicht nötig
ist.

3.3 Cauchyscher Integralsatz für Rechtecke

Bezeichnungen: z ∈ C, a, b ∈ R und
Rz,a,b = {z + ta+ isb | t, s ∈ [0, 1]}

∂Rz,a,b : [0, 4]→ C mit

∂Rz,a,b(t) =



z + ta 0 ≤ t ≤ 1

z + a+ (t− 1)ib 1 ≤ t ≤ 2

z + ib+ (3− t)a 2 ≤ t ≤ 3

z + (4− t)ib 3 ≤ t ≤ 4.

a · b > 0⇐⇒ ∂R läuft im Gegenuhrzeigersinn um R.
a · b < 0⇐⇒ ∂R läuft im Uhrzeigersinn um R.
f : Ω → C ist stetig, γ : [a, b] → Ω mit −γ(t) := γ(−t), wobei −γ : [−b,−a] → Ω und gilt∫
γ
f(z) dz = −

∫
−γ f(z) dz.∫

∂Rz,a,b
f(z) dz +

∫
∂Rz+a,c,b

f(z) dz =
∫
∂Rz,a+c,b

f(z) dz

Satz 3.5 (Satz von Goursat: Cauchyscher Integralsatz für Rechtecke). 37 Ω ⊂ C offen. Sei
f : Ω→ C holomorph, Rz,a,b ⊂ Ω. Dann ist

∫
∂Rz,a,b

f(z) dz = 0

Bemerkung. Wir nutzen im Beweis die Ungleichungskette für γ : [a, b]→ Ω, f : Ω→ C

∣∣∣∫
γ

f(z) dz
∣∣∣ =

∣∣∣∫ b

a

f(γ(t))γ̇(t) dt
∣∣∣ ≤ sup

t∈[a,b]
|f(γ(t))|

∫ b

a

|γ̇(t)| dt = sup
t∈[a,b]

|f(γ(t))|L(γ) . (3.1)

Siehe auch (1.5).

Beweis des Satzes von Goursat:
37Biographie von Goursat: http://de.wikipedia.org/wiki/%C3%89douard_Goursat
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Abbildung 3.4: Bild zum Beweis von Satz 3.5.

Wir schreiben R für Rz,a,b. Wir zerteilen R in 4 Teilrechtecke, die wir im Gegenuhrzeigersinn
durchnummerieren.

R1 := Rz,a/2,b/2

R2 := Rz+a/2,a/2,b/2

R3 := Rz+a/2+ib/2,a/2,b/2

R4 := Rz+ib/2,a/2,b/2

Analog zerteilen wir nun jedes Rj in Teilrechtecke Rj1, . . . , Rj4, dann wieder jedes Rjk in 4 Recht-
ecke etc.

∫
∂R

f(z) dz︸ ︷︷ ︸
I(R)

=
∫
∂R1

f(z) dz︸ ︷︷ ︸
I(R1)

+
∫
∂R2

f(z) dz︸ ︷︷ ︸
I(R2)

+
∫
∂R3

f(z) dz︸ ︷︷ ︸
I(R3)

+
∫
∂R4

f(z) dz︸ ︷︷ ︸
I(R4)

∃ν1 ∈ {1, . . . , 4} : |I(Rν1)| ≥ 1
4 |I(R)|

∃ν2 ∈ {1, . . . , 4} : |I(Rν1,ν2)| ≥ 1
4 |I(Rν1 | ≥

1
42 |I(R)|

...
...

∃νk ∈ {1, . . . , 4} : |I(Rν1ν2...νk)| ≥
1
4k |I(R)|

...
...

Rν1...νk+1 ⊂ Rν1...νk .
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Der Durchmesser38 einer Menge A ⊂ C ist definiert als

diamA := sup
{
|z − w|

∣∣ z, w ∈ A} ∈ {−∞} ∪ [0,∞].

Man sieht leicht
diamRν1,...,νk ≤

|a|+ |b|
2k

Wegen

diam
∞⋂
`=1

Rν1...,ν` ≤ diamRν1,...,νk ≤
|a|+ |b|

2k
k→∞→ 0

besitzt
∞⋂
`=1

Rν1...,ν` höchstens ein Element. Ist zk die linke untere Ecke von Rν1,...,νk , dann ist (zk)

eine Cauchy-Folge, sei z0 := limk→∞ zk. Da alle Rechtecke Rν1,...,νk abgeschlossen sind, und da
z` ∈ Rν1,...,νk für ` ≥ k, gilt z0 ∈

⋂∞
`=1Rν1...,ν` , also

∞⋂
`=1

Rν1...,ν` = {z0}.

Schreibe

f(z) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + ε(z − z0)|z − z0|, (3.2)

wobei ε(z − z0) eine im Punkt z0 stetige Funktion ist mit ε(z0 − z0) = ε(0) = 0.39

1
4k |I(R)| ≤ |I(Rν1,...,νk)|

= |
∫
∂Rν1,...,νk

f(z) dz|

≤
∣∣∣∫
∂Rν1,...,νk

(f(z0) + (z − z0)f ′(z0)) dz︸ ︷︷ ︸
Beispiel 3.2(3)

= 0

∣∣∣+
∣∣∣∫
∂Rν1,...,νk

ε(z − z0)|z − z0| dz
∣∣∣

≤ Länge(∂Rν1,...,νk)︸ ︷︷ ︸
=(2|a|+2|b|)· 1

2k

· sup
z∈∂Rν1,...,νk

|ε(z − z0)|︸ ︷︷ ︸
τ(k):=

· sup
z∈∂Rν1,...,νk

|z − z0|︸ ︷︷ ︸
≤(|a|+|b|)· 1

2k

≤ 2(|a|+ |b|)2 1
4k τ(k)

und τ(k)→ 0 für k → 0. Also gilt:

|I(R)| ≤ 2(|a|+ |b|)2τ(k) k→∞−−−−→ 0

und damit folgt |I(R)| = 0, also I(R) = 0.
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Abbildung 3.5: zum Beweis von Lemma 3.7.

3.4 Lokale Existenz von Stammfunktionen
Di 12.11.

Definition 3.6. Sei Ω ⊂ C offen, f : Ω→ C stetig. Wir sagen f hat lokal eine Stammfunktion,
wenn für alle z0 ∈ Ω ein r > 0 und eine holomorphe Funktion F : Br(z0) → C existiert mit
Br(z0) ⊂ Ω und F ′ = f |Br(z0).

Lemma 3.7. Sei z0 ∈ C, r ∈ R>0, f : Br(z0) → C holomorph. Seien γw und γ̂w stückweise
achsenparallele Wege in Br(z0) von z0 nach w. Dann gilt∫

γw

f(z) dz =
∫
γ̂w

f(z) dz .

Beweis: Es gibt Rechtecke R1, . . . , Rk, so dass

• Zerschneiden von ∂Rk in die vier Seiten,

• Eliminierung von Paaren von Wegstücken, die die gleiche Strecke durchlaufen, aber mit
anderer Orientierung.

• Neu-Zusammensetzen dieser Wege zu einem geschlossenen Pfad

den Weg γ̂w · (−γw) ergibt, wobei γ̂w · (−γw) den Weg bezeichnet, der zuerst γ̂w durchläuft und
dann γw in umgekehrter Richtung durchläuft.

0 Satz 3.5=
∫
∂R1

f(z) dz + · · ·+
∫
∂Rk

f(z) dz =
∫
γ̂w

f(z) dz −
∫
γw

f(z) dz

=⇒ Behauptung

Satz 3.8. Sei z0 ∈ C, r ∈ R>0, f : Br(z0) → C holomorph. Dann gibt es eine holomorphe
Funktion F : Br(z0)→ C mit F ′ = f .

Beweis: Zu w ∈ Br(z0) wähle einen achsenparallelen Weg γw von z0 nach w. Dann hängt nach
38Englisch „diameter“, deswegen mit diam abgekürzt.
39Oder äquivalent: ε ist eine Funktion mit ε(z − z0)→ 0 für z → z0.
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z0

w w + h

Abbildung 3.6: Zum alternativen Beweis von F ′ = f in Satz 3.8.

Lemma 3.7
F (w) :=

∫
γw

f(z) dz

nicht von der Wahl des Weges ab. Wir erhalten eine wohldefinierte Funktion F : Br(z0)→ C.

Es gilt dann
F (w) =

∫
γw

Y + i

∫
γw

Z

mit
Y : Ω→ R2, Y (w) = (Re f(w),− Im f(w))T ,
Z : Ω→ R2, Z(w) = (Im f(w),Re f(w))T .

Nun wollen wir zeigen, dass F holomorph ist mit F ′(w) = f(w) für alle w ∈ Ω. Hierzu zeigt man
genauso wie im Teil (3) ⇒ (1) im Beweis von Satz 1.13, dass F im reellen Sinne differenzierbar
ist und es gilt dann:

∂ ReF (w)
∂x

= Re f

∂ ReF (w)
∂y

= − Im f

∂ ImF (w)
∂x

= Im f

∂ ImF (w)
∂y

= Re f

Dies sind die Cauchy-Riemann-Gleichungen. Also folgt, dass F holomorph ist mit F ′ = f .

Alternativer Beweis von F ′ = f :40 Um diese Behauptung zu zeigen, wählen wir den Weg γw
geschickt. Zunächst einmal einen achsenparallelen Weg, γ : [0, 1 + ε) → Ω, ε > 0 so, dass wir
zunächst den Imaginärteil von w erreichen und bewegen uns dann auf (1 − ε, 1 + ε) nur noch in
reeller Richtung. Wir können annehmen, dass γ(1 + h) = w + h für h ∈ (−ε, ε).

F (w + h)− F (w) =
∫
γ|[0,1+ε]

f(z) dz −
∫
γ|[0,1]

f(z) dz

=
∫
γw,w+h

f(z) dz,

40Hier wird im wesentlichen das Vorgehen in Satz 1.13 nochmals wiederholt.
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wobei γw,w+h(t) = w+t, γw,w+h : [0, h]→ Ω, falls h ≥ 0 und γw,w+h(t) = w−t, γw,w+h : [0, |h|]→
Ω, falls h < 0.

lim
h→0

F (w + h)− F (w)
h

= lim
h→0

∫
γw,w+h

f(z) dz
h

= lim
h→0

∫ h
0 f(w + t) · 1 dt

h

= d

dh
|h=0

∫ h

0
f(w + t) dt

HDI= f(w)

Also ist F in die reelle Richtung richtungsableitbar, und ∂F
∂x (w) = f(w).

Wähle nun einen Weg γ, der zuerst den Realteil von w annimmt und so dass γ(1+h) = w+ ih für
h ∈ (−ε, ε). Dann gilt γ̇(w+h) = i für diese h. Wir setzen γw,w+ih(t) = w+it, γw,w+ih : [0, h]→ Ω,
falls h ≥ 0 und γw,w+ih(t) = w − it, γw,w+h : [0, |h|]→ Ω, falls h < 0.

F (w + ih)− F (w) =
∫
γw,w+ih

f(z) dz

=
∫ h

0
f(w + it) · i dt,

∂F

∂y
= i

d

dh
|h=0

∫ h

0
f(w + it) dt

HDI= if(w)

Also ist F in die imaginäre Richtung richtungsableitbar und somit ist F partiell differenzierbar
(im reellen Sinne). Die partiellen Ableitungen sind stetig, da f stetig ist

F ∈ C1 im R-Sinne.

JF (w) =
(

Re f(w) − Im f(w)
Im f(w) Re f(w)

)
Mit Cauchy-Riemann folgt: F ist komplex differenzierbar und F ′ = f .

Korollar 3.9. Sei f : Ω→ C holomorph. Dann hat f lokal eine Stammfunktion.

Bemerkung 3.10. Wir werden später sehen, dass gilt: f hat lokal eine Stammfunktion, dann ist
f holomorph. (Bisher wissen wir noch nicht, dass eine Funktion mit einer lokalen Stammfunktion
differenzierbar und sogar stetig differenzierbar ist. Sonst wäre auch diese Umkehrung uns bereits
bekannt.)

Beispiel 3.11. C \ {0} → C mit z 7−→ 1
z ist holomorph, hat also lokal eine Stammfunktion. Die

Funktion besitzt aber keine (globale)41 Stammfunktion. Siehe Aufgabe 2 b) auf Übungsblatt 3.

3.5 Homotopie

Definition 3.12. Seien X und Y topologische Räume und A ⊂ X. Zwei stetige Abbildungen
γ, τ : X → Y mit γ|A = τ |A heißen homotop relativ zu A, falls es eine stetige Abbildung
41 global=“lokal“ steht nicht da ;-)
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Abbildung 3.7: Beispiel einer Homotopie. Das rechte Bild sollte eigentlich im ca. 60 Grad im
Uhrzeigersinn gedreht sein, damit es zum unten beschriebenen Unterbeispiel in
passt.

H : X × [0, 1]→ Y gibt, mit

(∗)


H(x, 0) = γ(x) für alle x ∈ X

H(x, 1) = τ(x) für alle x ∈ X

H(a, t) = γ(a) = τ(a) für alle a ∈ A und für alle t ∈ [0, 1]

Schreibe γ ∼A τ . Die Abbildung H heißt Homotopie relativ zu A von γ nach τ .

Beispiel 3.13. X = [b, c], A = {b, c} die Menge der Randpunkte. In diesem Fall sagt man
„homotop mit festen Endpunkten“ an Stelle von „homotop relativ zu A.“

Sei Y ⊂◦ Rn. Seien γ, τ : [b, c]→ Y stetige Kurven mit denselben Endpunkten. Eine Homotopie ist
eine stetige Abbildung H : [b, c] × [0, 1] → Y mit den Eigenschaften (∗), wobei wieder X = [b, c],
A = {b, c}. Im folgenden gelte s ∈ [b, c] und t ∈ [0, 1].

Unterbeispiel:

Sei Y = R2 = C, γ, τ : [0, π]→ R2 mit

γ(s) =
(

s

sin(s)

)
,

τ(s) =
(

s

− sin(s)

)
,

H(s, t) =
(

s

(1− 2t) sin(s)

)
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ist eine Homotopie von γ zu τ , denn es gilt

H(s, 0) =
(

s

sin s

)
= γ(s)

H(s, 1) =
(

s

− sin s

)
= τ(s)

H(0, t) =
(

0
0

)

H(π, t) =
(
π

0

)

Proposition 3.14. Sei Y ⊂ Rn, Y sternförmig42 bezüglich y0 ∈ Y . Sei X ein topologischer
Raum. A ⊂ X, γ, τ : X → Y stetig mit γ(A) = τ(A) = {y0}. Dann sind γ und τ homotop relativ
zu A. Es gilt also γ ∼A τ .

Beweis: Spezialfall: τ(x) = y0 für alle x ∈ X.

H(x, t) = ty0 + (1− t)γ(x) stetig

H(x, 0) = γ(x)

H(x, 1) = y0 = τ(x)

H(a, t) = ty0 + (1− t) γ(a)︸︷︷︸
y0

= y0 für alle a ∈ A

=⇒ γ ∼A τ

Der allgemeine Fall folgt aus dem folgenden Lemma.

C(X,Y ) := {f : X → Y | f stetig }

Lemma 3.15. Homotopie relativ zu A ist eine Äquivalenzrelation auf C(X,Y ).

Beweis:

(1) Reflexivität. Sei γ ∈ C(X,Y ). Dann γ ∼A γ.

(2) Symmetrie. Für alle γ, τ ∈ C(X,Y ) gilt: γ ∼A τ =⇒ τ ∼A γ

(3) Transitivität. Für alle γ, τ, σ ∈ C(X,Y ) gilt: γ ∼A τ und τ ∼A σ =⇒ γ ∼A σ.

zu (1): H(x, t) = γ(x) ist eine Homotopie von γ nach γ.

zu (2): Sei H : X × [0, 1]→ Y eine Homotopie von γ nach τ . Dann ist

Ĥ(x, t) := H(x, 1− t)

eine Homotopie von τ nach γ.

zu (3): SeiH1 : X×[0, 1]→ Y eine Homotopie von γ nach τ . SeiH2 : X×[0, 1]→ Y eine Homotopie

42Erinnerung: „sternförmig bezüglich y0“ bedeutet: es gilt für alle y ∈ Y und für alle t ∈ [0, 1]: ty + (1− t)y0 ∈ Y .
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Abbildung 3.8: Zum Beweis von Lemma 3.15 (3). In der Zeichnung links ist leider die erste Variable x

auf der zweiten Koordinaten-Achse und die zweite Variable t aud der ersten Koordinaten-
Achse aufgetragen. Ich hoffe, dies verwirrt nicht. In der Vorlesung will ich dies ändern,
ich kann aber leider die Zeichungen nicht einfach im Skript ändern.

von τ nach σ. Dann definieren wir

H(x, t) :=

H1(x, 2t) 0 ≤ t ≤ 1
2 ,

H2(x, 2t− 1) 1
2 ≤ t ≤ 1.

Die Abbildung H ist wohldefiniert.43 Offensichtlich sind H|X×[0, 12 ] und H|X×[ 1
2 ,1] stetig und es

gilt X × [0, 1] = X × [0, 1
2 ] ∪ X × [ 1

2 , 1]. H ist stetig, da die Urbilder abgeschlossener Mengen
abgeschlossen sind.44 Man sieht leicht H(x, 0) = H1(x, 0) = γ(x) und H(x, 1) = H2(x, 1) = σ(x).

Definition 3.16. Sei Y ein wegzusammenhängender topologischer Raum, y0 ∈ Y , y0 : [0, 1] →
Y mit s 7−→ y0. Dann heißt Y einfach zusammenhängend bezüglich y0, falls jeder Weg
γ : [0, 1]→ X mit γ(0) = γ(1) = y0 homotop mit festen Endpunkten zu y0 ist. Also γ ∼[0,1] y0.

Man zeigt leicht: ist ein wegzusammenhängender topologischer Raum Y einfach-zusammenhängend
bezüglich y0 ∈ Y , dann ist Y auch einfach-zusammenhängend bezüglich eines beliebigen Punktes
y1 ∈ Y . (Siehe evtl. Zentralübung am 26.11..)

Beispiel 3.17. (1) Sternförmige Teilmengen von Rn oder C sind einfach zusammenhängend.

(2) Beispiel eines einfach zusammenhängenden, aber nicht sternförmigen Gebiets:

43Hier muss man prüfen, dass wir nicht (x, 1/2) zwei verschiedene Werte zuordnen. Wir haben aber nur einen Wert,
da H1(x, 1) = H2(x, 0) = τ(x).

44Man kann dies direkt zeigen, oder das folgende Lemma benutzen:

Lemma. Angenommen A und B sind abgeschlossene Teilmengen des topologischen Raums X, X = A∪B. Sei Y
ein weiterer topologischer Raum. Sind f |A und f |B stetig, dann auch f .

Beweis: Sei Z eine abgeschlossene Teilmenge von Y . Dann ist wegen der Stetigkeit von f |A die Menge f−1(Z)∩
A abgeschlossen in A und damit auch in X. Analog sieht man, dass auch f−1(Z) ∩B abgeschlossen ist. Damit
ist auch f−1(Z) = f−1(Z) ∩ (A ∪ B) = (f−1(Z) ∩ A) ∪ (f−1(Z) ∩ B) abgeschlossen. Da also alle Urbilder
abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind, ist f stetig.
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(3) Bild des Gebietes B2(0)\B1(0) in C, dass weder sternförmig, noch einfach zusammenhängend
ist.

(4) In R3 ist B2(0) \B1(0) einfach zusammenhängend.

Übung 3.18. In einem einfach zusammenhängendem Gebiet Ω gilt: Sind γ, τ : [a, b]→ Ω Kurven
mit denselben Endpunkten, dann sind sie auch homotop mit festen Endpunkten.

Lösung: Aufgabe auf Übungsblatt 6.

S1 :=
{
z ∈ C

∣∣∣ |z| = 1
}

Proposition 3.19. Sei Y ein wegzusammenhängender topologischer Raum, y0 ∈ Y . Dann sind
folgende Aussagen äquivalent

(1) Y ist einfach zusammenhängend (bezüglich y0).

(2) Jede stetige Abbildung f : S1 → Y ist homotop relativ ∅ zu einer konstanten Abbildung.

Die Proposition wird vorerst nicht gezeigt und nicht verwendet.45 Der Beweis ist ebenfalls eine
gute Übungsaufgabe, sobald Sie sich an den Begriff der Homotopie gewöhnt haben.

3.6 Cauchyscher Integralsatz für homotope Kurven
Fr 15.11.

Satz 3.20 (Cauchyscher Integralsatz (für homotope Kurven)). Sei Ω ⊂ C ein Gebiet, f : Ω→ C
holomorph. Seien γ, τ : [a, b] → Ω stückweise stetig differenzierbare Kurven, γ homotop zu τ mit
festen Endpunkten. Dann gilt: ∫

γ

f(z) dz =
∫
τ

f(z) dz.

Man beachte: Die Homotopie von γ nach τ wird als stetig vorausgesetzt46 und wir werden des-
wegen den Beweis so führen, dass wir nur die Stetigkeit und keine stetige Differenzierbarkeit oder
45Werde ich nicht verwenden und Sie nicht in den Übungsaufgaben.
46Viele Quellen fordern, dass die Homotopie stückweise stetig differenzierbar ist. Dann sind die Beweise ein einfa-

cher, aber das Resultat schwächer; was wir nicht wollen.
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Abbildung 3.9: Zum Beweis von Satz 3.20. Unterschied zu Vorlesung: links t- und s-Achse
vertauscht.

dergleichen benutzen. 47

Beweis: H : [a, b]× [0, 1]→ Ω sei eine Homotopie mit festen Endpunkten von γ nach τ . Zu jedem
s ∈ [a, b] und t ∈ [0, 1] gibt es ein δs,t > 0, so dass

• Bδs,t(H(s, t)) ⊂ Ω.

• f |Bδs,t (H(s,t)) besitzt eine Stammfunktion, die bis auf eine Konstante eindeutig ist (Satz 3.8).

Da H stetig ist, ist Vs,t := H−1(Bδs,t(H(s, t))) offen in [a, b] × [0, 1]. Dann ist (Vs,t)s∈[a,b],t∈[0,1]

eine offene Überdeckung der kompakten Menge [a, b]× [0, 1]. Es gibt hierzu eine Lebesguesche Zahl
ε > 0 (Analysis II, Kapitel 8, Proposition 6.17), d.h.

∃ε > 0 : ∀(s, t) ∈ [a, b]× [0, 1] : ∃(s̃, t̃) ∈ [a, b]× [0, 1] : Bε((s, t)) ∩ ([a, b]× [0, 1]) ⊂ Vs̃,t̃ .

Wähle ein n ∈ N∗, so dass 1
n2 ((b− a)2 + 1) < ε2, k, ` ∈ {0, 1, . . . , n− 1}

Rn,k,` :=
[k(b− a)

n
,

(k + 1)(b− a)
n

]
×
[ `
n
,
`+ 1
n

]
⊂ Bε

((k(b− a)
n

,
`

n

))
∩ ([a, b]× [0, 1]) ⊂ Vs̃,t̃

für geeignete s̃, t̃.

=⇒H(Rn,k,`) ⊂ Bδs̃,t̃(H(s̃, t̃))

=⇒f besitzt eine Stammfunktion Fk,` auf einer offenen,

zusammenhängenden Umgebung Uk,` von H(Rn,k,`)

Die auf benachbarten Rechtecken definierten Funktionen Fk,` ◦H und Fk+1,` ◦H (beziehungsweise
Fk,`+1 ◦H) stimmen bis auf eine Konstante überein.

Definiere nun induktiv über k und ` Konstante ck,` ∈ C, so dass sich die Funktionen Fk,`◦H+ck,`,
k, ` ∈ {0, . . . n− 1} zu einer auf

[a, b]× [0, 1] =
n−1⋃
k=0
`=0

Rn,k,`

definierten stetige Funktion G : [a, b] × [0, 1] → C zusammensetzen. Genauer: für alle k, ` soll für
47Man kann übrigens auch zeigen: Sind γ und τ homotope, stückweise stetig differenzierbare Kurven im Gebiet Ω,

so kann man auch eine stückweise stetig differenzierbare Homotopie erhalten.
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die oben definierte Funktion Fk,` : Uk,` → C gelten:

G|Rn,k,` = Fk,` ◦H|Rn,k,` + ck,` .

Verhalten von G auf dem Rand:.

• t 7−→ H(a, t) = γ(a) = τ(a) konstant. Also ist t 7−→ G(a, t) auch konstant. Es folgt G(a, 0) =
G(a, 1).

• Analog G(b, 0) = G(b, 1).

• ∂
∂s (G(s, 0)) = F ′k,`(H(s, 0))︸ ︷︷ ︸

f(H(s,0))

·∂H∂s (s, 0) = f(H(s, 0)︸ ︷︷ ︸
=γ(s)

) · ∂γ
∂s

(s)︸ ︷︷ ︸
(∗)

, wobei (∗) für alle s ∈ [a, b] mit

endlich vielen Ausnahmen existiert. Die obige Umformung liefert sowohl die Existenz der
Richtungsableitung ∂

∂s G(s, 0), als auch den Wert. Aus dieser Formel sehen wir, dass s 7−→
∂
∂sG(s, 0) stückweise stetig ist. Somit ergibt der HDI (Analysis I, Kapitel 6, Sätze 5.1 und 5.4)

G(b, 0)−G(a, 0) =
∫ b

a

( ∂
∂s
G(s, 0)) ds

=
∫ b

a

f(γ(s))γ′(s) ds

=
∫
γ

f(z) dz.

Analog für t = 1 an Stelle von t = 0.

G(b, 0)−G(a, 0) = G(b, 1)−G(a, 1)

=
∫ b

a

( ∂
∂s
G(s, 1)) ds

=
∫ b

a

f(γ(s))τ ′(s) ds

=
∫
τ

f(z) dz

Korollar 3.21. Ist Ω ein bezüglich z0 ∈ Ω einfach zusammenhängendes Gebiet in C, f : Ω → C
holomorph, γ : [a, b]→ Ω stückweise C1. Dann hängt

∫
γ
f(z) dz nur von f , γ(a) und γ(b) ab (also

unabhängig von γ|(a,b)). Wir sagen dann:
∫
γ
f(z) dz ist wegunabhängig. Ist γ geschlossen, das heißt

γ(a) = γ(b), dann gilt
∫
γ
f(z) dz = 0. Und f besitzt eine (globale) Stammfunktion F : Ω → C,

nämlich F (w) =
∫
γw
f(z) dz, wobei γw ein Weg von z0 nach w.

Beweis Nr. 1: Die Behauptung von Korollar 3.21 ergibt sich nun direkt aus Übung 3.18 und
Satz 3.20.

Beweis Nr. 2: Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit [a, b] = [0, 1]. Wähle σ : [0, 1]→ Ω eine
Kurve von z0 nach γ(0) = τ(0). Betrachte den Weg α : [0, 1]→ Ω α := (σ · γ) · ((−τ) · (−σ)), das
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Abbildung 3.10: Zum Beweis von Korollar 3.21 (1).

Abbildung 3.11: Beispiel für eine geschlossene Kurve mit Windungszahl W(γ,w) = 2.

heißt

α(t) :=



σ(4t), für 0 ≤ t ≤ 1
4

γ(4t− 1), für 1
4 ≤ t ≤

1
2

τ(3− 4t), für 1
2 ≤ t ≤

3
4

σ(4− 4t), für 3
4 ≤ t ≤ 1

Die Kurve α ist homotop mit festen Endpunkten zur konstanten Kurve z0 (, da Ω einfach zusam-
menhängend bezüglich z0).

0 =
∫
z0

f(z) dz

3.16=
∫
α

f(z) dz

=
∫
σ

f(z) dz +
∫
γ

f(z) dz +
∫
−τ
f(z) dz︸ ︷︷ ︸

=−
∫
τ
f(z) dz

+
∫
−σ

f(z) dz︸ ︷︷ ︸
=−
∫
σ
f(z) dz

=
∫
γ

f(z) dz −
∫
τ

f(z) dz.

3.7 Die Windungszahl

Sei w ∈ C und γ eine geschlossene stückweise C1-Kurve in C \ {w}.

Wiederholung: γ : [a, b]→ Ω heißt geschlossen, wenn γ(a) = γ(b).

Spur von γ: Spur(γ) := γ([a, b]) = Bild der Kurve.

Frage. Wie oft wird w von γ umwindet?
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Definition 3.22. Sei γ eine stückweise stetig differenzierbare und geschlossene Kurve in C,
w ∈ C \ Spur(γ).

W(γ,w) := 1
2πi

∫
γ

1
z − w

dz

heißt Windungszahl (oder Umlaufszahl) von γ bezüglich w oder Index von w bezüglich γ.48

Die Funktion z 7−→ 1
z−w ist stetig auf C \ {w}. Also existiert das Integral.

Beispiel 3.23. Sei γ : [a, b] → Ω geschlossen und stückweise C1, und sei Ω ⊂◦ C einfach zusam-
menhängend, w /∈ Ω. Dann gilt

W(γ,w) = 0

mit Korollar 3.21.

Proposition 3.24. Die Windungszahl ist eine ganze Zahl, also W(γ,w) ∈ Z.

Beweis: γ : [a, b]→ C \ {w}
Für t ∈ [a, b] definieren wir

h(t) :=
∫
γ|[a,t]

1
z − w

dz

=
∫ t

a

1
γ(t̃)− w

γ′(t̃)︸ ︷︷ ︸
stückweise stetig,
also integrierbar

dt̃

HDI=⇒ h stückweise C1 und h′(t) = γ′(t)
γ(t)− w

e−h(t)(γ(t)− w) stetig und stückweise C1. Bis auf endlich viele Punkte:

d

dt
(e−h(t)(γ(t)− w)) = −h′(t)e−h(t)(γ(t)− w) + e−h(t)γ′(t)

= e−h(t)(−γ′(t) + γ′(t))

= 0

=⇒ e−h(t)(γ(t)− w) konstant
γ(a)=γ(b)=⇒ e−h(a) = e−h(b)

=⇒ h(a)︸︷︷︸
=0

−h(b) ∈ 2πiZ

=⇒ W(γ,w) = 1
2πih(b) ∈ Z

Lemma 3.25. Sei γ stückweise C1 und geschlossen. Die Abbildung C\Spur(γ)→ Z mit w 7−→ W(γ,w)
ist stetig.

Beweis: Sei w0 ∈ C \ Spur(γ). Da die Spur(γ) kompakt ist, ist C \ Spur(γ) offen. Wähle ε > 0
mit Bε(w0) ⊂ C\Spur(γ). Die Abbildung f : Bε(w0)×Spur(γ)→ C mit (w, z) 7−→ 1

z−w ist stetig,
48Bei der Windungszahl ist der Blickwinkel, dass w fixiert ist und es eine Funktion auf dem Raum aller stückweise

stetig differenzierbaren Kurven ist.Hingegen ist beim Index der Blickwinkel, dass γ fixiert ist, und wir betrachten
dann die Funktion w 7−→ W(γ,w).
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wobei der Definitionsbereich kompakt ist. Also ist die Abbildung f nach Analysis II, Kapitel 8,
Lemma 6.14 sogar gleichmäßig stetig. Das bedeutet

∀ε > 0 : ∃δ > 0 : ∀w, w̃ ∈ Bε(w0) : ∀z, z̃ ∈ Spur(γ) :

|w − w̃| < δ ∧ |z − z̃| < δ =⇒
∣∣∣ 1
z − w

− 1
z̃ − w̃

∣∣∣ < ε.

Wir interessieren uns nur für den Spezialfall z = z̃:

|W(γ, w̃)−W(γ,w)| =
∣∣∣ 1
2πi

∫
γ

( 1
z − w̃

− 1
z − w

) dz
∣∣∣

(∗)= 1
2πLänge(γ) sup

z∈Spur(γ)

∣∣∣ 1
z − w̃

− 1
z − w

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
≤ε

≤ 1
2πLänge(γ) · ε

An der Stelle (∗) haben wir hierbei (1.5) aus Abschnitt 1.4 benutzt. Die Stetigkeit ist also gezeigt.

Folgerung 3.26. Sei Ω := C \ Spur(γ). Die Abbildung W(γ, · ) : Ω → C mit w 7−→ W(γ,w) ist
lokal konstant, also konstant auf jeder Zusammenhangskomponente.

Wiederholung.

Eine Funktion f : X → Y ist lokal konstant (X topologischer Raum), falls jedes x ∈ X eine
Umgebung besitzt auf der f konstant ist. Daraus folgt: f ist konstant auf jeder Zusammenhangs-
komponente. Man zeigt für y ∈ Y , dass f−1({y}) und f−1(Y \ {y}) offen sind.

Ende der Wiederholung

Beweis der Folgerung: Sei z ∈ Ω. Da w 7−→ W(γ,w) =: f(w) stetig ist, existiert eine Umgebung
U von z, so dass f(U) ⊂

(
n− 1

3 , n+ 1
3

)
, falls n =W(γ, z). Da f(U) ⊂ Z, dann folgt f(U) = n

Mit einem im wesentlichen gleichen Beweis zeigt man allgemeiner:49

Lemma 3.27. Ist f : X → Y eine stetige Abbildung von einem topologischen Raum in einen
diskreten topologischen Raum, so ist f lokal konstant.

Proposition 3.28. Die offene Teilmenge C \ Spur(γ) von C besitzt genau eine unbeschränkte
Zusammenhangskomponente und hierauf ist W(γ,w) = 0.

Beweis: Spur(γ) ist kompakt, also beschränkt. Es existiert also ein r > 0 mit Spur(γ) ⊂ Br(0).
Nun ist C \Br(0) eine zusammenhängende Teilmenge von C \ Spur(γ), also ist C \Br(0) in einer
Zusammenhangskomponente enthalten. Alle anderen Zusammenhangsomponenten liegen, also im
Ball Br(0), sind also beschränkt. Wähle w ∈ C \Br(0). Dann ist z 7−→ 1

z−w holomorph auf Br(0).
Die Kurve γ ist in Br(0) homotop mit festen Endpunkten zu einer konstanten Kurve. Also gilt∫
γ

1
z−w dz = 0. Somit ist W(γ, · ) Null auf der unbeschränkten Zusammenhangskomponente.

49Wird derzeit nicht gebraucht, deswegen in der Vorlesung aus Zeitgründen übersprungen. Aber hilfreich für zu-
künftige Argumente.
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Abbildung 3.12: Beispiel für verschiedene Windungszahlen.

+1−1

+1

0

Br(0)

Abbildung 3.13: Zum Beweis von Satz 3.28.
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Abbildung 4.1: Zum 1.Fall des Beweises von Satz 4.1.

4 Die Cauchysche Integralformel und Anwendungen
Di 19.11.

4.1 Die Cauchysche Integralformel

Satz 4.1 (Die Cauchysche Integralformel (CIF)). Sei Ω ein Gebiet in C, f : Ω → C holomorph,
γ : [a, b] → Ω eine geschlossene Kurve und homotop mit festen Endpunkten zu einer konstanten
Kurve. Sei w ∈ Ω \ Spur(γ). Dann gilt

f(w)W(γ,w) = 1
2πi

∫
γ

f(ζ)
ζ − w

dζ.

Bemerkung 4.2. Falls W(γ,w) 6= 0, dann ist f(w) durch f |Spur(γ) bereits bestimmt.

Notation. r ∈ R>0, z ∈ C, ∂Br(z) sei die Kurve γ : [0, 2π] → C mit t 7−→ r · eit + z. Für alle
w ∈ Br(z) gilt W(∂Br(z), w) = 1. Also dann

f(w) = 1
2πi

∫
∂Br(z)

f(ζ)
ζ − w

dζ.

Beweis von Satz 4.1:

g(z) =


f(z)−f(w)

z−w für z ∈ Ω \ {w}

f ′(w) für z = w,

Die Funktion g : Ω→ C ist stetig und g|Ω\{w} ist holomorph.

Behauptung: Ist τ : [a, b] → Ω der Rand eines achsenparallelen Rechtecks, dessen Abschluss in Ω
enthalten ist50, so gilt

∫
τ
g(z)dz = 0.

Beweis der Behauptung:
1. Fall: w liegt außerhalb des Rechtecks, siehe Abbildung 4.1. Trivial, da τ ∼ E.P. τ(a), und g ist
holomorph auf dem Rechteck.

2. Fall: w liegt auf dem Rand des Rechtecks, siehe Abbildung 4.2. Für kleine ε > 0 definieren wir
τε wie in Abbildung 4.2 angedeutet. Genauer: wir erhalten τε aus τ , indem wir eine der Seiten, die
w enthalten um ε in Richtung des Rechteck-Inneren verschieben. Es gilt

∫
τε
g(z) dz = 0 (1.Fall).

Da das abgeschlossene Rechteck kompakt ist, ist g gleichmäßig stetig auf dem Rechteck, also

0 = lim
ε→0

∫
τε

g(z) dz︸ ︷︷ ︸
=0

=
∫
τ

g(z) dz.

50Gemeint ist hier also, dass sowohl das Innere des Rechtecks, als auch der Rand in Ω ist.
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Abbildung 4.2: Zum 2. Fall des Beweises von Satz 4.1.

Abbildung 4.3: Zum 3. Fall des Beweises von Satz 4.1.

3. Fall: w liegt im Innern des Rechtecks. Wir unterteilen dann das Rechteck in zwei Teilrechtecke, so
dass w auf dem Rand beider Teilrechtecke liegt liegt. Seien τ1 und τ2 die Ränder der Teilrechtecke,
siehe Abbildung 4.3. Wir erhalten∫

τ

g(z) dz =
∫
τ1

g(z) dz +
∫
τ2

g(z) dz,

denn auf der rechten Seite der Gleichung über jede Seite von τ wird einmal integriert, und die
Terme der neuen Seite, die sich im Innern des Gesamtrechtecks ergibt, heben sich gegenseitig weg.

Wir wissen nun bereits (siehe 2. Fall), dass
∫
τj
g(z) dz = 0 für j = 1, 2. Also erhalten wir die

Behauptung auch in diesem Fall.

Die Behauptung ist somit gezeigt.

Weiter im Hauptbeweis:

Wie im Beweis von Satz 3.8 folgt, dass g lokal eine Stammfunktion besitzt. Dann folgt wie im
Beweis vom Satz 3.20 (Cauchyscher Integralsatz für homotope Kurven)

0 = 1
2πi

∫
γ

g(z) dz

Mit der Definition von g ergibt sich

0 = 1
2πi

∫
γ

f(z)
z − w

dz − 1
2πi

∫
γ

f(w)
z − w

dz

= 1
2πi

∫
γ

f(ζ)
ζ − w

dζ − f(w)W(γ,w).
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4.2 Holomorphie versus Analytizität

Proposition 4.3. Sei Ω offen in C, f : Ω → C holomorph. Dann ist f beliebig oft komplex
differenzierbar.

Beweis: Für w ∈ Br(z0), z0 ∈ Ω, r ∈ R>0, Br(z0) ⊂ Ω haben wir die Cauchysche Integralformel:

f(w) = 1
2πi

∫
∂Br(z0)

f(ζ)
ζ − w

dζ .

Wir wenden sie nun zunächst an für ein w := z ∈ Br(z0) und dann für w := z+h, wobei h ∈ Bρ(0),
ρ := r − |z − z0|. Berechne den Differenzenquotienten

f(z + h)− f(z)
h

= 1
2πi

∫
∂Br(z0)

f(ζ)
( 1
ζ − z − h

− 1
ζ − z

) 1
h
dζ

= 1
2πi

∫
∂Br(z0)

f(ζ) 1
(ζ − z − h)(ζ − z) dζ.

Der Integrand ist stetig für h ∈ Bρ(0), ζ ∈ ∂Br(z0). Somit ist Bρ/2(0) × ∂Br(z0) → C mit
(h, ζ) 7−→ f(ζ) 1

(ζ−z−h)(ζ−z) gleichmäßig stetig. Also

lim
h→0

∫
∂Br(z0)

f(ζ) 1
(ζ − z − h)(ζ − h) dζ

glm stetig=
∫
∂Br(z0)

lim
h→0

(
f(ζ)

( 1
ζ − z − h

· 1
ζ − z

))
dζ

=
∫
∂Br(z0)

f(ζ) 1
(ζ − z)2 dζ.

Das heißt f ′(z) = 1
2πi
∫
∂Br(z0) f(ζ) 1

(ζ−z)2 dζ. Wir rechnen weiter

f ′(z + h)− f ′(z)
h

= 1
2πi

∫
∂Br(z0)

f(ζ)
( 1

(ζ − (z + h))2 −
1

(ζ − z)2

)
︸ ︷︷ ︸

h→0−−−→ 2
(ζ−z)3

1
h
dζ ,

wobei wir
lim
h→0

1
h

(
1

(ζ − (z + h))k −
1

(ζ − z)k

)
= d

dz

1
(ζ − z)k = k

(ζ − z)k+1 (4.1)

für k = 2 genutzt haben. Analog zeigt man nun durch Induktion über k

f (k)(z) = k!
2πi

∫
∂Br(z0)

f(ζ)
(ζ − z)k+1 dζ . (4.2)

Also existiert f (k) und ist durch die Formel gegeben.

Satz 4.4 (Morera). Sei Ω offen in C, f : Ω → C. Dann besitzt f genau dann lokal eine Stamm-
funktion, wenn f holomorph ist.

Beweis:Wir wissen bereits (Satz von Goursat und die daran anschließenden Aussagen), dass
holomorphe Funktionen lokal eine Stammfunktion haben.

Sei nun umgekehrt F eine Stammfunktion von f |Br(z0) = F ′. Also existiert auch F ′′ und F ′′ =
f ′|Br(z0). Also ist f holomorph.
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Abbildung 4.4: Zum Beweis von Propostion 4.3.

Abbildung 4.5: Bild zum Satz 4.5.

Satz 4.5 (Potenzreihenentwicklungssatz). Sei Ω offen in C, f : Ω → C holomorph. Dann ist f
analytisch. Für z0 ∈ Ω gilt: Der Konvergenzradius der Taylorreihe von f in z0 beträgt mindestens

r := sup{ρ > 0|Bρ(z0) ⊂ Ω} .

Beweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei z0 = 0. Sei 0 < ρ < r. Die Cauchysche
Integralformel ergibt:

f(z) = 1
2πi

∫
∂Bρ(z)

f(ζ)
ζ − z

dζ

für z ∈ Bρ(0) falls Bρ(0) ⊂ Ω. Insbesondere gilt dann |ζ| = ρ > |z|.

1
ζ − z

= 1
ζ

1
1− z

ζ

= 1
ζ

∞∑
j=0

(z
ζ

)j
=
∞∑
j=0

zj

ζj+1

f(z) = 1
2πi

∫
∂Bρ(0)

f(ζ)
∞∑
j=0

zj

ζj+1 dζ
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= 1
2πi

∫
∂Bρ(0)

 ∞∑
j=0

f(ζ) zj

ζj+1

 dζ.

Da ∂Bρ(0) kompakt ist, ist f auf ∂Bρ(0). Deswegen konvergiert die Reihe

∞∑
j=0

f(ζ) zj

ζj+1

gleichmäßig in ζ ∈ ∂Bρ(0). Somit kann man Integral und die Reihenbildung vertauschen.

f(z) =
∞∑
j=0

(( 1
2πi

∫
∂Bρ(0)

f(ζ)
ζj+1 dζ

)
︸ ︷︷ ︸

=:aj

zj
)

=
∞∑
j=0

ajz
j

=⇒ f |Bρ(z0) ist analytisch.

Also ist f analytisch.

Zusatz 4.6. Ist f holomorph auf einer Umgebung von Bρ(z0) (das heißt: es gibt eine offene
Teilmenge Ω in C, Bρ(z0) ⊂ Ω, f : Ω → C holomorph), dann gilt für alle z ∈ Bρ(z0): f(z) =∑∞
n=0 an(z−z0)n mit an = 1

2πi
∫
∂Bρ(z0)

f(ζ)
(ζ−z0)n+1 dζ. Hierbei ist ∂Bρ(z0) die Kurve ϕ(t) = z0+ρeit,

t ∈ [0, 2π].

51

Der Zusatz folgt direkt aus dem Beweis von Satz 4.5.

Satz 4.7 (Cauchysche Abschätzungsformel). Unter den Voraussetzungen von Zusatz 4.6 gilt

|an| ≤
supz∈∂Bρ(z0) |f(z)|

ρn

Beweis:

|an| =
1

2π

∣∣∣ ∫
∂Bρ(z0)

f(ζ)
(ζ − z0)n+1 dζ

∣∣∣
= 1

2π

∣∣∣ ∫ 2π

0

f(ϕ(t))
(ϕ(t)− z0)n+1ϕ

′(t) dt
∣∣∣

≤ 1
2π

∫ 2π

0

∣∣f(ϕ(t))
ρn+1

∣∣ |ρieit|︸ ︷︷ ︸
=ρ

dt

≤ 1
2πρn sup

z∈∂Bρ(z0)
|f(z)|

∫ 2π

0
1 dt︸ ︷︷ ︸

2π

51In der Vorlesung hatten z, z0, w, R und ρ etwas andere Rollen, aber die Aussagen dort sind äquivalent zu den
hier im Skript.
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Schreibfehler: Ich meine mich zu erinnern, dass ich hier in der Vorlesung das Kürzen mit ρ bzw.
r vergessen habe, deshalb stand hier wohl rn+1 statt rn bzw. ρn.

4.3 Weitere Anwendungen
Fr 22.11.

Satz 4.8 (Satz von Liouville).
f holomorph auf C und beschränkt =⇒ f konstant.

Beweis: Nach dem letzten Abschnitt haben wir dann also f(z) =
∑∞
n=0 an(z−z0)n, Konvergenz-

radius ∞. Satz 4.7 gilt nun für alle ρ ∈ R>0, n ∈ N:

|an| ≤
supz∈∂Bρ(z0) |f(z)|

ρn

≤ const
ρn

n≥1, ρ→∞−−−−−−−→ 0

an = 0 für alle n ≥ 1. Also ist f(z) = a0 konstant.

Beispiele. Polynomfunktionen, Exponentialfunktion, Sinus,...
Der Konvergenzradius der Taylorreihe ist bei all diesen Beispielen ∞. Der Satz von Liouvielle
besagt, dass diese Funktionen nicht beschränkt sind, was man auch leicht elementar überprüfen
kann.

Beispiel. Der Satz von Liouville gilt nicht mehr für Funktionen, die auf C \ Bρ(z0) holomorph
sind. Denn 1

z−z0 ist holomorph und beschränkt, aber nicht konstant.

Bezeichnung. f nennt man eine ganze Funktion genau dann, wenn f auf C, also “auf ganz
C” holomorph ist.

Der Satz von Liouville (Satz 4.8) besagt also:
Ist f eine ganze Funktion, dann gilt:

f ist beschränkt ⇐⇒ f ist konstant.

Satz 4.9 (Fundamentalsatz der Algebra). Sei p : C→ C eine Polynomfunktion vom Grad n > 0.
Dann besitzt p mindestens eine Nullstelle in C, das heißt, es existiert ein z ∈ C : p(z) = 0.

Beweis: Angenommen für alle z ∈ C, p(z) 6= 0. Dann ist g : C → C, g(z) = 1
p(z) eine ganze

Funktion.

Behauptung: g ist beschränkt.
Daraus folgt: g ist konstant, also p konstant, also n = 0. Widerspruch!

Beweis der Behauptung:

p(z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a0
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= zn (an + an−1

z
+ · · ·+ a0

zn
)︸ ︷︷ ︸

Idee:→an für z→∞

|p(z)| ≥ |z|n(|an| − |
an−1

z
| − |an−1

z2 | − · · · − |
a0

zn
|)

≥ |z|n(|an| −
|an−1|+ |an−2|+ · · ·+ |a0|

|z|
)

für r1 := max{2 |an−1|+···+|a0|
|an| , 1} ∈ R>0, |z| ≥ r1 ≥ 1.

|an| −
|an−1|+ · · ·+ |a0|

|z|
≥ |an| −

|an−1|+ · · ·+ |a0|
2 |an−1|+···+|a0|

|an|

= |an| −
1
2 |an| =

1
2 |an|

=⇒ |p(z)| ≥ |z|n 1
2 |an| für |z| ≥ r1

=⇒ |g(z)| ≤ 1
|z|n
· 2 1
|an|

für z ∈ C \Br1(0)

sup
z∈C
|g(z)| ≤ max{ 1

rn1
· 2
|an|

, max
z∈Br1 (0)

|g(z)|︸ ︷︷ ︸
(∗)

},

wobei (∗) existiert, <∞, da Br1(0) kompakt und |g| stetig. Also ist g beschränkt.

Folgerung 4.10. Sei p : C→ C eine Polynomfunktion vom Grad n ≥ 0, dann gibt es a1, . . . , an ∈
C, b ∈ C, so dass

p(z) = b(z − a1)(z − a2) . . . (z − an).

Beweis: Induktion über n und Polynomdivision, siehe Lineare Algebra.

Satz 4.11 (Satz von der Gebietstreue). Sei f holomorph auf einem Gebiet Ω, und sei f nicht
konstant. Dann ist f(Ω) ein Gebiet.

Daraus folgt f bildet offene Mengen auf offene Mengen ab.

U offen in Ω =⇒ f(U) offen .

Also ist f ist eine offene Abbildung.

Beweis:

(1) Ω zusammenhängend, f stetig =⇒ f(Ω) zusammenhängend.

(2) Ω 6= ∅ =⇒ f(Ω) 6= ∅.

(3) Wir zeigen für eine beliebige offene Teilmenge U von Ω, dass f(U) offen ist:

Sei z0 ∈ U .
Wir zeigen: es existiert ein δ > 0 mit Bδ(f(z0)) ⊂ f(U).

Wir definieren g(z) := f(z + z0) − f(z0). Dann ist g : Uz0 → C analytisch mit g(0) = 0,
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Uz0 = {z − z0 | z ∈ U}. Es gibt ein ρ > 0, so dass g(z) 6= 0 für alle z ∈ Bρ(0) \ {0}, denn
sonst wäre g ≡ 0 auf Grund des Identitätssatzes Satz 2.24.

Wir haben ε := infz∈∂Bρ(0) |g(z)| > 0, denn wir haben |g(z)| > 0 und Bρ(0) ist kompakt.

Behauptung: B ε
2
(0) ⊂ g(Uz0).

Aus der Behauptung folgt dann

B ε
2
(0) ⊂ g(Uz0) = f(U)− f(z0) :=

{
q − f(z0) | q ∈ f(U)

}
Das zu Zeigende gilt also für δ := ε/2.

Angenonommen, die Behauptung gilt nicht, dann existiert ein w ∈ B ε
2
(0) mit w /∈ g(Uz0).

Also ist h(z) = 1
g(z)−w holomorph auf Uz0 . Wende die Cauchysche Abschätzungsformel für

n = 0 an

|h(0)| ≤ sup
z∈∂Bρ(0)

|h(z)|

1
|w|

= |h(0)|

≤ sup
z∈∂Bρ(0)

|h(z)|

≤ sup
z∈∂Bρ(0)

1
|g(z)| − |w|

= 1
(infz∈∂Bρ(0) |g(z)|)− |w|

= 1
ε− |w|

(Wir nutzten hierbei ε − |w| > 0.) Also ist |w| ≥ ε − |w| und somit 2 · 1
2ε > 2|w| ≥ ε, also

erhalten wir den Widerspruch ε > ε. Die Behauptung ist somit gezeigt und damit der Satz.

Satz 4.12 (Gleichmäßige Grenzwerte holomorpher Funktionen). Sei fn : Ω→ C eine Folge holo-
morpher Funktionen. Es gebe eine Funktion f : Ω→ C, so dass für jede kompakte Menge K ⊂ Ω
gilt: fn|K konvergiert gleichmäßig gegen f |K . Dann ist f holomorph.

Beweis: Sei γ eine geschlossene, stückweise C1-Kurve, die homotop mit festen Endpunkten zu
einer konstanten Kurve ist. Dann folgt mit dem Cauchyschen Integral-Satz

∫
γ
fn(z) dz = 0. Nun

ist Spur(γ) eine kompakte Menge, und somit konvergiert nach Voraussetzung fn|Spur(γ) gleichmäßig
gegen f |Spur(γ).

Wir haben also: ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 :

sup
z∈Spur(γ)

|fn(z)− f(z)| < ε.

∣∣∣ ∫
γ

f(z) dz
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫
γ

fn(z) dz︸ ︷︷ ︸
=0

−
∫
γ

f(z) dz
∣∣∣
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≤ ε · Länge (γ) n→∞−−−−→ 0

Somit ist
∫
γ
f(z) dz = 0 für alle geschlossenen, stückweise C1-Kurven, die homotop (mit fes-

ten Endpunkten) zu einer konstanten Kurve sind. Insbesondere gilt dies, wenn γ der Rand eines
Rechteckes in Ω ist. Wie in Satz 3.8 zeigt man, dass f lokal eine Stammfunktion besitzt. Daraus
folgt mit Satz 4.4 von Morera, dass f holomorph ist.

Bemerkung 4.13. Mit einem ähnlichen Beweis kann man zeigen, dass unter den Voraussetzungen
des vorhergehenden Satzes gilt: f (k)

n → f (k) konvergiert gleichmäßig auf allen kompakten Mengen
K ⊂ Ω.

4.4 Mittelwertgleichung und das Maximums-Prinzip

Sei f holomorph auf einer Umgebung von Bρ(z0). Wende die Cauchysche Integralformel an für
γ(t) = z0 + ρeit, t ∈ [0, 2π].

f(z0) = 1
2πi

∫
γ

f(ζ)
ζ − z0

dζ

= 1
2πi

∫ 2π

0

f(γ(t))
γ(t)− z0

γ̇(t) dt

= 1
2πi

∫ 2π

0

f(z0 + ρeit)
ρeit

iρeit dt

= 1
2π

∫ 2π

0
f(z0 + ρeit) dt︸ ︷︷ ︸

Mittelwert von f über ∂Bρ(z0)

Wir haben also die sogenannte Mittelwertgleichung für holomorphe Funktionen gezeigt:

f(z0) = 1
2π

∫ 2π

0
f(z0 + ρeit) dt , (4.3)

Angenommen u : Ω→ R sei harmonisch, d.h. es gelte

0 = ∆u := ∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 .

Dann existiert auf jedem Ball Bρ+ε(z0) ⊂ Ω eine holomorphe Funktion f : Bρ+ε(z0) → C mit
Re f = u. Damit folgt aus (4.3) (Realteil von (4.3))

u(z0) = 1
2π

∫ 2π

0
u(z0 + ρeit) dt . (4.4)

Diese Gleichung nennt man die Mittelwertgleichung für harmonische Funktionen.

Satz 4.14 (Maximumsprinzip für harmonische Funktionen). Sei u harmonisch auf einem Ge-
biet Ω, z0 ∈ Ω, u(z) ≤ u(z0) für alle z ∈ Ω. Dann folgt, dass u konstant ist.
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Beweis: Sei Bρ(z0) ⊂ Ω.

u(z0) (4.4)= 1
2π

∫ 2π

0
u(z0 + ρeit) dt

Max.
≤ 1

2π

∫ 2π

0
u(z0) dt

= u(z0)

“Max.“ bedeutet, dass wir an dieser Stelle benutzt haben, dass u in z0 das Maximum annimmt.
Aus dieser Ungleichungskette folgt also, dass an der mit “Max.“ gekennzeichneten Stelle Gleichheit
gelten muss. Da t 7−→ u(z0 + ρeit) stetig ist, folgt u(z0 + ρeit) = u(z0). Dies gilt für alle genügend
kleinen ρ > 0. Also folgt u(z) = u(z0) für z in einer Umgebung von z0. G =: {z ∈ Ω|u(z) = u(z0)}
ist offen in Ω (jedes z1 ∈ G besitzt eine Umgebung in G wie oben.). Es gilt:

• G 6= ∅, da z0 ∈ G.

• G = u−1({u(z0)}) ist abgeschlossen, dass u(z0) abgeschlossen ist,

• G ist offen, wie oben gezeigt.

Also ist G eine abgeschlossene, offene, nicht leere Teilmenge von Ω. Da Ω zusammenhängend ist,
folgt Ω = G.

Wie erhalten eine analoge Aussage, wenn wir u(z) ≤ u(z0) durch u(z) ≥ u(z0) ersetzen. Dies ist das
Minimumsprinzip für harmonische Funktionen. Dieser Begriff ist aber weniger gebräuchlich,
da das Minimumsprinzip für u letztendlich nichts anderes ist als das Maximumsprinzip für −u.

Satz 4.15 (Maximumsprinzip für holomorphe Funktionen). Sei f holomorph auf dem Gebiet Ω,
z0 ∈ Ω, |f(z)| ≤ |f(z0)| für alle z ∈ Ω. Dann ist f bereits konstant.

Beweis: Sei Bρ(z0) ⊂ Ω.

|f(z0)| = 1
2π

∣∣∣ ∫ 2π

0
f(z0 + ρeit) dt

∣∣∣
≤ 1

2π

∫ 2π

0
|f(z0 + ρeit)| dt

≤ 1
2π

∫ 2π

0
|f(z0)| dt

= |f(z0)|

Also Gleichheit in den Ungleichungen. Da t 7−→ |f(z0 + ρeit)| stetig ist, folgt, dass |f(z0)| =
|f(z0 + ρeit)| für genügend kleine ρ > 0 und alle t ∈ [0, 2π]. Somit ist

G :=
{
z ∈ Ω | |f(z)| = |f(z0)|

}
offen, abgeschlossen, nicht leer. Wir erhalten G = Ω, und damit ist z 7−→ |f(z)| konstant. Mit
Aufgabe 4 auf Übungsblatt 3 folgt, dass f konstant ist.

Analog zeigt man:
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Abbildung 5.1: Zu Beispiel 5.1 (2), Behaupt.

Re f(z) ≤ Re f(z0) auf einer Umgebung von z0, dann ist f konstant.

Im f(z) ≤ Im f(z0) auf einer Umgebung von z0, dann ist f konstant.

Re f(z) ≥ Re f(z0) auf einer Umgebung von z0, dann ist f konstant.

Im f(z) ≥ Im f(r0) auf einer Umgebung von z0, dann ist f konstant.

|Re f(z)| ≤ |Re f(z0)| auf einer Umgebung von z0, dann ist f konstant.

| Im f(z)| ≤ | Im f(z0)| auf einer Umgebung von z0, dann ist f konstant.

Achtung das Analogon gilt nicht in den Versionen:

|Re f(z)| ≥ |Re f(z0)|, | Im f(z)| ≥ | Im f(z0)|, |f(z)| ≥ |f(z0)|.

Gegenbeispiel. Ω ⊂ C sei ein Gebiet, 0 ∈ Ω, f(z) = z, z0 = 0.

5 Holomorphe Fortsetzung
Di 26.11.

5.1 Motivation und Beispiele

Motivation. Seien Ω, Ω̃ Gebiete in C mit Ω̃ ⊂ Ω, sei f : Ω → C holomorph. Angennommen wir
kennen f |Ω̃. Wie kontrolliert man f auf Ω \ Ω̃?

Beispiele 5.1.

(1) Log : C \ R≤0︸ ︷︷ ︸
=Ω

→ C ist der Hauptzweig der Logarithmusfunktion. Sei Ω̃ := B1(1). Auf diesem

gilt

Log(1 + z) =
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
zn.

Verhalten von Log außerhalb B1(1)? Es sind glücklicherweise Rechentricks möglich. Siehe
Beispiel 2.32.

(2) Riemannsche ζ-Funktion. Seien n ∈ N∗, z ∈ C.
Wiederholung Analysis I: n−z := exp(−z logn). Dann ist C → C, z 7−→ n−z holomorph.
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Schreibe z = x+ iy

|n−z| = exp(Re(−z logn))

= e−x logn

= n−x

Behauptung:
∑∞
n=1 n

−x konvergiert absolut für x > 1

Beweis der Behauptung: Betrachte χ : [0,∞) → R, χ(t) = 1
nx , falls n − 1 < t ≤ n. In

anderen52 Worten: χ(t) = dte−x Es gilt für x > 1:

k∑
n=1

n−x =
∫ k

0
χ(t) dt

≤ 1 +
∫ k

1
t−x dt

= 1 +
[ 1
−x+ 1 t

−x+1
]k

1

= 1 + 1
x− 1 −

1
x− 1k

−(x−1) k→∞−−−−→ 1 + 1
x− 1 <∞

Die Reihe
∑∞
n=1 n

−x ist monoton wachsend und beschränkt, n−x > 0, also absolut konver-
gent.
Für alle z ∈ C mit Re z ≥ 1 + ε, ε > 0 wird

∑∞
n=1 n

−z durch
∑∞
n=1 n

−(1+ε)︸ ︷︷ ︸
∈R>0

majorisiert.

Setze ζ(z) :=
∑∞
n=1 n

−z mit Re(z) > 1. Konvergenz ist gleichmäßig auf

Kε := {z ∈ C | Re(z) ≥ 1 + ε}

mit ε > 0. Weiter ist z 7−→
∑k
n=1 n

−z holomorph auf Kε. Außerdem gilt für jede kompakte
Teilmenge K von {z ∈ C|Re z > 1}: Es gibt53 ein ε > 0, so dass K ⊂ Kε. Also folgt mit
Satz 4.12: ζ ist holomorph auf {z ∈ C|Re z > 1}.

Tatsache (ohne Beweis): Man kann diese Funktion zu einer holomorphen Funktion ζ : C \
{1} → C fortsetzen. Diese Fortsetzung ist eindeutig. Dies folgt aus dem Identitätssatz.
Weiter ohne Beweis: ζ hat Nullstellen in −2,−4,−6, . . . . Die Riemannsche Vermutung: alle
anderen Nullstellen sind von der Form 1

2 + iy mit y ∈ R.

5.2 Funktionselemente und Funktionsketten

Definition 5.2. Ein Funktionselement (f,Ω) besteht aus einem Gebiet Ω und einer holomor-
phen Funktion f : Ω→ C. Wir nennen (f2,Ω2) ist eine direkte Fortsetzung von (f1,Ω1), falls
Ω1 ∩ Ω2 6= ∅ und f1|Ω1∩Ω2

= f2|Ω1∩Ω2
. Wir schreiben dafür (f1,Ω1) u (f2,Ω2).

Der Identitätssatz impliziert: Zu gegebenem Ω1, f1,Ω2 mit Ω1 ∩ Ω2 6= ∅ gibt es höchstens ein f2,

52Definition im Vergleich zur Vorlesung leicht vereinfacht.
53Man betrachte die stetige Funktion K → R, x + iy 7−→ x. Sie nimmt ihr Minimum an, sagen wir in x0 + iy0,

x0 > 1. Dann gilt somit K ⊂ Kε mit ε := x0 − 1.
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Abbildung 5.2: Zu Definitionen 5.2 und 5.5.

Abbildung 5.3: Zu Beispiel 5.3.

so dass
(f1,Ω1) u (f2,Ω2) .

Die Existenz ist aber unklar.

Die Relation u ist reflexiv und symmetrisch, aber nicht transitiv.

Beispiel 5.3. Seien Ω1, Ω2 und Ω3 Gebiete in C\{0} wie in Abbildung 5.3 angedeutet. Dann gilt
(Log |Ω1 ,Ω1) u (Log |Ω2 ,Ω2). Falls ` : Ω3 → C holomorph ist und falls gilt `|Ω1∩Ω3 = Log |Ω1∩Ω3 ,
dann haben wir

`|Ω1∩Ω2 = Log |Ω1∩Ω2 + 2πi.

(`,Ω3) u (Log,Ω1)

(Log,Ω1) u (Log,Ω2)

Aber: (`,Ω3) 6 u(Log,Ω2).

Also keine Transitivität!

Beispiel 5.4. 54

(1)
(∑∞

n=0 z
n, B1(0)

)
u
(

1
1−z ,C \ {1}

)
54Beispiel nachträglich nach vorne geschoben im Skript. Entschuldigen Sie die andere Nummerierung in Skript und

Vorlesung.
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Abbildung 5.4: Zu Beispiel 5.4(2).

Abbildung 5.5: Zu Satz 5.7.

(2) Angenommen Ω ∩ B1(0) 6= ∅ und Ω 6⊂ B1(0). Dann gibt es keine holomorphe Funktion
f : Ω → C mit f(z) =

∑∞
n=0 z

n! für z ∈ B1(0) ∩ Ω. Denn seien p, q ∈ Z ,q 6= 0 und
z = te2πi pq (0 ≤ t ≤ 1).

f
(
te2πi pq

)
=

q−1∑
n=0

tn!e2πi pq n!

︸ ︷︷ ︸
beschränkt

+
∞∑
n=q

tn! · 1︸ ︷︷ ︸
t→1−−−→∞

=⇒ f kann man nicht in e2πi pq stetig fortsetzen

Also existiert keine Fortsetzung auf Ω.

Definition 5.5. Eine Funktionskette besteht aus endlich vielen Funktionselemente (f1,Ω1),
(f2,Ω2), . . . , (fk,Ωk) mit (fj ,Ωj) u (fj+1,Ωj+1) für alle j ∈ {1, . . . , k − 1}. Eine solche Funkti-
onskette nennt man eine Funktionskette längs der Kurve γ : [a, b]→ C, falls es a = t0 ≤ t1 ≤
· · · ≤ tk = b gibt, so dass

Spur(γ|[tj−1,tj ]) ⊂ Ωj

für j ∈ {1, . . . , k}.

Bemerkung 5.6. Gegeben seien Gebiete Ω1, . . . ,Ωk mit Ωj ∩ Ωj+1 6= ∅, f : Ω1 → C holomorph.
Dann gibt es höchstens eine Funktionskette

(f1,Ω1), (f2,Ω2), . . . , (fk,Ωk)

mit f1 = f (Induktion über k.)

Satz 5.7. Sei γ : [a, b]→ C eine Kurve. Seien (f1,Ω1), . . . , (fk,Ωk) und (g1, G1), . . . , (g`, G`) zwei
Funktionsketten längs γ mit f1|Ω1∩G1

≡ g1|Ω1∩G1
. Dann gibt es ein ε > 0, so dass

fk|Bε(γ(b)) ≡ g`|Bε(γ(b)).
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Abbildung 5.6: Zum Beweis von Satz 5.8.

Beweis: Man kann eine Unterteilung a = t0 < t1 < . . . < tr = b finden, so dass für alle
j ∈ {1, 2, . . . , r} ein s ∈ {1, 2, . . . , k} und ein t ∈ {1, 2, . . . , `} gibt mit γ([tj−1, tj ]) ⊂ Ωs ∩Gt. Man
zeige nun durch Induktion über j mit Hilfe des Identitätssatzes, dass f und g auf einer Umgebung
von γ(tj) übereinstimmen.

5.3 Mondromiesatz

Satz 5.8 (Monodromiesatz). Angenommen H : [a, b] × [0, 1] → C ist eine Homotopie mit festen
Endpunkten von γ0 : [a, b] → C nach γ1 : [a, b] → C. Sei (f,Ω) ein Funktionselement, γ0(a) =
γ1(a) ∈ Ω, das längs jeder Kurve t 7−→ H(t, τ) eine Funktionskette besitzt. Sei

(f1,Ω1), (f2,Ω2), . . . , (fk,Ωk)

eine Funktionskette längs γ0 mit (f,Ω) = (f1,Ω1), und sei

(f̃1, Ω̃1), . . . , (f̃`, Ω̃`)

eine Funktionskette längs γ1 mit (f,Ω) = (f̃1, Ω̃1). Dann gibt es ein ε > 0, so dass

f̃`|Bε(γ0(b)) ≡ fk|Bε(γ0(b)) .

Beweis: Zu τ0 ∈ [0, 1] wähle eine Funktionskette längs τ0. Es gibt ein offenes Intervall Iτ0 3 τ0,
so dass für alle τ ∈ Iτ0 ∩ [0, 1] dieselbe Funktionskette eine Funktionskette längs t 7−→ H(t, τ)
bildet.55 Wähle endlich viele τ1, . . . , τk, so dass [0, 1] ⊂ Iτ1 ∪ · · · ∪ Iτk . Die Aussage folgt nun mit
Induktion über k.

Falls eine Funktionskette längs γ0 mit Anfang (f1,Ω1) existiert, dann haben wir f1 auf einer
Umgebung von Spur(γ0) holomorph „fortgesetzt“ (falls γ0 injektiv ist und falls Ω1 genügend
klein). Auf einer Umgebung von γ0(b) ist dann das Ergebnis eindeutig.

Wenn nun γ1 homotop zu γ0 mit festen Endpunkten ist und wenn Funktionsketten mit Anfang
(f1,Ω1) längs aller Wege , die in Ω1 beginnen, existieren, dann bekommen wir auf einer Umgebung
von γ0(b) = γ1(b) dieselbe holomorphe Funktion, wenn wir längs γ0 bzw. längs γ1 holomorph
fortsetzen (Monodromiesatz).

55Man erhält also nun eine offene Überdeckung (Iτ ∩ [0, 1])τ∈[0,1] von [0, 1] und nach der Heine-Borel-Eigenschaft
existiert eine endliche Teilüberdeckung.
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Abbildung 5.7: Zu Satz 5.10.

Abbildung 5.8: Zur Proposition 5.11.

Folgerung 5.9. Sei Ω ein einfach zusammenhängendes Gebiet. Sei Ω̃ ⊂ Ω, Ω̃ ein Gebiet. Das
Funktionselement (f̃, Ω̃) besitze längs jeder Kurve eine Funktionskette. Dann gibt es eine eindeutige
holomorphe Funktion f : Ω→ C mit f |Ω̃ = f̃ .

5.4 Technische Umsetzung der holomorphen Fortsetzung

Satz 5.10 (Kreiskettenverfahren). O.B.d.A. sei Ω1 = Bτ1(γ(a)). Wende iterativ den Satz 2.17
(Änderung des Entwicklungspunktes) und die zugehörige Koeefizientenformel (2.4) an. Wenn es
eine Funktionskette längs γ gibt, dann liefert dieses Verfahren eine Funktionskette.

Der Beweis der Aussage folgt unmittelbar aus dem bereits Gezeigten. Fr 29.11.

Proposition 5.11 (Schwarzsches Spiegelungsprinzip, benannt nach Hermann Amandus Schwarz).
Sei U offen in der oberen Halbebene H = {z ∈ C | Im(z) > 0}. Sei (a, b) ⊂ R, so dass U ∪ (a, b)
offen in H∪R. Sei f : U ∪(a, b)→ C stetig, die auf U holomorph ist und für die gilt: f((a, b)) ⊂ R.
Dann ist

F (z) :=

f(z), für z ∈ U ∪ (a, b)

f(z), für z ∈ U

eine holomorphe Funktion auf U ∪ (a, b) ∪ {z | z ∈ U}.

Beweisskizze: Zeige
∫
∂R
F (z) dz = 0, wobei ∂R der Rand achsenparalleler Rechtecke ist, welche
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ganz in U liegen.56

1. Fall: R ⊂ U . Ist klar, da f holomorph ist.

2. Fall: R ⊂ {z | z ∈ U}. Ist klar, da z 7−→ f(z) holomorph ist.57

3. Fall: R ⊂ U ∪ (a, b), aber R 6⊂ U .∫
∂Rε

F (z) dz = 0. Es folgt mit ε→ 0:
∫
∂R
F (z) dz = 0.

4. Fall: R ⊂ (a, b) ∪ {z | z ∈ U}, aber R 6⊂ {z | z ∈ U}.
Analog zum 3. Fall.

5. Fall: R hat Punkte mit positivem und Punkte mit negativem Imaginärteil.
∫
∂R
F (z) dz =∫

∂R1
F (z) dz +

∫
∂R2

F (z) dz = 0 + 0 = 0.

56In der Zentralübung wurde gefragt: wieso impliziert dies, dass F holomorph ist. Wir beantworten dies in Satz 8.2.
57Dies sieht man mit Hilfe der Cauchy-Riemann-Gleichungen durch Nachrechnen, oder damit, dass die Ableitung

von z 7−→ f(z) im reellen Sinn die Verkettung zweier komplex-antilinearen Abbildungen und somit komplex
linear ist.
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6 Isolierte Singularitäten

6.1 Drei Typen von isolierten Singularitäten

In diesem Abschnitt ist Ω immer eine offene, nicht-leere Teilmenge von C.

Definition 6.1. Sei A ⊂ C. Dann heißt a ∈ C ein isolierter Punkt von A, falls a ∈ A gilt und
a kein Häufungspunkt von A ist. In anderen Worten: falls es ε > 0 gibt, so dass Bε(a)∩A = {a}.

Beispiel 6.2. U offen in C, a ∈ U . Sei A := (C \ U) ∪ {a} = C \ (U \ {a}). Dann ist a isolierter
Punkt von A. Denn Bε(a) ⊂ U =⇒ Bε(a) ∩A = {a}.

Definition 6.3. Sei f : Ω → C eine holomorphe Funktion. Wir sagen z0 ∈ C ist eine isolierte
Singularität von f , falls z0 isolierter Punkt von C \Ω ist. In anderen Worten: z0 /∈ Ω und z0 ist
kein Häufungspunkt von C \ Ω.

Beispiele 6.4.

(1) f : C \ {0} → C mit z 7−→ 1
z hat eine isolierte Singularität in 0.

(2) B2(1) \ {2} → C mit z 7−→ z hat eine isolierte Singularität in 2.

Definition 6.5. Sei z0 eine isolierte Singularität von f : Ω → C, wobei f holomorph ist. Dann
heißt z0

(i) eine hebbare Singularität, falls es eine holomorphe Funktion f̃ : Ω ∪ {z0} → C gibt mit
f̃ |Ω = f .

(ii) ein Pol, falls z0 nicht hebbar und falls es ein n ∈ N∗ gibt, so dass z 7−→ (z − z0)n · f(z) in
z0 eine hebbare Singularität besitzt. Das kleinste solche n heißt Ordnung des Pols.

(iii) eine wesentliche Singularität, falls z0 weder hebbar noch ein Pol ist.

Bemerkung 6.6. zu (i). Die Funktion f̃ ist dann eindeutig

f̃(z) =

f(z), z ∈ Ω

limw→z0 f(w), z = z0

Beispiele 6.7.

(1) Beispiel 6.4 (1) hat einen Pol 1. Ordnung in 0.

(2) Beispiel 6.4 (2) hat eine hebbare Singularität in 2.

(3) C \ {1, 2} → C mit f(z) = 1
(z−1)2 − 5

z−2 + z4 hat einen Pol 2. Ordnung in 1 und einen Pol
1. Ordnung in 2.

(4) f(z) = sin(z)
z , f : C \ {0} → C. Die isolierte Singularität in 0 ist hebbar, denn

sin(z)
z

=
∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)! ·
z2k+1

z

=
∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!z
2k

︸ ︷︷ ︸
f̃(z) holomorph auf C
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(5) Ω := C \ {0}, f(z) = e
1
z =

∑∞
j=0

1
j! (

1
z )j .

lim
r→0
r∈R>0

e
1
r =∞

=⇒ f ist in 0 nicht stetig fortsetzbar. Somit ist die Singularität nicht hebbar.

Zeige nun, dass 0 kein Pol ist.

zn · f(z) =
n∑
j=0

1
j!z

n−j

︸ ︷︷ ︸
(∗)

+
∞∑

j=n+1

1
j!

(1
z

)j−n
︸ ︷︷ ︸

=:g(z)

,

wobei (∗) holomorph auf C und beschränkt auf B1(0) ist. Für r > 0 ist

g(r) ≥ 1
(n+ 1)!

(1
r

)(n+1)−n

= 1
(n+ 1)! ·

1
r

r→0−−−→∞

rn · f(r)→∞

Somit hat zn · f(z) eine nicht hebbare Singularität in 0 und somit hat f keinen Pol in 0. Die
Singularität ist also wesentlich.

6.2 Meromorphe Funktionen

In diesem Abschnitt ist wieder Ω immer eine offene, nicht-leere Teilmenge von C.

Wiederholung.

Sei A ⊂ Ω.

A ist eine diskrete Teilmenge von Ω

• genau dann, wenn die induzierte Topologie auf A die diskrete ist (Definition).

• genau dann, wenn jeder Punkt von A ein isolierter Punkt von A ist.

Definition 6.8. Wir nennen f eine meromorphe Funktion auf Ω, falls es eine diskrete Menge
A ⊂ Ω gibt, so dass f : Ω\A→ C eine holomorphe Funktion ist und falls f in jedem z0 ∈ A einen
Pol besitzt.

Beispiel 6.9.
f(z) = e1/z + 1

z − 1 + i

(z − 2)2

ist meromorph auf Ω := C \ {0} aber nicht meromorph auf C.

Vorstellung.

f(z0) =∞, falls z0 ∈ A. Elemente von A nennt man Polstellen von f .
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Beispiel 6.10 (Möbiustransformation). Seien a, b, c, d ∈ C und es gelte det
(
a b

c d

)
︸ ︷︷ ︸

:=M

6= 0. Sei

weiter fM : C ∪ {∞} → C ∪ {∞} mit

fM (z) =



az+b
cz+d z 6=∞, z 6= −dc , c 6= 0
az+b
d z 6=∞, c = 0.

∞ z = −dc , c 6= 0
a
c z =∞, c 6= 0

∞ z =∞, c = 0.

fM |C : C→ C ∪ {∞} ist meromorph.

Es gilt fM1(fM2(z)) = fM1·M2(z).

Stereographische Projektion.

Identifiziere C ∪ {∞} mit der 2-Sphäre S2 = {x ∈ R3|‖x‖ = 1} mittels C ∪ {∞} → S2 mit

z 7−→ σ(z) :=
(

2z
|z|2+1
|z|2−1
|z|2+1

)
∈ C× R = R3,

wobei der erste Eintrag in C, der zweite in R und der gesamte Vektor in S2 liegt. Man definiert
σ(∞) := (0, 0, 1)T .

Geometrische Interpretation:

Abbildung 6.1: Zur geometrischen Veranschaulichung.

Für z ∈ C liegt σ(z) auf der Geraden durch (z, 0) ∈ R3 und (0, 0, 1)T und auf S2. Hierbei sei
σ(z) 6= (0, 0, 1)T .

Fakten: (leicht verifizierbar und Zentralübung in der 2. Vorlesungswoche)

• σ|C : C→ S2 \ {(0, 0, 1)T } ist ein Diffeomorphismus58, winkeltreu

• Versehen wir C ∪ {∞} mit der Alexandroff-Topologie,59 dann ist σ : C ∪ {∞} → S2 ein
Homöomorphismus. Wenn man C ∪ {∞} als 2-Sphäre interpretiert60, dann nennt man dies
die riemannsche Zahlensphäre.

58im Sinne der Analysis II, indem wir S2 \ {(0, 0, 1)T } als Untermannigfaltigkeit von R3 betrachten.
59siehe 3. Aufgabe von Übungsblatt 2
60Genauer: wir identifizieren z ∈ C ∪ {∞} mit σ(z) ∈ S2 und dann ist C ∪ {∞} gleich S2.
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• Ist f meromorph auf Ω, so ist

Ω→ S2, z 7−→

σ(f(z)) kein Pol in z

(1, 0, 0)T Pol in z

eine glatte61 Abbildung.62

• Ist fM eine Möbius-Transformation, dann ist σ ◦ fM ◦ σ−1 : S2 → S2 ein winkeltreuer und
orientierungserhaltender63 Diffeomorphismus.

• Umgekehrt (etwas mehr Aufwand):
Jeder konforme, orientierungserhaltende Diffeomorphismus h : S2 → S2 kommt von einer
Möbiustransformation, das heißt h = σ ◦ fM ◦ σ−1 für ein M ∈ C2×2, detM 6= 0.

Bemerkung. Was wir hier machen, ist auch in der speziellen Relativitätstheorie wichtig. Man
identifiziert die Menge aller Lichtstrahlen, die zum Zeitpunkt t = 0 in x = 0 ∈ R3 starten,
mit S2. Möbius-Transformationen sind dann genau die „schönen“ Abbildungen, die Lichtstrahlen
auf Lichtstrahlen abbilden. Es sind dann genau die Abbildungen, die sich zu (zeit- und raum-
orientierungserhaltenden) Isometrien von R3,1 fortsetzen. Hierbei ist R3,1 := R4, versehen mit
dem “Skalarprodukt“ 〈

t

x

y

z

 ,


t̃

x̃

ỹ

z̃


〉

:= −tt̃+ xx̃+ yỹ + zz̃ .

Sie werden dies wahrscheinlich nicht alles verstehen, insbesondere ist die obige Abbildung ja gar
nicht positiv definit, also eigentlich kein Skalarprodukt. Vielleicht erinnern Sie sich aber an diese
Bemerkung, wenn Sie sich mal mit spezieller Relativitästtheorie beschäftigen (sollten). Es lässt
sich hieraus erklären, wieso SL(2,C) = {M ∈ GL(2,C) | detM = 1} so eine wichtige Rolle in der
relativistischen Quantenmechanik hat.

Definition 6.11. Sei z0 ∈ Ω ⊂ C ein Gebiet. Sei f holomorph auf Ω oder meromorph ohne
Pol in z0. Sei f(z0) = 0 und f 6= 0. Die Nullstelle z0 hat die Vielfachheit k genau dann, wenn
f(z0) = 0, . . . , f (k−1)(z0) = 0 und f (k)(z0) 6= 0.

Jede Nullstelle hat eine Vielfachheit k ∈ N∗ (Identitätssatz).

Lemma 6.12. f besitzt eine Nullstelle der Vielfachheit k ∈ N∗ in z0. Dann hat f(z)
(z−z0)k eine

hebbare Singularität in z0, aber f(z)
(z−z0)k+1 hat einen Pol in z0. Es gibt also eine auf einer offenen

Umgebung Bε(z0) definierte holomorphe Funktion g : Bε(z0)→ C, so dass f(z) = (z − z0)k · g(z)
für alle z ∈ Bε(z0) \ {z0} und g(z0) 6= 0.

Beweis: Taylorreihe in z0.

f(z) =
∞∑
n=0

1
n!f

(n)(z0)(z − z0)n

61In der Vorlesung nur gesagt „stetig“, die Aussage ist auch mit „glatt“ im reellen Sinn richtig, sowohl im Sinne
von Abbildungen Ω→ R3 als auch im Sinne Ω→ S2

62Mit Ausnahme der Polstellen und der Punkte z mit f ′(z) = 0 ist sie auch winkeltreu
63h : S2 → S2 orientierungserhaltend bedeutet: Für p ∈ S2 und q, r ∈ R3, q ⊥ p ⊥ r ⊥ q hat die Basis (p, q, r) die

selbe Orientierung (siehe Lin. Alg.) wie (h(p), Jh(p) · q, Jh(p) · r). Deiser Begriff wird eigentlich nur benützt,
damit die folgende Umkehrung richtig ist.
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=
( ∞∑
n=k

1
n!f

(n)(z0)(z − z0)n−k
)

︸ ︷︷ ︸
=g(z)

(z − z0)k

g(z0) = 1
k!f

(k)(z0) 6= 0∣∣∣ f(z)
(z − z0)k+1

∣∣∣ = |g(z)|
|z − z0|

→ ∞ da |g(z)| → |g(z0)| 6= 0, |z − z0|
z→z0−−−→ 0

Also ist f(z)
(z−z0)k+1 nicht stetig fortsetzbar.

Definition 6.13. Sei f meromorph auf Ω, z0 ∈ Ω. Wir definieren die Ordnung Oz0f von f in
z0 durch

Oz0f :=



∞, falls f ≡ 0 auf einer Umgebung von z0

Vielfachheit der Nullstelle von f in z0, falls f(z0) = 0

0, falls z0 kein Pol und keine Nullstelle von f ist

−Ordnung des Pols, falls z0 Pol von f

Lemma 6.14. Sei f wie in Definition 6.13. Sei k := Oz0f 6= ∞. Dann gibt es eine auf einer
Umgebung U von z0 definierten holomorphen Funktion g : U → C mit

g(z0) 6= 0 und g(z) · (z − z0)k = f(z).

Beweis: 1. Fall: f habe eine Nullstelle in z0. Lemma 6.12.

2. Fall: z0 ist weder Nullstelle noch Pol. g := f

3. Fall: z0 ist ein Pol der Ordnung |k|.
Also hat h(z) = (z − z0)|k|f(z) eine hebbare Singularität.

Sei o.B.d.A. g : Bε(z0)→ C holomorph mit g(z) = h(z) für alle z ∈ Bε(z0)\{z0}. Zu zeigen bleibt
g(z0) 6= 0.

Angenommen g(z0) = 0. Dann hätte nach Lemma 6.12

g(z)
z − z0

= (z − z0)|k|−1f(z)

eine hebbare Singularität. Der Pol hätte also höchstens Ordnung |k| − 1. Widerspruch.

Korollar 6.15. Sind f1, f2 meromorph auf dem Gebiet Ω, f2 6≡ 0. Dann sind f1f2 und f1
f2

ebenfalls
meromorph auf Ω. Es gilt für alle z0 ∈ Ω

Oz0
(f1

f2

)
= Oz0f1 −Oz0f2,

Oz0
(
f1f2

)
= Oz0f1 +Oz0f2,

wobei ∞± k :=∞ für k ∈ Z.

Wir haben also gesehen:
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Abbildung 6.2: Zu Satz 6.16.

Bemerkung. {f meromorph auf Ω} ist ein Körper, wenn Ω ein Gebiet ist.

Dies gibt viele interessante Beispiele von Körpern, wie zum Beispiel den nicht-archimedisch ge-
ordneten Körper, den wir in Analysis I, Kapitel 2, Beispiel 5.9 (d) betrachtet haben.

6.3 Laurent-Entwicklung
Di 3.12.

Notation.

−1∑
n=−∞

an :=
∞∑
m=1

a−m

∞∑
n=−∞

an :=
−1∑

n=−∞
an +

∞∑
n=0

an

=
k∑

n=−∞
an +

∞∑
n=k+1

an

Satz 6.16 (Laurent-Entwicklung). Sei f holomorph auf dem Kreisring Kr,R(z0) := {z ∈ C |
r < |z − z0| < R}, 0 < r < R < ∞, z0 ∈ C. Dann existiert eine eindeutige Familie komplexer
Zahlen (an)n∈Z, so dass

f(z) =
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n

für alle z ∈ Kr,R(z0). Die Koeffizienten an berechnen sich durch

an := 1
2πi

∫
∂Bρ(z0)

f(ζ)
(ζ − z0)n+1 dζ

für ρ ∈ [r,R].

Beweis: O.B. d.A. sei z0 = 0. Wähle σ, τ ∈ R mit r < σ < τ < R. Definiere γ wie die blaue
Kurve in Zeichnung 6.2. Für z ∈ Kσ,τ (0) gilt

W(γ, z) = 1
2πi

∫
γ

1
ζ − z

dζ

= 1
2πi

(∫
∂Bτ (0)

1
ζ − z

dζ −
∫
∂Bσ(0)

1
ζ − z

dζ
)
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= 1− 0 = 1

und somit

CIF=⇒ f(z) · W(γ, z) = 1
2πi

∫
γ

f(ζ)
(ζ − z) dζ

= 1
2πi

∫
∂Bτ (0)

f(ζ)
ζ − z

dζ − 1
2πi

∫
∂Bσ(0)

f(ζ)
ζ − z

dζ.

(1) Sei ζ ∈ ∂Bτ (0) mit τ = |ζ| > |z|:

1
ζ − z

= 1
ζ
· 1

1− z
ζ

|z/ζ|<1=
∞∑
n=0

zn

ζn+1

(2) Sei ζ ∈ ∂Bσ(0) mit σ = |ζ| < |z|:

1
ζ − z

= −1
z
· 1

1− ζ
z

= −
∞∑
m=0

ζm

zm+1

= −
−1∑

n=−∞

zn

ζn+1 ,

wobei n = −1−m.

Diese Reihen sind in ζ gleichmäßig konvergent auf ∂Kσ,τ (z0) = ∂Bσ(z0)∪ ∂Bτ (z0). Außerdem ist
f gleichmäßig stetig auf ∂Kσ,τ (z0). Somit

f(z) =
∞∑
n=0

1
2πi

∫
∂Bτ (0)

f(ζ)
ζn+1 dζ︸ ︷︷ ︸

=:an

zn +
−1∑

n=−∞

1
2πi

∫
∂Bσ(0)

f(ζ)
ζn+1 dζ︸ ︷︷ ︸

=:an

zn.

Es folgt mit Aufgabe 4 auf Übungsblatt 6 für alle ρ ∈ [r,R]

an = 1
2πi

∫
∂Bρ(0)

f(ζ)
ζn+1 dζ,

insbesondere ist dieser Ausdruck von ρ unabhängig. Wir haben somit die Existenz der an gezeigt.

Zur Eindeutigkeit: Sei
∞∑

n=−∞
anz

n =
∞∑

n=−∞
bnz

n auf Kr,R(0).

Wir multiplizieren mit z−k−1 und erhalten

∞∑
n=−∞

anz
n−k−1 =

∞∑
n=−∞

bnz
n−k−1 auf Kr,R(0).

Auf beide Seiten wenden wir 1
2πi
∫
∂Bρ(0) an für ein ρ ∈ (r,R). Das Integral kann mit der Reihe

WS 2019/20 Seite 83



I Komplexe Analysis (Funktionentheorie)

vertauscht werden, denn die Reihen sind gleichmäßig konvergent. Nun hat z` eine Stammfunktion
genau dann, wenn ` 6= −1.

1
2πi

∫
∂Bρ(0)

∞∑
n=−∞

anz
n−k−1 dz =

∞∑
n=−∞

an
1

2πi

∫
∂Bρ(0)

zn−k−1 dz = ak
1

2πi

∫
∂Bρ(0)

zk−k−1 dz = ak

Damit folgt ak = bk.

Definition 6.17. Man nennt Reihen der Form
∑∞
n=−∞ an(z − z0)n Laurent-Reihen um z0.

• Hauptteil:
∑−1
n=−∞ an(z − z0)n.

• Nebenteil:
∑∞
n=0 an(z − z0)n.

• Residuum: a−1. Im Fall r = 0 schreiben wir Resz0 f für das Residuum der Laurent-Reihe
von f auf K0,R(z0) = BR(z0) \ {z0}

Bemerkungen 6.18.

(1) Der Konvergenzradius ρmax des Nebenteils:

ρmax = 1
lim supn→∞ n

√
|an|

∈ [0,∞] ,

wobei 1
∞ := 0, 1

0 := ∞. Wir haben also Konvergenz für |z − z0| < ρmax und Divergenz für
|z − z0| > ρmax.

(2) Der Hauptteil
∑∞
m=1 a−m

(
1

z−z0

)m
konvergiert für

∣∣∣ 1
z − z0

∣∣∣ < 1
lim supn→∞ n

√
|a−n|

.

Wir haben also Konvergenz für |z − z0| > ρmin := lim supn→∞ n
√
|a−n| und Divergenz für

|z − z0| < ρmin.

(3) Falls f wie in Satz 6.16 ist, dann konvergiert es für |z − z0| ∈ (r,R), das heißt ρmin ≤ r,
R ≤ ρmax.

(4) Der Grenzwert der Laurent-Reihe ist holomorph auf dem Konvergenz-Gebiet:

Kρmin,ρmax(z0) = {z ∈ C | ρmin < |z − z0| < ρmax}.

(5) f(z) =
∑∞
n=−∞ an(z−z0)n konvergiert gleichmäßig auf kompakten Teilmengen vonKρmin,ρmax(z0).

(6) Ableitung: f ′(z) =
∑∞
n=−∞ n · an(z − z0)n−1

(7) Falls a−1 = 0, dann hat f eine Stammfunktion

F (z) =
∞∑

n=−∞
n6=−1

an
n+ 1(z − z0)n+1.

Außerdem gilt: f ′ und F haben dasselbe Konvergenz-Gebiet wie f .
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Satz 6.19 (Cauchy-Abschätzungen für Laurentreihen). Sei f(z) =
∑∞
n=−∞ an(z−z0)n konvergent

für alle |z − z0| = ρ. Definiere M := supz∈∂Bρ(z0) |f(z)| <∞. Dann gilt die Cauchy-Abschätzung:

|an| ≤
M

ρn
.

Beweis:

|an| ≤ |
1

2πi |
∫ 2π

0

|f(z0 + ρeit)|
|ρeit|n+1 |ρieit| dt

= 1
2π · 2π ·Mρ−n

6.4 Laurententwicklung für isolierte Singularitäten

Sei z0 eine isolierte Singularität von f : Ω \ {z0} → C, Ω Gebiet, z0 ∈ Ω. Bilde die Laurentreihe in
z0:

f(z) =
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n (6.1)

konvergiert für 0 < |z − z0| < ρmax. Der Hauptteil konvergiert für alle z 6= z0.

Die Gleichung (6.1) gilt für z ∈ Bε(z0) \ {z0}, ε > 0 genügend klein.

Satz 6.20 (Riemannscher Hebbarkeitssatz). Notation wie oben. Folgende Aussagen sind äquiva-
lent:

(1) Die Singularität von f in z0 ist hebbar.

(2) f ist beschränkt auf einer Umgebung von z0, das heißt es existiert ein ε > 0: Mε :=
sup

{
|f(z)|

∣∣∣ z ∈ Bε(z0)
}
<∞.

(3) an = 0 für alle n < 0.

Beweis:
„(1) ⇐⇒ (3)“: bereits klar.

„(1) =⇒ (2)“: Setze f zu einer holomorphen Funktion f̃ : Ω→ C fort. Also f̃ |
Bε(z0) stetig. Damit

folgt f̃(Bε(z0)) ⊃ f(Bε(z0)) kompakt, falls Bε(z0) ⊂ Ω. Also ist Mε <∞.

„(2) =⇒ (3)“: Für n < 0 gilt |an| ≤ Mερ
|n| für 0 < ρ < ε. Wir haben ρ|n| → 0 für ρ > 0. Wir

erhalten an = 0.

Korollar 6.21. Notation wie oben. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) f hat einen Pol der Ordnung ≤ k in z0 oder eine hebbare Singularität

(2) ∃ε > 0∃Mε > 0 mit |f(z)| ≤ Mε

|z−z0|k für z ∈ Bε(z0) \ {z0}.

(3) an = 0 für n < −k.
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Beweis:

(1) ⇐⇒ (z − z0)kf(z) hat eine hebbare Singularität inz0
Satz 6.20⇐⇒ ∃ε > 0 : ∃Mε ∈ R : ∀z ∈ Bε(z0) |f(z)||z − z0|k ≤Mε

⇐⇒ (2)

(1) ⇐⇒ (z − z0)kf(z) hat eine hebbare Singularität inz0
Satz 6.20⇐⇒ (3) .

Satz 6.20 und Korollar 6.21 ergeben:

Korollar 6.22. Notation wie oben. f hat eine wesentliche Singularität in z0 ⇐⇒ {n ∈ Z|an 6= 0}
nicht nach unten beschränkt ist.

Satz 6.23 (Casorati-Weierstraß). Sei z0 eine isolierte Singularität der holomorphen Funktion f .
Dann hat f eine wesentliche Singularität in z0 genau dann, wenn für jedes ε > 0 mit Bε(z0) ⊂ Ω
gilt: f(Bε(z0) \ {z0}) ist dicht in C.

Wiederholung: M ⊂ C ist dicht in C genau dann, wenn M = C.

Beweis: „⇐=“:
1. Fall: Hebbare Singularität, dann f(Bε(z0) \ {z0}) beschränkt für alle ε > 0 mit Bε(0) ⊂ Ω.
Dann folgt daraus, dass f(Bε(z0) \ {z0}) nicht dicht.

2. Fall: Pol der Ordnung k. Wir schreiben f(z) = g(z)
(z−z0)k für eine holomorphe Funktion g : Ω→ C,

g(z0) 6= 0. Wähle ein ε > 0 mit |g(z)| ≥ |g(z0)|
2 =: δ > 0 für alle z ∈ Bε(z0). Also ist |f(z)| ≥

δ
|z−z0|k ≥

δ
εk
> 0 für alle z ∈ Bε(z0) \ {z0}.

B δ

εk
(0) ∩ f(Bε(z0) \ {z0}) = ∅

=⇒ 0 /∈ f(Bε(z0) \ {z0}) =⇒ nicht dicht.

Wir haben – anschaulich ausgedrückt – gezeigt, dass f(z)→∞ für z → z0.

„=⇒“: Sei ε > 0 mit Bε(z0) ⊂ Ω, so dass f(Bε(z0) \ {z0}) nicht dicht. Es existiert ein w ∈ C und
ein r > 0, so dass Br(w) ∩ f(Bε(z0) \ {z0}) = ∅.

h(z) = 1
f(z)− w,

h : Bε(z0) \ {z0} → C holomorph. Wir haben

|h(z)| ≤ 1
r

und somit
Satz 6.20=⇒ Singularität von h ist hebbar.
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Abbildung 6.3: Zum Residuensatz.

Das heißt, es gibt eine holomorphe Funktion h̃ : Bε(z0)→ C, die h|Bε(z0)\{z0} fortsetzt. Somit ist

f(z) = 1
h(z)︸ ︷︷ ︸

meromorph

+w

meromorph auf Bε(z0), also ist entweder in z0 ein Pol oder die Singularität ist hebbar. Also ist es
keine wesentliche Singularität.

6.5 Residuensatz und Anwendungen
Fr 6.12.

Satz 6.24 (Residuensatz). Sei Ω ein Gebiet in C, S = {p1, . . . , pµ} ⊂ Ω eine endliche Teilmenge,
f holomorph auf Ω \ S. Sei γ eine geschlossene, stückweise C1-Kurve mit Spur(γ) ∩ S = ∅ und γ
homotop in Ω (relativ zu den Endpunkte) zu einer konstanten Kurve. Dann gilt

1
2πi

∫
γ

f(ζ) dζ =
µ∑
`=1
W(γ, p`) Resp` f.

Bemerkung 6.25.

(1) Im Spezialfall S = ∅ ist die Aussage des Residuensatzes:

1
2πi

∫
γ

f(ζ) dζ = 0.

Dies ist der Cauchysche Integralsatz 3.20.

(2) Sei S = {p1} und g : Ω → C holomorph. Definiere f(z) := g(z)
z−p1

. Dann ist f holomorph auf
Ω \ {p1} und es gilt Resp1 f = g(p1). Der Residuensatz besagt dann

1
2πi

∫
γ

g(ζ)
ζ − p1

dζ =W(γ, p1) · g(p1)

Dies ist die Cauchysche Integralformel 4.1.

(3) Der Residuensatz 6.24 gilt auch dann, wenn wir die Menge S durch eine beliebige abge-
schlossene und diskrete Teilmenge S von Ω ersetzen. Wdh: diskrete Mengen sind nicht immer
endlich. Wenn S eine abgeschlossene und diskrete Teilmenge von Ω ist, dann hat S im Innern
von Ω keine Häufungspunkt, am Rand aber evtl. schon. Es gibt dann aber nur endlich viele
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Punkte p in S mit W(γ, p) 6= 0.

Beweis von Satz 6.24: Sei h`(z) der Hauptteil der Laurentreihe von f in p`, das heißt um p`:

f(z) =
∞∑

n=−∞
an,`(z − p`)n

h`(z) =
−1∑

n=−∞
an,`(z − p`)n

h`(z) konvergiert und ist holomorph auf C \ {p`}.

h(z) := f(z)−
k∑
`=1

h`(z)

holomorph auf Ω (holomorph auf Ω\S klar. Um p` herum h(z) =
∑∞
n=0 an,`(z−p`)n−

∑µ
k=1
k 6=`

hk(z)

holomorph.)

Mit dem Cauchy-Integral-Satz folgt
∫
γ
h(z) dz = 0.

1
2πi

∫
γ

f(ζ) dζ =
µ∑
`=1

1
2πi

∫
γ

h`(ζ) dζ

1
2πi

∫
γ

h`(ζ) dζ = 1
2πi

∫
γ

−1∑
n=−∞

an,`(ζ − p`)n dζ

= 1
2πi

−1∑
n=−∞

an,`

∫
γ

(ζ − p`)n dζ

= 1
2πi · a−1,`

∫
γ

1
ζ − p`

dζ

= a−1,`︸ ︷︷ ︸
Resp` f

W(γ, p`),

denn ζ 7−→ (ζ−p`)n+1

n+1 ist Stammfunktion von (ζ − p`)n, falls n 6= −1. Also

1
2πi

∫
γ

f(ζ) dζ =
µ∑
`=1

(Resp` f)W(γ, p`).

Proposition 6.26. Seien P,Q Polynomfunktionen mit Q 6≡ 0. Sei R(z) = P (z)
Q(z) , Q habe keine

Nullstellen auf R. Es gelte degQ ≥ degP + 2. Dann folgt∫ ∞
−∞

R(x) dx = 2πi
∑
p∈S+

RespR,

wobei S+ := {z ∈ C | Q(z) = 0 ∧ Im(z) > 0}.

Beweis: Seien P (z) = anz
n + · · ·+ a0, mit an 6= 0, aj ∈ C, Q(z) = bmz

m + · · ·+ b0, mit bm 6= 0,
bj ∈ C und m ≥ n+ 2.
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Abbildung 6.4: Zur Proposition 6.26.

1. Schritt: ∀ε > 0 ∃r0 > 0 ∀z ∈ C \Br0(0):

∣∣∣P (z)
Q(z)z

m−n − an
bm

∣∣∣ < ε

Prüfe: sei w = 1
z , dann gilt

P ( 1
w )

Q( 1
w )

wn

wm
= anw

0 + an−1w
1 + · · ·+ a0w

n

bmw0 + · · ·+ b0wm

w→0−−−→ an
bm

2. Schritt:

|R(z)| ≤
(∣∣ an
bm

∣∣+ ε
)

︸ ︷︷ ︸
=:c

1
|z|m−n

für alle z ∈ C \Br0(0).

3. Schritt: Für r > 0 definiere γr(t) = reit, γr : [0, π]→ C, τr : [−r, r]→ C, t 7−→ t. Wähle r1 > 0
so groß, dass Br1(0) ⊃ S+ und r1 ≥ r0. Für alle r ≥ r1 gilt dann:

R ist holomorph auf {z ∈ C | z /∈ S+, Im(z) ≥ −ε} für ein kleines ε.

Der Residuensatz liefert: ∫
τr

R(z) dz︸ ︷︷ ︸∫ r
−r

R(x) dx

+
∫
γr

R(z) dz = 2πi
∑
p∈S+

RespR

Die Konvergenz von
∫∞
−∞R(x) dx folgt aus dem 2. Schritt, da |R(x)| ≤ c

x2 für |x| ≥ max{r1, 1}.

∣∣∣ ∫
γr

R(z) dz
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫ π

0
R(reit)rieit dt

∣∣∣
≤
∫ π

0
|R(reit)|︸ ︷︷ ︸

≤ c
r2

für r≥max{r1,1}

r dt

≤ π c
r

r→∞−−−→ 0.
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Lemma 6.27. Sei Ω ein Gebiet in C und P,Q : Ω → C holomorphe Funktionen, Q 6≡ 0, z0 ∈ Ω
eine einfache Nullstelle von Q. Dann gilt

Resz0
(P
Q

)
= P (z0)
Q′(z0) .

Beweis: Oz0
(
P
Q

)
= Oz0P −Oz0Q = Oz0P︸ ︷︷ ︸

≥0

−1 ≥ −1.

Also Pol 1. Ordnung oder hebbar.

P (z)
Q(z) =

∞∑
n=−1

an(z − z0)n.

P (z)
Q(z) (z − z0) =

∞∑
n=0

an−1(z − z0)n

ist holomorph als Potenzreihe. Es gilt

a−1 = lim
z→z0

(P (z)
Q(z) · (z − z0)

)
= lim
z→z0

P (z) · lim
z→z0

z − z0

Q(z)−Q(z0)

= P (z0) · 1
Q′(z0)

Beispiel 6.28. R(z) = 1
1+z4 , S+ = {eπi4 , e 3πi

4 }. Berechne das Residuum:

RespR = 1
4p3 für p ∈ S+

Res
e
πi
4
R = 1

4e
− 3πi

4

Res
e

3πi
4
R = 1

4e
− 9πi

4 = 1
4e
−πi4

∫ ∞
−∞

1
1 + x4 dx = 2πi(Res

e
πi
4
R+ Res

e
3πi
4
R︸ ︷︷ ︸

=−
√

2i
4

)

= π√
2

Lemma 6.29. Sei f eine meromorphe Funktion auf Ω, wobei Ω offen in C ist. Sei S die Menge
der Pole. Die Ableitung f ′ : Ω \ S → C ist auch eine meromorphe Funktion auf Ω und für alle
z0 ∈ Ω gilt:

Oz0(f ′) =

Oz0(f)− 1, falls Oz0(f) 6= 0

≥ 0, falls Oz0(f) = 0.

Wir definieren hier: ∞− 1 :=∞.

Beweis: Sei z0 ∈ Ω. k := Oz0(f) ∈ Z ∪ {∞}.
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Die Fälle k = 0 und k =∞ sind klar.
Sei k ∈ Z: nach Lemma 6.14 existiert eine offene Umgebung U von z0 und eine holomorphe
Funktion g : U → C, so dass für alle z ∈ U \ {z0}

f(z) = g(z)(z − z0)k

und g(z0) 6= 0.

f ′(z) = g′(z)(z − z0)k + g(z)k(z − z0)k−1

= (g′(z)(z − z0) + kg(z))︸ ︷︷ ︸
G(z)

(z − z0)k−1

mit G : U → C holomorph. Weiter ist G(z0) = kg(z0) 6= 0, falls k 6= 0. Also für k 6= 0 gilt:
Oz0f ′ = k − 1.

Folgerung 6.30. Sei f meromorph auf Ω, Ω ein Gebiet und f 6≡ 0. Dann ist f ′

f meromorph auf
Ω. Weiter gilt für alle z0 ∈ Ω

Oz0
(f ′
f

)
:=

≥ 0, falls Oz0f = 0

−1, falls Oz0f 6= 0,

Resz0
f ′

f
= Oz0f . (6.2)

Beweis von (6.2): G(z), g(z) wie in Lemma 6.29

f ′(z)
f(z) = G(z)

g(z)
(z − z0)k−1

(z − z0)k

= G(z)
g(z) ·

1
z − z0

Pol 1. Ordnung oder hebbar.

Resz0
f ′

f
= G(z0)

g(z0) = k = Oz0f.

Satz 6.31 (Nullstellen und Polstellen zählende Integrale). Sei Ω ⊂ C ein Gebiet und f meromorph
auf Ω mit nur endlich vielen Nullstellen und Polen. Sei γ eine geschlossene stückweise C1-Kurve,
die homotop (relativ der Endpunkte)64 zu einer konstanten Kurve (γ homotop Null) in Ω ist. Auf
Spur(γ) sollen keine Pole und Nullstellen liegen. Dann gilt

1
2πi

∫
γ

f ′(z)
f(z) dz =

∑
z0∈Ω

W(γ, z0)Oz0f,

wobei die rechte Seite eine endliche Summe ist, da Oz0f 6= 0 nur für endlich viele z0.

Beweis von Satz 6.31: Wende Residuensatz auf f
′

f an.

64oft lässt man „relativ zu den Endpunkten“ weg, dies meint dann aber dasselbe.
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Bemerkung 6.32. Der Satz gilt auch, wenn f 6≡ 0 unendlich viele Pole oder unendlich viele
Nullstellen hat. Dann gibt es nur endlich viele z0 ∈ Ω für die W(γ, z0) 6= 0 und Oz0f 6= 0. Diese
Version folgt im wesentlichen aus der in Bemerkung 6.25 (3) erwähnten Verallgemeinerung des
Residuensatzes.

Beispiel 6.33. Sei p eine Polynomfunktion, p(z) = anz
n + · · ·+ a0 mit an 6= 0.

z · p
′(z)
p(z) = nanz

n−1 + · · ·+ a1

anzn + · · ·+ a0
· z

|z|→∞−−−−→ n.

γR(t) = Reit, γR : [0, 2π]→ C, (Ω = C).

1
2πi

∫
γR

p′(z)
p(z) dz =

∑
z0∈C
W(γR, z0)Oz0p,

wobei W(γR, z0) =

0, falls z0 /∈ BR(0)

1, falls z0 ∈ BR(0).

Wähle R so groß, dass alle Nullstellen von p in BR(0) liegen. Dann ist 1
2πi
∫
γR

p′(z)
p(z) dz die Anzahl

der Nullstellen von p mit Vielfachheiten gezählt. Sei n := degP

1
2πi

∫
γR

p′(z)
p(z) dz = 1

2πi

∫ 2π

0

p′(Reit)
p(Reit) Rie

it dt

R→∞−−−−→ 1
2πi

∫ 2π

0
in dt = n,

somit hat p genau n Nullstellen mit Vielfachheit gezählt.

Dies ist ein alternativer Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra.

Satz 6.34 (Satz von Rouché). Seien Ω, γ wie in Satz 6.31. Sei f meromorph auf Ω mit endlich
vielen Nullstellen und Polen, keine Nullstellen und keine Pole auf Spur(γ). Sei g meromorph auf
Ω mit endlich vielen Nullstellen und Polen, und keine Pole auf Spur(γ). Es gelte |g| < |f | auf
Spur(γ). Dann gilt ∑

z∈Ω
W(γ, z)Oz(f + g) =

∑
z∈Ω
W(γ, z)Oz(f).

Die Voraussetzungen des Satzes implizieren, dass f +g meromorph auf Ω ist und keine Nullstellen
und Polstellen auf Spur(γ) hat. Deswegen sind auch in der Summe auf der linken Seite nur endlich
viele Summanden ungleich Null.

Beweis: F (c) := 1
2πi
∫
γ
f ′+cg′
f+cg (z) dz, mit c ∈ [0, 1], f(z) + cg(z) 6= 0 auf Spur(γ).

c 7−→ F (c) mit [0, 1]→ R stetig. F (c) ∈ Z nach Satz 6.31. Somit ist F konstant, also F (0) = F (1).
Also folgt die Behauptung.

Beispiel 6.35. p(z) = anz
n + · · · + a0, an 6= 0 und γR wie in Satz 6.31. Sei f(z) = anz

n und
g(z) = an−1z

n−1 + · · ·+ a0. Dann gilt |g| < |f | auf Spur(γR), falls R groß ist. Also ist die Anzahl
der Nullstellen von p gleich der Anzahl der Nullstellen von f , also gleich n.
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Dies ist ein weiterer alternativer Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra.

7 Der riemannsche Abbildungssatz
Di 7.12.

Definition 7.1. Sei Ω1,Ω2 offen in C. Eine Abbildung von f : Ω1 → Ω2 heißt biholomorph,
falls

(1) f bijektiv

(2) f holomorph

(3) f−1 holomorph.

Proposition 7.2. Eine Abbildung f : Ω1 → Ω2 ist biholomorph genau dann, wenn f holomorph,
f bijektiv und für alle z ∈ Ω1: f ′(z) 6= 0.

Beweis: Folgt aus Aufgabe 3 von Übungsblatt 4.

Wiederholung: f biholomorph genau dann, wenn f (reeller) Diffeomorphismus von Ω1 und Ω2 und
f ist winkeltreu (=konform) und orientierungserhaltend.

Dann ist Ω1 einfach zusammenhängend bzw. wegzusammenhängend bzw. zusammenhängend ge-
nau dann, wenn Ω2 einfach zusammenhängend bzw. wegzusammenhängend bzw. zusammenhän-
gend ist.

Beispiel. (a) (Nach Vorlesung hinzugefügt) Betrachte die ganze Funktion fk(z) = zk für k ∈
N∗. Wir haben f ′k(1) = k und deswegen folgt aus dem lokalen Umkehrsatz, dass es ein
ε > 0 gibt, so dass fk(Bε(1)) offen in C ist und so dass die Einschränkung von fk ein
DiffeomorphismusBε(1)→ fk(Bε(1)) ist. Die Stetigkeit von f ′ impliziert: Ist ε klein genug, so
haben wir f ′k(z) 6= 0 für alle z ∈ Bε(1). Also besitzt fk|Bε(1) eine holomorphe Umkehrfunktion
wk : U → Bε(1), die auf einer offenen Umgebung U von 1 definiert ist. fk|Bε(1) : Bε(1) →
fk(Bε(1)) ist also biholomorph.

(b) Sei f : Ω → C, mit f ′(z0) = 0 für ein z00 ∈ Ω, dann ist für jedes ε > 0 die Funktion
f |Bε(z0)∩Ω nicht injektiv. Insbesondere ist dann f auf keiner Umgebung von z0 biholomorph.

Denn dann hat g(z) := f(z)− f(z0) eine Nullstelle der Ordnung k ≥ 2 in z0. Schreibe

g(z) = ak(z − z0)kh(z)

für a ∈ C \ {0} und eine holomorphe Funktion h : Ω1 → C mit h(z0) = 1. Dann folgt für alle
z in einer kleinen Umgebung U0 ⊂ Bε(z0) ∩ Ω von z0

g(z) =
(
a(z − z0)wk(h(z))

)k
.

Auf Grund des Satz von der offenen Abbildung gibt es ein δ > 0 mit Bδ(0) ⊂ {a(z −
z0)wk(h(z)) | z ∈ U0}, sei

a(zj − z0)wk(h(z1)) = δ

2e
2πij/k
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für zj ∈ U0, j = {1, 2, . . . , k}. Dann folgt

g(zj) =
(
δ

2e
2πij/k

)k
= δk

2k .

Also ist g nicht injektiv auf U0 und somit auch nicht f .

Bemerkung. (Nach Vorlesung hinzugefügt) Bedingung (3) ergibt sich aus aus den anderen bei-
den, kann also weggelassen werden. Denn sei f : Ω1 → Ω2 bijektiv und holomorph. Dann muss
f ′(z) 6= 0 für alle z ∈ Ω gelten, denn sonst würde obiges Beispiel (b) zeigen, dass f nicht injektiv
sein kann. Mit obiger Proposition folgt dann die Holomorphie von f−1.

Beispiel 7.3.

(a)

C ∪ {∞} → C ∪ {∞}

z 7−→ z − i
z + i

−i 7−→ ∞

∞ 7−→ 1

Möbiustransformation zu
(

1 −i
1 i

)
(

1 −i
1 i

)−1

= 1
2i

(
i i

−1 1

)

= 1
2

(
1 1
i −i

)

Biholomorphe Abbildung von C \ {−i} → C \ {1}.

(b) ∣∣∣z − i
z + i

∣∣∣ < 1 ⇐⇒ |z − i| < |z + i|

⇐= (z − i)(z + i) < (z + i)(z − i)

⇐⇒ iz − iz︸ ︷︷ ︸
−2 Im z

< −zi+ iz︸ ︷︷ ︸
2 Im z

⇐⇒ Im z > 0.

Also H := {z ∈ C | Im z > 0} → B1(0) mit z 7−→ z−i
z+i biholomorph.

(c) Der Kreisring BR(0) \ Br(0) für 0 <≤ r < R < ∞ ist nicht biholomorph zu Bρ(0) in C,
da Br(0) nicht einfach zusammenhängend ist, aber Bρ(0) ist einfach zusammenhängend.
Genauso sieht man, dass dieser Kreisring nicht zu C biholomorph ist.

(d) Br(0) mit r ∈ R>0 ist nicht biholomoph zu C. Denn jede holomorphe Funktion C→ Br(0) ⊂
C ist beschränkt und ganz, also nach dem Satz von Liouville konstant. Eine konstante
Funktion kann aber nicht biholomorph sein.

Satz 7.4 (Der riemannsche Abbildungssatz). Sei Ω ⊂ C ein einfach zusammenhängendes Gebiet.
Sei Ω 6= C. Dann gibt es eine biholomorphe Abbildung Ω→ B1(0).
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Abbildung 7.1: Menge des Beispiels 7.7.

Beweis: [9, Kapitel 10] Jänich, Kapitel 10.

Die biholomorphe Abbildung ist nicht eindeutig!

Folgerung 7.5. Angenommen Ω1,Ω2 sind zwei von C verschiedene einfach zusammenhängende
Gebiete. Dann existiert eine biholomorphe Abbildung von Ω1 nach Ω2.

Beweis:
Ω1

∼=→ B1(0)
∼=→ Ω2 .

Biholomorph zu sein ist eine Äquivalenzrelation.

Beispiel 7.6. Ω = C \ R≥0 und sei H = {z ∈ C | Im z > 0} wieder die obere Halbebene. Wir
haben oben gesehen, dass

f : H → B1(0)

z 7−→ z − i
z + i

biholomorph ist. Außerdem ist

g : H → Ω

z 7−→ z2

bihomorph. Also auch die Komposition g ◦ f−1 : B1(0)→ Ω.

Beispiel 7.7. Das Komplement der grauen Menge in Abbildung 7.1 besitzt eine biholomorphe
Abbildung nach B1(0).

Beispiel 7.8. Allgemeiner gilt65: Sei A eine nicht-leere abgeschlossene Teilmenge von C, so dass
A ∪ {∞} zusammenhängend in C ∪ {∞} ist. Dann besitzt jede Zusammenhangskomponente von
C \A eine biholomorphe Abbildung auf B1(0).

Bemerkung 7.9. Wir sagen Ω1 und Ω2 sind biholomorph, wenn es eine biholomorphe Abbildung
f : Ω1 → Ω2 gibt. Wir haben oben gesehen, dass Biholomorphie eine Äquivalenzrelation auf dem
Raum der Gebiete in C ist.
65ohne detailierten Beweis: man muss letztendlich zeigen, dass jede Zusammenhangskomponente von C \A einfach

zusammenhängend ist. Ich kenne keine Referenz, kann es aber mit einer verstärkten Version des riemannschen
Abbildungssatzes zeigen, siehe Korollar 8.6.
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8 Nachträge

Die folgenden Aussagen sind nicht mehr in der Vorlesung behandelt worden.

8.1 Zum Schwarzschen Spiegelungsprinzip

In diesem Abschnitt beantworten wir eine Frage aus der Zentralübung, die evtl. von allgemeinem
Interesse ist.

Frage 8.1. Wieso ist es im Beweis des Schwarzschen Spiegelungsprinzip Proposition 5.11 ausrei-
chend,

∫
∂R
F (z) dz = 0 für alle achsenparallelen Rechtecke R ⊂ Ω zu prüfen?

Wir formulieren die Antwort als kleinen Satz, der sich recht direkt aus dem bereits Gezeigten
ergibt, mit nahezu identischen Beweisen:

Satz 8.2. Sei Ω ⊂◦ C und f : Ω→ C stetig. Es gelte∫
∂R

f(z) dz = 0

für alle achsenparallelen Rechtecke R ⊂ Ω. Dann ist f holomorph.

Beweis: Gegeben sei z0 ∈ Ω. Wähle ein r > 0 mit Br(z0) ⊂ Ω. Genau wie im Beweis von
Lemma 3.7 kann man zeigen: Seien γw und γ̂w stückweise achsenparallele Wege in Br(z0) von z0

nach w. Dann gilt ∫
γw

f(z) dz =
∫
γ̂w

f(z) dz .

Genau wie im Beweis von Satz 3.8 erhalten wir eine holomorphe Funktion F : Br(z0) → C mit
F ′ = f |Br(z0). Da z0 ein beliebiger Punkt von Ω war, hat somit f lokal eine Stammfunktion. Nach
dem Satz von Morera (Satz 4.4) folgt, dass f holomorph ist.

8.2 Stärkere Version des riemannschen Abbildungssatzes.

Definition 8.3. Wir nennen ein Gebiet Ω ⊂ C homolog einfach zusammenhängend, wenn
für jede geschlossene stückweise C1-Kurve γ in Ω und jeden Punkt a ∈ C \ Ω gilt: W(γ, a) = 0.

Einfach zusammenhängende Gebiete in C sind homolog einfach zusammenhägend, und wir werden
unten begründen, wieso die Umkehrung auch richtig ist.

Lemma 8.4. Die Menge A ⊂ C sei abgeschlossen, nicht-leer und A∪{∞} sei zusammenhängend
in C∪ {∞}. Dann sind alle Zusammenhangskomponenten von C \A homolog einfach zusammen-
hängend.

Beweis: Sei eine geschlossene stückweise C1-Kurve γ in einer Zusammenhangskomponente Ω
von C \ A gegeben. Bestimme R > 0 mit Spur(γ) ⊂ BR(0). Die Voraussetzungen an A ergeben
direkt, dass es ein a ∈ A mit |a| > R gibt. Somit W(γ, a) = 0. Die Windungszahl-Funktion
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z 7−→ w(z) := W(γ, z) ist auf A ∪ (C \ BR(0)) definiert und lokal-konstant. Da A ∪ (C \ BR(0))
zusammenhängend ist, folgt w ≡ 0 und somit die Behauptung.

Satz 8.5 (Der riemannsche Abbildungssatz (starke Version)). Sei Ω ⊂ C ein homolog einfach
zusammenhängendes Gebiet, Ω 6= C.

(1) Dann gibt es eine biholomorphe Abbildung f : Ω→ B1(0).

(2) Zu jedem z0 ∈ Ω kann man obiges f so wählen, dass f(z0) = 0 und f ′(z0) > 0.

(3) f ist durch (1) und(2) eindeutig bestimmt.

Kommentare zum Beweis: Sobald wir (1) gezeigt haben, folgen die anderen Teile durch Stu-
dium der biholomorphen Abbildungen B1(0)→ B1(0), siehe Zentralübung vom 10.12.2019.

Der Beweis des riemannschen Abbildungssatzes, den ich als Student in einer Vorlesung von Helmut
Klingen kennengelernt habe, beweist Aussage (1) unter diesen schwächeren Voraussetzungen. Auf
Nachfrage gebe ich mein Skript der Vorlesung gerne als pdf weiter. Weitere Referenzen sind mir
nicht bekannt.

Korollar 8.6. Jedes homolog einfach zusammenhängende Gebiet ist einfach zusammenhängend.

Beweis der Aussage von Beispiel 7.7:, Erfüllt A die Voraussetzungen in Beispiel 7.7), so ist
jede Zusammenhangskomponente Ω von C \ A nach Lemma 8.4 homolog einfach zusammenhän-
gend. Das Gebiet Ω ist nach obigem Korollar also sogar einfach zusammenhängend,das heißt der
riemannsche Abbildungssatz liefert eine biholomorphe Abbildung Ω→ B1(0).
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Notationswechsel.

Bisher haben wir die Menge aller natürlichen Zahlen einfach mit N bezeichnet, und wir schrieben
N∗ = N \ {0}. Da wir in der Maßtheorie sehr häufig Index-Menge haben, die üblicherweise mit 1
beginnen, schreiben wir ab sofort N oder N für die Menge der positiven natürlichen Zahlen und
N0 für die Menge aller natürlichen Zahlen (inklusive Null).

Literatur für diesen Teil.

Allgemeine Analysis-Bücher:

• Th. Bröcker, Analysis II [15, Kap. III und IV]

• H. Amann, J. Escher, Analysis III [12]

Spezielle Maßtheorie-Bücher:

• H. Bauer, Maß- und Integrationstheorie [13]

• J. Elstrodt, Maß- und Integrationstheorie [16]

Bücher, die eine Einführung in Maßtheorie geben und dann mit Wahrscheinlichkeitetheorie wei-
termachen:

• D. Meintrup, S. Schäffler, Stochastik [18]

• A. Klenke, Wahrscheinlichkeitstheorie [19]

1 Motivation

(1) Betrachte χQ∩[0,1] : [0, 1]→ R mit

χQ∩[0,1](x) =

1, falls x ∈ Q ∩ [0, 1]

0, sonst.

Q ist abzählbar unendlich, R ist überabzählbar unendlich. Die Funktion χQ∩[0,1] ist nicht
Riemann-integrierbar (R-integrierbar). Wir hätten gerne einen Integralbegriff, für den χQ∩[0,1]

integrierbar ist.

(2)
R[a, b] = {f : [a, b]→ R | f ist Riemann-integrierbar}.

‖f‖1 :=
∫ b
a
|f(x)| dx ist eine Norm auf der Menge W := R([a, b])/V mit V := {f ∈
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R[a, b]|‖f‖1 = 0}.

Problem: (W, ‖.‖1) ist nicht vollständig.

Lösung: Vergrößere R[a, b] zu den Lebesgue-integrierbaren Funktionen.

(3) Definiere

• Flächeninhalt von Teilmengen von R2.

• Volumina von Teilmengen von R3.

• Höher-dimensionale „Volumina“ von Teilmengen von Rn.

Damit verbunden sind Integrale über Teilmengen von Rn, denn man hätte gerne

vol(U) =
∫
U

1 dx.

auch hierfür nutzen wir das Lebesgue-Integral.

(4) Wahrscheinlichkeitstheorie.

2 Messräume

Wir nutzen im folgenden die Notation ∞+ a := a+∞ :=∞ für a ∈ R ∪ {∞}.

Inhaltsproblem (oder Maßproblem).

Kann man eine Volumenfunktion P(Rn) vol−−→ [0,∞] mit

(a) vol(A ∪B) = vol(A) + vol(B), falls A ∩B = ∅. (Additivität)

(b) 0 < vol(B1(0)) <∞.

(c) Invariant unter Verschiebungen, Spiegelungen, Drehungen.

finden?

Antwort.

NEIN,1 falls n ≥ 3.2

Banach-Tarski-Paradoxon: Es gibt Mengen A1, . . . , A` ⊂ Rn, k, ` ∈ N, 0 < k < `, so dass

(1) B1(0) =
⋃`
i=1Ai und Ai ∩Aj = ∅ für i 6= j.

(2) Durch Verschieben, Drehen und Spiegeln lassen sich A1, . . . , Ak zu B1(0) zusammensetzen.

(3) Durch Verschieben, Drehen und Spiegeln lassen sich Ak+1, . . . , A` zu B1(0) zusammensetzen.

Angenommen, es gibt nun eine Volumenfunktion vol : P(Rn)→ [0,∞] mit den obigen Eigenschaf-

1Referenz: erklärt in [18, 1.1 Maßproblem], für einen Beweis verweisen wir auf S. Wagon: The Banach-Tarski
paradox. Encyclopedia of Mathematics and its applications, vol. 24, Cambridge University Press.

2Im Fall n = 1, 2 gibt es zwar solch eine Funktion, sie ist aber durch vol(B1(0)) nicht eindeutig festgelegt.
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ten. Dann haben wir

vol(B1(0)) =
∑̀
i=1

vol(Ai)

=
k∑
i=1

vol(Ai)︸ ︷︷ ︸
vol(B1(0))

+
∑̀
i=k+1

vol(Ai)︸ ︷︷ ︸
vol(B1(0))

.

Also ist vol(B1(0)) ∈ {0,∞}.

Lösungsansatz.

DefiniereM vol−−→ [0,∞] mitM $ P(Rn).

Definition 2.1. Ein Messraum besteht aus einer Menge X und einer σ-Algebra auf X. Eine
σ-Algebra auf X ist eine TeilmengeM⊂ P(X) mit

(i) ∅ ∈ M.

(ii) A ∈M, dann ist auch X \A ∈M.

(iii) Gilt Ai ∈M für alle i ∈ N, dann gilt auch
⋃∞
i=1Ai ∈M.

Elemente von X heißen Punkte, Elemente vonM heißen messbare Teilmengen von X.

Sind (X,M) und (Y,N ) Messräume, dann nennt man eine Abbildung von f : X → Y messbar,
falls für alle B ∈ N gilt: f−1(B) ∈M.

Es folgt in einer σ-Algebra, dass endliche Vereinigungen und endliche Durchschnitte messbarer
Teilmengen wieder messbar sind und auch dass abzählbar unendliche Durchschnitte messbarer
Teilmengen auch wiederum messbar sind.

Bemerkung 2.2. Man kann in Definition 2.1 (iii) durch (iii’) und (iv’) ersetzen.

(iii’) Gilt Bi ∈M für i ∈ N und Bi ∩Bj = ∅ für alle i 6= j, dann gilt
⋃∞
i=1Bi ∈M.

(iv’) Sind B1 ∈M und B2 ∈M, dann gilt auch B1 ∪B2 ∈M

Beweis: „(iii) =⇒ (iii’) und (iv’)“: Klar.

„ (iii’) und (iv’) =⇒ (iii)“: Aus (iv’) folgt, dass endliche Vereinigungen von Mengen inM wieder
Elemente vonM sind. Seien Ai ∈M gegeben, i ∈ N. Wir definieren B1 := A1, Bk := Ak\

⋃k−1
i=1 Ai

für k ≥ 2. Man sieht sofort, dass Bi ∩Bj = ∅, für alle i 6= j. Die Menge

Bk = Ak ∩

(
X \

k−1⋃
i=1

Ai

)
= X \

(
(X \Ak) ∪

k−1⋃
i=1

Ai

)

ist nach (ii) und (iv’) ebenfalls inM.

Aus (iii’) folgt somit:
⋃∞
i=1Ai =

⋃∞
i=1Bi ∈M.

Beispiele 2.3.
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(1) (X, {∅, X}) ist ein Messraum, das heißt {∅, X} ist eine σ-Algebra auf X. Wenn wir die Menge
aller σ-Algebren auf X mit der Relation ⊂ partiell ordnen, dann ist {∅, X} das Minimum
dieser Menge. In diesem Sinne ist es „die kleinste σ-Algebra auf X“.

(2) (X,P(X)) ist ein Messraum. Dies ist die größte σ-Algebra auf X, im analogen Sinne wie
oben: es ist das Maximum bezüglich ⊂ auf der Menge aller σ-Algebren auf X.

(3) Sei f : X → Y gegeben. SeiM eine σ-Algebra auf X.

f∗(M) := {N ⊂ Y | f−1(N) ∈M}

ist eine σ-Algebra auf Y . Wir nennen f∗(M) das direkte Bild vonM unter f . Es ist die
größte σ-Algebra auf Y , so dass f messbar ist.Fr 13.12.

(4) Ist (Mj)j ∈ J eine Familie von σ-Algebren auf X, J 6= ∅. Dann ist

M :=
⋂
j∈J
Mj

ebenfalls eine σ-Algebra auf X.

(5) Sei S ⊂ P(X). Definiere

M(S,X) :=
⋂
{M | M ist σ-Algebra auf X und S ⊂M}.

Da P(X) eine σ-Algebra auf X ist, die S enthält, ist die Indexmenge des Durchschnitts
nicht die leere Menge.3 Die Menge M(S,X) ist eine σ-Algebra auf X, insbesondere ist
es die kleinste σ-Algebra auf X, die S enthält. Man nennt M(S,X) die von S erzeugte
σ-Algebra auf X.

(6)

f : (Y,N )→ (X,M(S,X)) ist messbar (∗)

⇐⇒ für alle A ∈ S : f−1(A) ∈ N (+).

Begründung.

(+) ⇐⇒ ∀A ∈ S : A ∈ f∗(N )

⇐⇒ S ⊂ f∗(N )

⇐⇒ M(S,X) ⊂ f∗(N )

⇐⇒ ∀A ∈M(S,X) : A ∈ f∗(N )

⇐⇒ ∀A ∈M(S,X) : f−1(A) ∈ N

⇐⇒ (∗)

(7) Sei (X,OX) ein topologischer Raum, das heißt OX ist eine Topologie auf X. Dann nennt

3Man beachte hier
⋂
{Ci | i ∈ ∅} haben wir nicht definiert. Deswegen sollte solch ein Durchschnitt immer über

mindestens eine Menge gehen.
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Abbildung 2.1: Zu Beispiele 2.3 (7) (a)

Abbildung 2.2: Zu Beispiel 2.3 (7) (b)

man BX := M(OX , X) die Borel-Algebra auf X. Dann sind alle stetigen Abbildungen
f : (X,OX)→ (Y,OY ) messbar.

Begründung.

Prüfe, ob f : (X,BX) → (Y,BY ) mit BY :=M(OY , Y ) messbar ist. Nach (6) ist zu prüfen,
ob für alle U ∈ OY : f−1(U)︸ ︷︷ ︸

offen

∈ M(OX , X). Aus der Stetigkeit von f folgt f−1(U) ∈ OX ⊂

M(OX , X).

Wir betrachten nun einige Spezialfälle von (7).

(a) Sei nun X = Rn. Wir definieren den Elementarwürfel

Ez,k :=
{
x ∈ Rn

∣∣∣ zj2k ≤ x <
zj + 1

2k für alle j ∈ {1, . . . , n}
}
,

z = (z1, . . . , zn) ∈ Zn, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Jede offene Menge in Rn ist eine
abzählbare Vereinigung von Elementarwürfeln.4 Also ist BRn = M({Ez,k|z ∈ Zn, k ∈
N},Rn).

(b) X = R = R∪{±∞} (vgl. Analysis I, Kapitel 3, vor Proposition 1.30 und die Fortführung
in Analysis I, Kapitel 4, Bemerkung 5.14). Die offenen Mengen von R sind die Mengen
der Form U , [−∞, b)∪U , (a,+∞]∪U und U ∪ [−∞, b)∪ (a,+∞], wobei U offen in R,
a, b ∈ R. Funktionen f : Y → R heißen numerische Funktionen. Nun definiere

S :=
{

(a,+∞]
∣∣∣ a ∈ R

}
.

4Urspünglich stand in der Vorlesung hier ein ≤ an Stelle von <. Die Aussage ist in beiden Formen richtig (ganz
ähnlicher Beweis), aber so, wie sie jetzt steht, ist es etwas einfach später nutzbar.
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Alle Intervalle in R sind Elemente vonM(S,R), z.B.

R \ (a,+∞] = [−∞, a] ∈ M(S,R)⋃
n∈N

[−∞, a− 1
n

]︸ ︷︷ ︸
∈M(S,R)

= [−∞, a) ∈ M(S,R)

=⇒ [a,+∞] ∈ M(S,R)

=⇒ (a, b) = [−∞, b) ∩ (a,+∞] ∈ M(S,R)

Also sind auch alle offene Mengen von R in M(S,R) enthalten.5 Somit gilt: BR ⊂
M(S,R). Offensichtlich haben wir S ⊂ OR ⊂ BR. Also gilt insgesamt:

BR =M(S,R) .

Wir haben somit gezeigt, d.h. es folgt aus (6) und(7) (b) des vorangehenden Beispiels 2.3:

Lemma 2.4. Sei (X,M) ein Messraum, f : X → R oder f : X → R ist messbar

⇐⇒ ∀a ∈ R : {f > a}︸ ︷︷ ︸
=f−1((a,+∞])

∈M.

⇐⇒ ∀a ∈ R : {f < a} ∈ M

⇐⇒ ∀a ∈ R : {f ≥ a} ∈ M

⇐⇒ ∀a ∈ R : {f ≤ a} ∈ M,

wobei {f > a} := {x ∈ X|f(x) > a} und analog.

Ab sofort oft schreiben wir zumeist X statt (X,M), es sei denn, M ist nicht aus dem Kontext
heraus klar. Wir gehen von nun an bis auf weiteres auch davon aus, dass R,Rn,R,C,Cn immer
die Borel-Algebra (der Standard-Topologie) trägt, es sei denn, wir sagen explizit etwas anderes.

Bemerkungen 2.5.

(1) f : X → Y , g : Y → Z messbar, dann ist auch g ◦ f : X → Z messbar, denn (g ◦ f)−1(A) =
f−1(g−1(A)).

(2) Sei f : X → Rn messbar.
X

f−→ Rn πk−→ R, mit (y1, . . . , yn)T 7−→ yk mit πk stetig, also messbar. Also ist πk ◦f messbar.
Schreibe f(x) = (f1(x), . . . , fn(x))T . Dann ist also πk ◦ f = fk messbar.

(3) Umgekehrt: Sind f1, . . . , fn : X → R messbar, dann ist auch f = (f1, . . . , fn)T : X → Rn

messbar, denn:

f−1(εz,k) =
n⋂
i=1

f−1
i

([ zi
2k ,

zi + 1
2k

])
mit z ∈ Zn, k ∈ N is messbar.

(4) Sei ein Homömorphismus ϕ : [−1, 1] → R mit ϕ(±1) = ±∞ gegeben, z.B. entweder wie in
5Hier wird die Tatsache benutzt, dass jede offene Menge in R die Vereinigung von abzählbar vielen offenen Inter-
vallen ist. Überlegen Sie sich kurz, wieso das so ist.
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Analysis I, Kapitel 3, vor Proposition 1.30 oder

ϕ(x) :=

tan
(
π
2x
)

für x ∈ (−1, 1),

±∞ für x = ±1,

Dann ist f = (f1, . . . , fn) : X → Rn genau dann messbar, wenn (ϕ−1◦f1, . . . , ϕ
−1◦fn) : X →

Rn messbar ist.

(5) Es folgt aus (2), (3) und (4):
f = (f1, . . . , fn) : X → Rn ist genau dann messbar, wenn alle f1, . . . , fn : X → R messbar
sind.

Konventionen zum Rechnen in R.

(+∞) + a := a+ (+∞) := +∞ ∀a ∈ R ∪ {+∞}

(−∞) + a := a+ (−∞) := −∞ ∀a ∈ R ∪ {−∞}

Nicht definiert sind (+∞) + (−∞) und (−∞) + (+∞)

(±∞) · a := a · (±∞) := ±∞ ∀a ∈ (0,∞]

(±∞) · a := a · (±∞) := ∓∞ ∀a ∈ [−∞, 0)

(±∞) · 0 := 0 · (±∞) := 0

Wir schreiben auch ∞ für +∞.
Die Addition ist auf ihrem Definitionsbereich stetig und somit messbar.
Die Multiplikation µ : R× R→ R ist aber nicht stetig.

Für f1, f2 : X → R, sagen wir: f1 ± f2 ist definiert, falls f1(x)± f2(x) für alle x ∈ X definiert ist.

Lemma 2.6. Die Multiplikation µ : R× R→ R ist messbar.

Beweis: Wir zeigen, dass für a ∈ R die Menge {µ > a} messbar ist. Wir haben im Fall a ≥ 0:

{µ > a} = {(x, y) ∈ R× R | x · y > a}

= (0,∞]× {∞} ∪ [−∞, 0)× {−∞}

∪ {∞} × (0,∞] ∪ {−∞} × [−∞, 0)

∪ {(x, y) ∈ R× R | x · y > a}

und im Fall a < 0:

{µ > a} = {(x, y) ∈ R× R | x · y > a}

= (0,∞]× {∞} ∪ [−∞, 0)× {−∞}

∪ {∞} × (0,∞] ∪ {−∞} × [−∞, 0)

∪ {(x, y) ∈ R× R | x · y > a}
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∪ R× {0} ∪ {0} × R .

All diese Mengen sind messbar, zum Beispiel ist

(0,∞]× {∞} =
(

(0,∞]× R
)

︸ ︷︷ ︸
offen

∩
(
R× {∞}︸ ︷︷ ︸

abgeschlossen

)

messbar; und {(x, y) ∈ R× R | x · y > a} ist offen und dadurch messbar in R× R.

Sei λ ∈ R. Dann ist iλ : R → R × R, x 7−→ (λ, x) stetig, also messbar. Somit ist µ ◦ iλ : R → R,
x 7−→ λx auch messbar.

Proposition 2.7. Sei X ein Messraum. Sind f1, f2, f3, . . . : X → R messbar, µ, λ ∈ R. Dann gilt

(1) λf1 + µf2 ist messbar, falls definiert

(2) f1 · f2 ist messbar.Di 17.12.

(3) |f1| ist messbar.

(4) supj∈N fj ist messbar.
Hierbei definieren wir (supj∈N fj)(x) := sup{fj(x) | j ∈ N}.

(5) Genauso infj∈N fj messbar, lim supj→∞ fj, lim infj→∞ fj messbar.

(6) Wenn fj punktweise gegen f konvergiert, dann ist auch f messbar.

(7) Ist f2(X) ⊂ R \ {0}, so ist
f1

f2
:= f1 ·

1
f2

messbar.

Beweis:

(1) Sei g(y1, y2) := λy1 +µy2 und dom(g) der maximale Definitionsbereich in R×R von g. Zum
Beispiel im Fall λ, µ ∈ R>0 haben wir dann dom(g) = R× R \ {(−∞,+∞), (+∞,−∞)}.

X
f=(f1,f2)T−−−−−−−→ dom(g) g−−−−→ R.

Da g messbar ist, ist auch g ◦ f = λf1 + µf2 messbar.

(2) g : R× R→ R, g(y1, y2) := y1 · y2 ist messbar, also auch g ◦ f = f1 · f2.

(3) Die Betrags-Funktion R→ R, x 7−→ |x|, ±∞ 7−→ ∞ ist stetig und somit messbar.
X

f1−→ R | · |−−→ R messbar

(4)
{sup
j∈N

(fj) > a} =
⋃
j∈N
{fj > a}︸ ︷︷ ︸
messbar

messbar

(5) inf
j∈N

fj =− sup
j∈N

(−fj)

lim sup
j→∞

fj= lim
k→∞

sup
j∈N≥k

fj︸ ︷︷ ︸
monoton fallend in k
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Abbildung 2.3: Zum Beweis von Satz 2.9.

= inf
k∈N

sup
j∈N≥k

fj

=⇒ inf
k∈N

sup
j∈N

fj= lim sup
j→∞

fj messbar

lim inf
j→∞

fj =− lim sup
j→∞

(−fj) messbar.

(6) folgt direkt aus (5).

(7) X f2−→ R \ {0} y 7−→1/y−−−−−→ R ist als Verkettung messbarer Funktionen messbar. Mit (2) folgt
die Messbarkeit von f1 · (1/f2).

Definition 2.8.
f : X → R heißt Treppenfunktion oder numerische Treppenfunktion,

:⇐⇒ f ist messbar und f(X) ist endlich.

⇐⇒ Es existieren messbare, paarweise disjunkte Mengen M1, . . . ,Mk, so dass X =
⋃̇k
i=1Mi,

so dass f |Mi
konstant.

Eine Treppenfunktion f : X → R (also eine Funktion, die die Werte ±∞ nicht annimmt) nennt
man eine reelle Treppenfunktion.

Satz 2.9. f : X → [0,∞] ist genau dann messbar, wenn es eine Folge (ϕj)j∈N von Treppenfunk-
tionen gibt, so dass 0 ≤ ϕ1 ≤ ϕ2 ≤ · · · ≤ ϕn ≤ · · · ≤ f, f = supϕj. Man kann hier sogar reelle
Treppenfunktionen wählen.

Beweis:
„⇐=“ bekannt, siehe Proposition 2.7 (6).

„=⇒“:

ϕj(x) :=

j, falls f(x) ≥ j

b2jf(x)c/2j , f(x) < j.

ϕj Treppenfunktion, insbesondere messbar
ϕj → f für j →∞ punktweise,
ϕj+1 ≥ ϕj ≥ 0.
Die so erhaltenen Treppenfunktionen sind reell.
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3 Maße

3.1 Maßräume

Definition 3.1. Ein Maß auf einem Messraum (X,M) ist eine Abbildung

µ : M→ [0,∞]

mit den folgenden Eigenschaften

(a) µ(∅) = 0.

(b) Ist (Bj)j∈N eine Familie von messbaren, paarweise disjunkten Mengen, so gilt:

µ
( ⋃
j∈N

Bj) =
∑
j∈N

µ(Bj)

Diese Eigenschaft nennt man σ-Additivität.

Man nennt (X,M, µ) einen Maßraum. Das Maß µ heißt endliches Maß, falls µ(X) < ∞.
Das Maß µ wird σ-endlich genannt, wenn es ein Familie messbarer Mengen (Aj)j∈N gibt mit⋃
j∈NAj = X und ∀j ∈ N : µ(Aj) < ∞. Das Maß µ heißt Wahrscheinlichkeitsmaß, falls

µ(X) = 1.

Wdh: Konvention.

∞+ a = a+∞ =∞ ∀a ≥ 0

Jede Reihe
∑∞
j=1 aj mit aj ∈ [0,∞] konvergiert in [0,∞], und der Wert ändert sich nicht unter

beliebigen Umordnungen oder Doppelreihenbildungen. Es gilt
∑∞
j=1 aj = ∞ genau dann, wenn

aj = ∞ für mindestens ein j ∈ N oder wenn die Reihe
∑∞
j=1 aj, mit aj ∈ [0,∞) nicht in R

konvergiert.

Beispiele 3.2.

(1) p ∈ X. Für A ∈M definiere das Diracmaß als

δp(A) =

1, falls p ∈ A

0, sonst

(2) Das Zählmaß ζ. Sei A ∈M

ζ(A) =

#A, falls A endlich,

∞, falls A unendlich.

Eigenschaften 3.3.

(1) Additivität: Sei B1, B2 ∈M, B1 ∩B2 = ∅.

µ(B1 ∪B2) = µ(B1) + µ(B2) .
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Setze Bn := ∅ für n ≥ 3 in der σ-Additivität (b).

(2) Für A1, A2 ∈M gilt:

µ(A1 ∪A2) = µ(A1 \A2) + µ(A2 \A1) + µ(A1 ∩A2)

= µ(A1) + µ(A2)− µ(A1 ∩A2) .

Begründung: Wende Additivität auf A1 ∪ A2 = A1
•
∪ (A2 \ A1) und auf A1 = (A1 \ A2)

•
∪

(A1 ∩A2) an.

(3) Monotonie: A ⊂ B ⇒ µ(A) ≤ µ(B), denn

µ(B) = µ(A) + µ(B \A)︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ µ(A).

(4) σ-Subadditivität: Seien Ai ∈M, i ∈ N, dann

µ
( ⋃
i∈N

Ai

)
≤
∑
i∈N

µ(Ai),

denn B1 := A1, Bn := An \
(⋃n−1

i=1 Ai
)
,
⋃
i∈NBi =

⋃
i∈NAi, Bi paarweise disjunkt.

µ
( ⋃
i∈N

Ai

)
= µ

( ⋃
i∈N

Bi

)
=
∑
i∈N

µ(Bi)︸ ︷︷ ︸
≤µ(Ai)

≤
∑
i∈N

µ(Ai).

(5) Sind A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ . . . X messbar. Dann

µ
( ⋃
i∈N

Ai

)
= lim
j→∞

µ(Aj),

wobei B1 := A1; Bn := An \
(⋃n−1

i=1 Ai
)
. Wende (b) an.

3.2 Äußere Maße

Definition 3.4. Sei N eine σ-Algebra auf X.
Ein äußeres Maß auf (X,N ) ist eine Funktion µ∗ : N → [0,∞], so dass

(a) µ∗(∅) = 0,

(b) (Monotonie.) Wenn A,B ∈ N mit A ⊂ B, dann µ∗(A) ≤ µ∗(B),

(c) (σ-Subadditivität.) Sei Ai ∈ N für i ∈ N, dann

µ∗

(⋃
i∈N

Ai

)
≤
∑
i∈N

µ∗(Ai).

Jedes Maß ist ein äußeres Maß.

Im folgenden wird vor allem N = P(X) wichtig sein.
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Wir nennen A ∈ N µ∗-messbar, falls für alle Z ∈ N gilt:

µ∗(Z) = µ∗(Z \A) + µ∗(Z ∩A) (3.1)

Lemma 3.5 (Carathéodory). Ist µ∗ ein äußeres Maß auf (X,N ). Definiere

M := {A ∈ N |A ist µ∗-messbar}.

Dann istM eine σ-Algebra auf X und µ∗ ist ein Maß aufM.

Beweis:

(1) Sei A = ∅. Für alle Z ∈ N gilt: µ∗(Z \A︸ ︷︷ ︸
Z

) + µ∗(Z ∩A︸ ︷︷ ︸
∅

) = µ∗(Z). Hieraus folgt ∅ ∈ M.

(2) Sei A = X. Für alle Z ∈ N gilt: µ∗(Z \X︸ ︷︷ ︸
∅

)

︸ ︷︷ ︸
=0

+µ∗(Z ∩X︸ ︷︷ ︸
Z

) = µ∗(Z). Hieraus folgt X ∈M.

(3) Sei A ∈M, B := X \A. Für alle Z ∈ N gilt

µ∗(Z) = µ∗(Z ∩A︸ ︷︷ ︸
Z\B

) + µ∗(Z \A︸ ︷︷ ︸
Z∩B

) .

Hieraus folgt B ∈M.

(4) Seien A,B ∈M. Wir zeigen A ∩B ∈M. Gegeben sei W ∈ N . Da A µ∗-messbar ist, gilt

µ∗(W ) = µ∗(W ∩A) + µ∗(W \A).

Ersetze hierzu Z durch W in (3.1). Da B µ∗-messbar ist, gilt

µ∗(W ∩A) = µ∗(W ∩A ∩B) + µ∗((W ∩A) \B) .

Ersetze hierzu A durch B und Z durch W ∩A in (3.1). Es folgt

µ∗(W ) = µ∗(W \A) + µ∗(W ∩A ∩B) + µ∗((W ∩A) \B) .

Da A µ∗-messbar, gilt

µ∗(W \ (A ∩B)) = µ∗((W \ (A ∩B)) ∩A)︸ ︷︷ ︸
(W∩A)\B

+µ∗(((W \ (A ∩B)) \A︸ ︷︷ ︸
W\A

) .

Ersetze hierzu Z durch W \ (A ∩B) in (3.1).

=⇒ µ∗(W ) = µ∗(W ∩A ∩B) + µ∗(W \ (A ∩B)) ∀W ∈ N

=⇒ A ∩B ∈M

(5) Aus A,B ∈M folgt A ∪B ∈M. Denn A ∪B = X \ ((X \A) ∩ (X \B)
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(6) Seien A,B ∈M mit A ∩B = ∅. Da A µ∗-messbar ist, folgt für alle Z ∈ N :

µ∗(Z ∩ (A ∪B)) = µ∗((Z ∩ (A ∪B)) \A︸ ︷︷ ︸
Z∩B

) + µ∗(Z ∩ (A ∪B) ∩A︸ ︷︷ ︸
Z∩A

).

(7) Durch Induktion folgt nun: Sind B1, . . . , Bn paarweise disjunkte Mengen in M, so haben
wir B1 ∪ · · · ∪Bn ∈M, und es gilt für alle Z ∈ N :

µ∗(Z ∩ (
n⋃
i=1

Bi)) = µ∗(Z ∩B1) + · · ·+ µ∗(Z ∩Bn). (3.2)

Fr 20.12.

(8) Sei nun (Bi)i∈N eine Familie paarweiser disjunkter Mengen in M. Definiere B :=
⋃
i∈NBi.

Es gilt dann wegen (7) inklusive Gleichung (3.2) und der Monotonie für alle Z ∈ N :

µ∗(Z) (7)= µ∗(Z ∩ (B1 ∪ · · · ∪Bn)) + µ∗(Z \ (B1 ∪ · · · ∪Bn))
(3.2)= µ∗(Z ∩B1) + · · ·+ µ∗(Z ∩Bn) + µ∗(Z \ (B1 ∪ · · · ∪Bn))
Mon.
≥ µ∗(Z ∩B1) + · · ·+ µ∗(Z ∩Bn) + µ∗(Z \B) .

Es folgt im Limes n→∞:

µ∗(Z) ≥
∞∑
i=1

µ∗(Z ∩Bi) + µ∗(Z \B) . (3.3)

Wir wenden nun6 die σ-Subadditivität für A1 := Z ∩B, A2 := Z \B, und An := ∅ für n ≥ 3
an und erhalten:

µ∗(Z) = µ∗
(
(Z ∩B) ∪ (Z \B)

)
≤ µ∗(Z ∩B) + µ∗(Z \B)

Nun wenden wir die σ-Subadditivität für An := Z ∩Bn für n ≥ 1 an und erhalten:

µ∗(Z ∩B) = µ∗
( ⋃
i∈N

(Z ∩Bi)
)
≤
∞∑
i=1

µ∗(Z ∩Bi) .

Es folgt insgesamt

µ∗(Z) ≤ µ∗(Z ∩B) + µ∗(Z \B)

≤
( ∞∑
i=1

µ∗(Z ∩Bi)
)

+ µ∗(Z \B)

3.3
≤ µ∗(Z)

Also gilt überall Gleichheit, insbesondere:

µ∗(Z) = µ∗(B ∩ Z) + µ∗(Z \B) .

Somit ist B ∈M gezeigt. Also folgt mit Bemerkung 2.2, dassM eine σ-Algebra ist.

6An dieser Stelle wollte ich das Argument in der Vorlesung vereinfachen, was aber leider das Gegenteil bewirkte.
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(9) Gegeben seien paarweise disjunkte Bi ∈M, i ∈ N. Dann gilt

n∑
i=1

µ∗(Bi)
(7) für Z=X= µ∗

( n⋃
i=1

Bi

)
≤ µ∗

( ∞⋃
i=1

Bi

)
≤

∞∑
i=1

µ∗(Bi)

Im Grenzwert n→∞ gilt dann:

∞∑
i=1

µ∗(Bi) ≤ µ∗
( ∞⋃
i=1

Bi

)
≤
∞∑
i=1

µ∗(Bi).

Wir haben also die σ-Additivität gezeigt.

3.3 Der Satz von Hahn über Maßerweiterungen

Definition 3.6. Ein Ring oder Mengenring R auf X ist eine Teilmenge R ⊂ P(X), falls

(i) ∅ ∈ R

(ii) Wenn A,B ∈ R, dann A \B ∈ R

(iii) Wenn A,B ∈ R, dann A ∪B ∈ R

Man nennt R eine Algebra oder Mengenalgebra auf X, falls zusätzlich X ∈ R gilt. Dies
bedeutet: R ⊂ P(X) ist eine Algebra, wenn (i), (iii) und folgendes (Alg-ii) gilt:

(Alg-ii) Wenn B ∈ R, dann X \B ∈ R.

Ist R ein Ring auf X, so heißt µ : R → [0,∞] ein Prämaß auf X, falls

(a) µ(∅) = 0

(b) (σ-Additivität.) Ist (Bi)i∈N eine Familie paarweise disjunkter Elemente von R und ist
⋃
i∈NBi ∈

R, dann gilt auch

µ

(⋃
i∈N

Bi

)
=
∑
i∈N

µ(Bi).

Ein Prämaß µ auf X heißt σ-endlich, falls es eine Folge Si ∈ R gibt mit X =
⋃∞
i=1 Si und

µ(Si) <∞.

A,B ∈ R ⇒ A ∩B = A \ (A \B) ∈ R.

M σ-Algebra =⇒M Algebra =⇒M Ring.

M Ring 6=⇒M Algebra 6=⇒M σ-Algebra.

Jedes Maß ist ein Prämaß.
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Beispiele 3.7.

(1) Sei R = {A ⊂ R | ∃k ∈ N0 : ∃I1, . . . , Ik, ; A =
⋃k
i=1 Ii}, wobei I1, . . . , Ik für alle k ∈ N

beschränkte Intervalle sind. Dann ist R ein Ring, aber keine Algebra, weil R 6∈ R.

(2) Für R aus (1) giltM(R,R) = BR. Für A ∈ R definiere

χA(x) :=

1, x ∈ A

0 sonst .

χA ist (uneigentlich) Riemann-integrierbar, µ(A) :=
∫∞
−∞ χA(x) dx =

∫ a
−a χA(x) dx für a ∈

R>0 mit A ⊂ [−a, a]. Wir erhalten eine Funktion µ : R → [0,∞) mit

(a) µ(∅) = 0 ,

(b2) (endliche bzw. binäre Additivität.) Seien A,B ∈ R, A ∩B = ∅ .

χA∪B = χA + χB

=⇒ µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B).

Es folgt: A,C ∈ R, A ⊂ C, impliziert

µ(C) = µ(A) + µ(C \A)︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ µ(A) .

(Begründung: Setze B := C \A und wende obiges an).

(b) (σ-Additivität7.) Sei (Bi)i∈N eine Familie paarweiser disjunkter Teilmengen auf X, mit
∀i ∈ N : Bi ∈ R. Sei B :=

⋃
i∈NBi ∈ R. Wir definieren

Ck :=
∞⋃

i=k+1
Bi = B \

k⋃
i=1

Bi ∈ R .

Dann haben wir Ck+1 ⊂ Ck und

∞⋂
k=1

Ck = B \
( ⋃
k∈N

k⋃
i=1

Bi

)
= B \B = ∅ .

Durch mehrfaches Anwenden von (b2) erhalten wir

µ(B) = µ(Ck ∪
k⋃
i=1

Bi) = µ(Ck) +
k∑
i=1

µ(Bi) .

Wir wollen die σ-Additivität
∞∑
i=1

µ(Bi) = µ(B)

zeigen und dies ist dann äquivalent zu limk→∞ µ(Ck) = 0.

7Dieser Teil wurde nach der Vorlesung etwas vereinfacht.
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Um dies zu zeigen, sei ε > 0 gegeben. Zu Ck wähle nun eine kompakte Menge Dk ⊂ Ck
mit Dk ∈ R und µ(Ck \ Dk) ≤ ε

2k . Um solch ein Dk zu erhalten, kann man endliche
Vereinigungen kompakter Intervalle in Ck wählen.8 Für

Ek := D1 ∩ · · · ∩Dk ⊂ Ck .

haben wir

Ek+1 ⊂ Ek ∀k ∈ N
∞⋂
k=1

Ek ⊂
∞⋂
k=1

Ck = ∅

∞⋃
k=1

(E1 \ Ek) = E1 \ ∅ = E1 .

wobei E1 \ Ek offen in E1. Also ist (E1 \ Ek)k∈N eine offene Überdeckung von E1. Da
E1 = D1 kompakt ist, gibt es wegen der Heine-Borel-Eigenschaft ein ` ∈ N, so dass

(E1 \ E1) ∪ (E1 \ E2)︸ ︷︷ ︸
⊂E1\E`

∪ · · · ∪ (E1 \ E`) = E1

Es folgt E1 = E1 \ E` und schließlich E` = ∅. Weiter gilt

Ck \ Ek =
k⋃
i=1

(Ck \Di) ⊂
k⋃
i=1

(Ci \Di)

µ(Ck \ Ek) ≤ µ
( k⋃
i=1

(Ci \Di)
)

≤
k∑
i=1

µ(Ci \Di)︸ ︷︷ ︸
≤ ε

2i

≤ ε · 1

Für das obige ` erhalten wir somit µ(C`) ≤ ε. Hierdurch ist limk→∞ µ(Ck) = 0 gezeigt.

Also ist µ ein Prämaß auf R, genannt das (1-dimensionale) Lebesguesche Prämaß.
Das Prämaß µ ist σ-endlich, µ : R → [0,∞] hat nur endliche Werte (in anderen Worten:
µ(R) ⊂ R), ist aber nicht beschränkt.

Lemma 3.8. Sei µ ein Prämaß auf (X,R), wobei R ein Ring auf X ist. Zu Y ∈ P(X) definiere

µ∗(Y ) := inf
{ ∞∑
i=1

µ(Ai) | (Ai)i∈N Familie in R mit
⋃
i∈N

Ai ⊃ Y
}
.

Dann ist µ∗ : P(X)→ [0,∞] ein äußeres Maß auf (X,P(X)) und µ∗(A) = µ(A) für alle A ∈ R.
Di 7.1.

Beweis:
8Man muss dazu folgendes überlegen: Sei I ein offenes oder halboffenes nichtleeres Intervall, das beschränkt ist,
also I = (a, b) oder I = [a, b) oder I = (a, b] mit a < b. Für δ < (b − a)/2 kann man die kompakte Menge
K = [a+ δ, b− δ] wählen und es gilt dann µ(I \K) = 2δ. Dies löst den Fall, dass Ck ein Intervall ist, falls wir
δ = ε/2k+1 setzen. Im allgemeinen ist Ck eine endliche Vereinigung von Intervallen I1,. . . , I`, denn es gilt ja
Ck ∈ R. Wähle in diesem Fall wie oben Ki ⊂ Ii mit µ(Ii \Ki) < ε/(`2k).
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(1) Für Y ∈ R gilt
Y ⊂ Y ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ · · · ∪ · · · = Y,

wobei A1 := Y, A2 := ∅, . . . Ai := ∅, . . . . Dann folgt

µ∗(Y ) ≤ µ(Y ).

Es gelte nun Y ⊂
⋃
i∈NAi mit Y,Ai ∈ R beliebig mit∑

i∈N
µ(Ai) ≤ µ∗(Y ) + ε,

mit ε > 0. Wegen Y =
⋃∞
i=1(Y ∩Ai︸ ︷︷ ︸

∈R

) ∈ R, folgt

µ(Y ) ≤
∞∑
i=1

µ(Y ∩Ai)

≤
∞∑
i=1

µ(Ai)

≤ µ∗(Y ) + ε

Im Limes ε→ 0 folgt µ(Y ) ≤ µ∗(Y ).

Also µ∗(Y ) = µ(Y ) für alle Y ∈ R.

(2) (a) µ∗(∅) = 0 klar.

(b) A ⊂ B =⇒ µ∗(A) ≤ µ∗(B) klar.

(c) Seien Ck ∈ P(X), k ∈ N gegeben und ε > 0. Wähle Ak,i ∈ R mit Ck ⊂
⋃
i∈NAk,i mit∑

i∈N
µ(Ak,i) ≤ µ∗(Ck) + ε

2k .

Wähle Bijektion r : N→ N× N. Also⋃
k∈N

Ck ⊂
⋃
k∈N

⋃
i∈N

Ak,i =
⋃
j∈N

Ar(j) .

Auf Grund der Definition von µ∗(
⋃
k∈N Ck) als Infimum gilt:

µ∗
( ⋃
k∈N

Ck

)
≤
∑
j∈N

µ(Ar(j))

=
∑
k∈N

(∑
i∈N

µ(Ak,i)
)

≤
∑
k∈N

(
µ∗(Ck) + ε

2k
)

=
(∑
k∈N

µ∗(Ck)
)

+ ε
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Im Limes ε→ 0 erhalten wir

µ∗
( ⋃
k∈N

Ck

)
≤
∑
k∈N

µ∗(Ck) .

Also ist µ∗ ein äußeres Maß.

Satz 3.9. [Über die Fortsetzung von Prämaßen zu Maßen, Satz von Hahn] Sei R ein Ring auf X
und µ : R → [0,∞] ein Prämaß auf (X,R).

(1) Dann gibt es mindestens ein Maß auf µ̃ : M(R, X)→ [0,∞] mit

µ̃|R = µ.

(2) Ist µ σ-endlich, dann gibt es genau ein solches Maß.

Beweis:

(1) Definiere das äußere Maß µ∗ : P(X) → [0,∞] wie in Lemma 3.8. DefiniereM := Mµ∗ wie
in Lemma 3.5 von Carathéodory. Dann istM eine σ-Algebra. Es folgt, dass

µ∗|M : M→ [0,∞]

ein Maß ist.

Wir zeigen nun: R ⊂M.

Sobald dies gezeigt ist, haben wirM(R, X) ⊂M, und daraus folgt, dass

µ̃ := µ∗|M(R,X) = (µ∗|M)|M(R,X)

ein Maß ist.

Sei A ∈ R, Z ∈ P(X). Zu prüfen ist

µ∗(Z) = µ∗(Z \A) + µ∗(Z ∩A) .

(a) Zunächst haben wir
µ∗(Z) ≤ µ∗(Z \A) + µ∗(Z ∩A) (3.4)

wegen der σ-Subadditivität.

(b) Wähle Ai ∈ R mit Z ⊂
⋃
i∈NAi mit

∞∑
i=1

µ(Ai) ≤ µ∗(Z) + ε.

Es gilt dann Z \A ⊂
⋃
i∈N(Ai \A) und Z ∩A ⊂

⋃
i∈N(A ∩Ai).

µ∗(Z \A) + µ∗(Z ∩A) ≤
∑
i∈N

µ(Ai \A) +
∑
i∈N

(Ai ∩A)
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=
∑
i∈N

(µ(Ai \A) + µ(Ai ∩A)︸ ︷︷ ︸
µ(Ai)

)

=
∑
i∈N

µ(Ai)

≤ µ∗(Z) + ε

Im Limes ε > 0 folgt
µ∗(Z \A) + µ∗(Z ∩A) ≤ µ∗(Z) .

Also folgt mit (3.4), dass A µ∗-messbar ist. In anderen Worten A ∈M. Somit R ⊂M, und
µ̃ := µ∗ hat die geforderten Eigenschaften.

(2) Sei µ̃ = µ∗|M(R,X) das in Teil (1) definierte Maß, und sei ν ein weiteres Maß aufM(R, X)
mit ν|R = µ.

Sei Si ∈ R mit µ̃(Si) < ∞ und X =
⋃
i∈N Si. O.B. d.A. können wir S1 ⊂ S2 ⊂ S3 ⊂ · · ·

annehmen. Sei nun Y ∈M(R, X).

(a) Fixiere i ∈ N, B = Y ∩ Si ⊂M(R, X).

µ̃(B) := inf
{ ∞∑
i=1

µ(Ai) | Ai ∈ R,
∞⋃
i=1

Ai ⊃ B
}

= inf
{ ∞∑
i=1

ν(Ai) | Ai ∈ R,
∞⋃
i=1

Ai ⊃ B
}

σ-Subaddit.
≥ inf

{
ν
( ⋃
i∈N

Ai
)
| Ai ∈ R,

∞⋃
i=1

Ai ⊃ B
}

ν monoton
≥ ν(B)

=⇒ ν(B) ≤ µ̃(B)

Definiere C := Si \ Y . Analog zeigt man, dass ν(C) ≤ µ̃(C).

µ(Si) = ν(Si)

= ν(B) + ν(C)

≤ µ̃(B) + ν(C)

≤ µ̃(B) + µ̃(C)

= µ̃(Si)

= µ(Si) <∞

Überall Gleichheit und alle Terme sind endlich. Also

ν(B) = µ̃(B) .
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(b) Y =
⋃
i∈N(Y ∩ Si).

ν(Y ) Eig. 3.3 (5)= lim
i→∞

ν(Y ∩ Si)︸ ︷︷ ︸
µ̃(Y ∩Si)

Eig. 3.3 (5)= µ̃(Y ).

Zusammenfassung 3.10.

Wie bekomme ich ein Maß?

(1) Definiere Prämaß µ auf einem Ring R auf X.

(2) Bilde das äußere Maß µ∗ : P(X)→ [0,∞].

A ⊂ X heißt µ∗-messbar, falls

∀Z ∈ P(X) : µ∗(Z) = µ∗(Z \A) + µ∗(Z ∩A).

(3) Mµ∗ = {A ⊂ X | A µ∗-messbar} ist eine σ-Algebra, R ⊂ Mµ∗ . Weiter ist µ∗|µ∗ ein Maß
auf (X,Mµ∗); µ∗|R = µ.
!ACHTUNG!. Oft gilt

M(R, X) $Mµ∗ ,

es gilt aber immer:M(R, X) ⊂Mµ∗ .

3.4 Der Lebesgue-Borelsche Maßraum

Definition 3.11.

(1) Auf R definieren wir wie in Beispiele 3.7 µ : R → [0,∞] das Lebesguesche Prämaß, wobei

R = { endliche Vereinigung von beschränkten Intervallen}

ein Ring ist. Wir erhalten ein Maß auf M(R,R) = BR. Es heißt das 1-dimensionale
Lebesgue-Borelsche Maß λB1 : BR → [0,∞].
Andererseits gilt folgendes (ohne Beweis:) Es gibt Mengen A ⊂ R, (λB1 )∗(A) = 0, aber
A 6∈ BR.
Dann für Z ∈ P(R):

(λB1 )∗(Z) ≤ (λB1 )∗(Z \A)︸ ︷︷ ︸
≤(λB1 )∗(Z)

+ (λB1 )∗(Z ∩A)︸ ︷︷ ︸
≤(λB1 )∗(A)=0

≤ (λB1 )∗(Z).

Also ist A (λB1 )∗-messbar, A ∈M(λB1 )∗ \ BR.

(2) Auf Rn kann man das Volumen von (achsenparallelen, endlichen) Quadern definiere

λn(I1 × · · · × In) = λ1(I1) · · · · · λ1(In),

I1, . . . , In beschreiben beschränkte Intervalle.
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Sei R der Ring der endlichen Vereinigungen von solchen Quadern. Dann ist λn ein Prämaß
auf R. Somit setzt sich λn eindeutig zu einem Maß auf BRn fort, dem sogenannten n-
dimensionalen Lebesgue-Borelschen Maß λBn : BRn → [0,∞].
Man sieht mit Übungsblatt 11: die σ-Algebra BRn ist das n-fache Produkt von BR wie in
Aufgabe 3 (a) und Aufgabe 4 (c) dieses Übungsblatts beschrieben9.

Fr 10.1.

3.5 Nullmengen und Vollständigkeit

Sei (X,M, µ) ein Maßraum, µ∗ das zugehörige äußere Maß.

µ∗(A) (def)= inf
{ ∞∑
i=1

µ(Ai) | A ⊂
∞⋃
i=1

Ai, Ai ∈M
}

= inf
{ ∞∑
i=1

µ(Ai) | A ⊂
∞⋃
i=1

Ai, Ai ∈M paarw. disj.
}

= inf
{
µ
( ∞⋃
i=1

Ai
)
| A ⊂

∞⋃
i=1

Ai, Ai ∈M paarw. disj.
}

= inf{µ(B) | A ⊂ B,B ∈M}

Dieses Infimum wird angenommen. Denn sei (Bi)i∈N eine Folge inMmitA ⊂ Bi und limi→∞ µ(Bi) =
µ∗(A). Dann gilt auch

A ⊂ C :=
⋂
j∈N

Bj ⊂ Bi und C ∈M .

Es folgt µ∗(A) ≤ µ(C) ≤ µ(Bi) für alle i ∈ N und somit µ∗(A) = µ(C). Wir haben also

µ∗(A) = min{µ(B) | A ⊂ B,B ∈M} .

Ein B ∈ M mit A ⊂ B und µ∗(A) = µ(B) nennt sich eine messbare Hülle von A. Sie ist im
allgemeinen nicht eindeutig. Im Fall A ∈M ist A eine messbare Hülle von sich selbst.

Definition 3.12. Sei (X,M, µ) ein Maßraum, µ∗ das zugehörige äußere Maß.

(1) Wir nennen

N ⊂ X eine Nullmenge von (X,M, µ) oder µ-Nullmenge

:⇐⇒ µ∗(N) = 0

⇐⇒ ∃B ∈M, µ(B) = 0, N ⊂ B .

(2) Ein Maßraum (X,M, µ) heißt vollständig, falls alle Nullmengen messbar sind.

Jede Nullmenge N ist µ∗-messbar, denn es gilt für beliebiges Z ⊂ X:

µ∗(Z) ≤ µ∗(Z ∩N)︸ ︷︷ ︸
=0

+µ∗(Z \N) ≤ µ∗(Z)

9Genauer: Man wende Aufgabe 4 (c) für Xi := R, I := {1, 2, . . . , n} undMi := BR an, dann ist BRn =MX .
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und somit gilt überall Gleichheit. Nullmengen sind also immer µ∗-messbar. Sie sind aber nicht
immer messbar10.

Beispiele 3.13.

(1) p ∈ X,M eine σ-Algebra auf X, µ = δp das Diracmaß wie in Beispiel 3.2 (1).

Dann ist A ⊂ X Nullmenge genau dann, wenn p 6∈ A. Jede Teilmenge A von X ist also
entweder eine Teilmenge (nämlich, wenn p /∈ A) oder das Komplement einer Nullmenge
(nämlich, wenn p ∈ A).

(2) Offensichtlich gilt: Teilmengen von Nullmengen sind Nullmengen. Endliche oder abzählbare
Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.

(3) Abzählbare Teilmengen von Rn, sind Nullmengen bzgl. des Lebesgue-Borelschen Maßes λBn .
Denn: Für P = (p1, . . . , pn) ∈ Rn

{p} = [p1, p1]× · · · × [pn, pn], λBn ({p}) = 0.

Die Behauptung folgt nun aus der σ-Additivität.

(4) Rd × {0}, d < n ist eine Nullmenge in (Rn,BRn , λBn ): hierzu schreiben wir

Rd × {0} =
⋃
n1∈Z

· · ·
⋃
nd∈Z

[n1, n1 + 1)× · · · × [nd, nd + 1)× {0} .

Aus λBn ([n1, n1 +1)×· · ·× [nd, nd+1)×{0}) = 1d ·0n−d = 0 und der σ-Additivität folgt, dass
Rd×{0} eine Nullmenge ist. Analoges gilt für andere achsenparallele echte Untervektorräume
von Rn.11

(5) Ist V ein echter12 Untervektorraum von Rn, dann ist V eine Nullmenge bzgl. λBn .
Dies folgt aus dem obigen Beispiel zusammen mit Satz 3.21.

Proposition 3.14. Sei (X,M, µ) ein Maßraum, µ∗ das zugehörige äußere Maß. Für A ⊂ X sind
äquivalent:

(1) es gibt ein B ∈M und eine Nullmenge N , so dass A = B ∪N ,

(2) es gibt ein B ∈M und eine Nullmenge N , so dass A = B \N ,

(3) es gibt ein B ∈M und Nullmengen N1, N2, so dass A ∪N1 = B ∪N2 .

Aus jeder dieser Bedinungen folgt

(4) A ist µ∗-messbar .

Beweis:
„(1)=⇒(3)“ und „(2)=⇒‘(3)“ sind trivial (N1 := ∅ und N2 := N bzw. N1 := N ∩B und N2 := ∅.
„(3)=⇒(1)“: Bestimme eine Menge Y ∈M mit N1 ⊂ Y und µ(Y ) = 0. Sei N ′1 := N1 \A. Es folgt

10Erinnerung: „A messbar„ ohne Zusatz bedeutet „A ∈M“
11„Echt“ bedeutet hier: „von Rn verschieden“.
12V 6= Rn
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A ∪N ′1 = B ∪N2 und somit

A = (B \ Y )︸ ︷︷ ︸
∈M

∪
(
(N2 ∪ (Y ∩A)) \N ′1

)︸ ︷︷ ︸
Nullmenge

.

„(3)=⇒(2)“: Bestimme eine Menge Y ∈M mit N2 ⊂ Y und µ(Y ) = 0. Sei N ′1 := N1 \A und wir
erhalten

A = (B ∪ Y )︸ ︷︷ ︸
∈M

\
((
Y \ (B ∪N2)

)
∪N ′1

)
︸ ︷︷ ︸

Nullmenge

.

„(1)=⇒(4)“: Alle Mengen inM sind µ∗-messbar. Wie bereits argumentiert, sind Nullmengen im-
mer µ∗-messbar. Da die µ∗-messbaren Mengen eine σ-Algebra bilden, sind dann auch Mengen der
Form B ∪N wie in (1) µ∗-messbar.

Bemerkung 3.15. Die Implikation „(4)=⇒(1)“ ist richtig, falls µ σ-endlich. Andernfalls gibt es
Gegenbeispiele, siehe https://math.stackexchange.com/questions/1210752/the-completion-of-the-borel-sigma-algebra-the-same-as-the-completion-of-the-l?

rq=1. Achtung: in der Quelle [15, III§ 2, Seite 72 letzte Zeile] wird fälschlicherweise behauptet,
dass „(4)=⇒(1)“ immer gilt.

Lemma 3.16. Sei (X,M, µ) ein Maßraum, µ∗ das zugehörige äußere Maß.

Mµ∗ := {µ∗-messbare Mengen in X} .

Dann ist (X,Mµ∗ , µ̃ := µ∗|Mµ∗ ) ist ein vollständiger Maßraum.

Beweis:Das Lemma 3.5 von Carathéodory besagt, dass (X,Mµ∗ , µ̃) ein Maßraum ist. Er ist voll-
ständig, da wir bereits wissen, dass alle µ-Nullmengen µ∗-messbar sind.

Definition 3.17. Sei wieder (X,M, µ) ein Maßraum. Wir sagen A ⊂ X ist µ-messbar, falls
(1) in Proposition 3.14 gilt.

A µ-messbar =⇒ A µ∗-messbar

Die Umkehrung gilt dann, wenn µ σ-endlich ist (siehe obige Bemerkung).

Lemma 3.18. Sei (X,M, µ) ein Maßraum.

(1) Dann ist
M := {µ-messbare Mengen in (X,M)} .

eine σ-Algebra.

(2) Wir erhalten ein wohldefiniertes Maß µ :M→ [0,∞], indem wir für A = B ∪N , B ∈ M,
N eine µ-Nullmenge definieren:

µ(A) := µ(B) .

(3) (X,M, µ) ist vollständig

(4) Ist (X,M0, µ0) ein vollständiger Maßraum mitM0 ⊃M und µ0|M = µ, dann giltM0 ⊃M
und µ0|M = µ.
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In anderen Worten: (X,M, µ) ist die kleinste vollständige Erweiterung von (X,M, µ). Man nennt
sie die Vervollständigung von (X,M, µ). Ist µ σ-endlich so gilt (X,Mµ∗ , µ̃) aus Lemma 3.16
gleich dieser Vervollständigung.

Der Beweis des Lemmas wird nur in der Zentralübung diskutiert, da für die Zwecke dieser Vorle-
sung der vollständige Maßraum (X,Mµ∗ , µ̃) ausreichend sein wird.

Beweis:
„(1)“: ∈M. Ist A ∈M, so folgt aus Proposition 3.14, dass auch X \A ∈M gilt. Die abzählbare
Vereinigung von Nullmengen ist eine Nullmenge, also ist die abzählbare Vereinigung von Element
vonM wieder inM.
„(2)“: Es gelte A = B ∪N = B′ ∪N ′ mit B,B′ ∈ M und Nullmengen N , N ′. Um die Wohldefi-
niertheit von µ zu beweisen, müssen wir µ(B) = µ(B′) zeigen. Bestimme C,C ′ ∈ M mit N ⊂ C,
N ′ ⊂ C ′ und 0 = µ(C) = µ(C ′). Es gilt B ⊂ B′ ∪ C ′ und B′ ⊂ B ∪ C. Daraus folgt dann

µ(B) ≤ µ(B′) + µ(C ′) = µ(B′) und µ(B′) ≤ µ(B) + µ(C) = µ(B) .

Somit ist µ wohl-definiert. Offensichtlich gilt µ(∅) = 0 und die σ-Additivität von µ folgt aus der
σ-Additivität von µ.
„(3)“ ist ofensichtlich nach Definition.
„(4)“M0 ⊃M folgt unmittelbar aus der Definition von Vollständigkeit. Da µ0 monoton ist, muss
µ0(N) = 0 für alle Nullmengen gelten. Hieraus folgt µ0|M = µ.

In Zukunft schreiben wir einfach auch µ für das Maß der Vervollständigung. Diese Konvention
sollte im praktischen Gebrauch zu keinen Zweideutigkeiten führen.

Definition 3.19. Sei wieder (X,M, µ) ein Maßraum. Eine Eigenschaft für x ∈ X gilt fast
überall oder für fast alle x ∈ X, falls es eine Nullmenge gibt, so dass die Eigenschaft für alle
x ∈ X \N gilt.

Beispiel. Sei X = R, versehen mit dem Lebesgue-Borelschen Maß λBn , A ⊂ X.

χA(x) =

1, x ∈ A

0, sonst.

die charakteristische Funktion von A. Die Mengen Z und Q sind Nullmenge. Für fast alle x ∈ R
gilt also χZ(x) = 0 und χQ(x) = 0.

3.6 Der Lebesguesche Maßraum und die lineare Transformationsformel für λn

Definition 3.20. Die Vervollständigung des n-dimensionalen Lebesgue-Borelschen Maßraums
(Rn,BRn , λBn ) nennt man den Lebesgueschen Maßraum (Rn,LRn , λn), LRn =M(λBn )∗ ist die
Lebesguesche σ-Algebra und λn : LRn → [0,∞] ist das (n-dimensionale) Lebesgue-Maß. Im
folgenden sagen wir A ∈ LRn ist Lebesgue-messbar. Um die Messbarkeit im Borelschen Sinne
zu unterscheiden, nennen wir Mengen A ∈ BRn zumeist Borel-messbar.
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„Lebesgue-messbar“ ist also gleichbedeutend zu „λBn -messbar“ und zu „(λBn )∗-messbar“, und dies
wiederum ist äquivalent zu „Borel-messbar bis auf eine Lebesguesche Nullmenge“.

Satz 3.21 (Affin-lineare Maßtransformationsformel für λn). SeiM ∈ Rn×n, y ∈ Rn, f : Rn → Rn,
x 7−→Mx+ y. Ist A ⊂ Rn Lebesgue-messbar, so ist f(A) ebenfalls Lebesgue-messbar und es gilt

λn(f(A)) = |detM |λn(A) . (3.5)

Beispiele 3.22.

(1) A Nullmenge, also auch f(A) Nullmenge.

(2) M ∈ O(n)
λn(A) = λn(f(A))

Das Lebesgue-Maß ist bewegungsinvariant.

(3) Ist f invertierbar, dann ist f−1 stetig, also messbar im Borelschen Sinn. Somit bildet dann f
Borel-messbare Mengen auf Borel-messbare Mengen ab. Ist f nicht mehr invertierbar, so
gibt es Borelsche Mengen A, so dass f(A) nicht Borelsch ist, siehe https://mathoverflow.

net/questions/34142/projection-of-borel-set-from-r2-to-r1.

(4) Sind a1, . . . , an die Spalten von M , und wenden wir den Satz auf A = [0, 1]n an, so ergibt
sich: λn([0, 1]n) = 1. f(A) is das Parallelogramm, das von a1 bis an aufgespannt wird. Dann
ist das Lebesgue-Maß (=Volumen) dieses Parallelogramms gleich |det(M)|.

Wir werden den Satz in mehreren Schritten beweisen.

Lemma 3.23 (Translationsinvarianz und Invarianz unter Diagonalmatrizen). Satz 3.21 gilt im
Spezialfall

M :=



t1 0 0 · · · 0
0 t2 0 · · · 0
0 0 t3 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 0 · · · tn


.

Beweis: Gilt ti = 0 für ein i und gilt y = 0, so ist nach Beispiel 3.13 (4) f(Rn) eine Nullmenge
und somit ist f(A) für alle A ⊂ Rn eine Nullmenge und somit Lebesgue-messbar. Es gilt dann für
A ∈ LRn

0 = λn(f(A)) = |det(M)|︸ ︷︷ ︸
=0

λn(A) .

Im Fall ti = 0 und y 6= 0 beweist man die Behauptung ganz ähnlich.

Sei nun f invertierbar, und somit f−1 affin also stetig. Deswegen bildet f Borel-messbare Mengen
auf Borel-messbare Mengen ab. Man prüft leicht, dass

BRn → [0,∞]

A 7−→ νn(A) := λn(f(A))
|det(M)|

ein Maß auf BRn ist. Wir wollen zeigen, dass es mit λBn übereinstimmt. Daraus folgt die Formel (3.5)
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für Borel-messbare A.

Für ein Intervall I = [a, b], I = (a, b], I = [a, b) oder I = (a, b) mit a ≤ b haben wir definiert
λ1(I) = b−a. Für achsenparallelen Quader Q = I1×· · ·× In haben wir das Lebesguesche Prämaß
definiert als

λn(I1 × · · · × In) = λ1(I1) · · · · · λ1(In) .

Hieraus folgt unmittelbar für jeden achsenparallelen Quader Q:

λn(f(Q)) = |t1| · |t2| · · · |tn| · λn(Q) = |det(M)|λn(Q) . (3.6)

Sei R der Ring der endlichen Vereinigungen von beschränkten achsenparallelen Quadern. Glei-
chung 3.6 besagt nun, dass die Maße νn und λBn auf R übereinstimmen. Nach der Eindeutigkeits-
aussage im Satz 3.9 von Hahn folgt daraus νn = λBn .

Da Formel (3.5) nun für Borel-messbare bewiesen ist, folgt die Tatsache, dass f Nullmengen auf
Nullmengen abbildet. Somit bildet f Lebesgue-messbare Mengen auf Lebesgue-messbare Mengen
ab und Formel (3.5) gilt für alle A ∈ LRn .

Zu y ∈ Rn definiere die Translation τy : Rn → Rn, τy(x) = x + y. Ein Maß µ auf BRn bzw. LRn

heißt translationsinvariant, falls für alle A ∈ BRn bzw. A ∈ LRn und alle y ∈ Rn gilt:

µ(τy(A)) = µ(A) .

Insbesondere ist λn translationsinvariant.

Lemma 3.24. Ist µ ein translationsinvariant Maß auf BRn bzw. LRn . Dann gilt13

µ = µ([0, 1)n) λn = µ(B1(0))
λn(B1(0)) λn .

Di 14.1.

Beweis:Wir haben die Elementarwürfel definiert als

Ez,k :=
{
x ∈ Rn

∣∣∣ zj2k ≤ x ≤
zj + 1

2k für alle j ∈ {1, . . . , n}
}
,

z = (z1, . . . , zn) ∈ Zn, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, k ∈ N0. Auf Grund der Translationsinva-
rianz gilt µ(Ez,k) = µ(Ez̃,k) für z, z̃ ∈ Zn, k ∈ N0. Auf Grund der σ-Additivität gilt dann
µ(Ez,k) = 2−nkµ([0, 1)n). Sei c0 := µ([0, 1)n).14 Die Maße µ und c0λ

B
n stimmen somit auf den

Elementarwürfeln überein. Da diese die Borel-Algebra erzeugen,15 gilt µ(A) = c0λn(A) für alle
Borel-messbaren Mengen A. Alle λn-Nullmengen sind also µ-Nullmengen und die Formel folgt für
alle Lebesgue-messbaren Mengen A.

Wegen [
− 1
n
,

1
n

]n
⊂ B1(0) ⊂ [−1, 1]n

13In der Vorlesung stand hier [0, 1]n an Stelle von [0, 1)n. Der gezeigte Beweis zeigt die Aussage aber für [0, 1)n.
Sobald wir dies wissen, ist bekannt, dass [0, 1]n \ [0, 1)n eine µ-Nullmenge ist. Dadurch folgt die Aussage dann
auch in der Form, in der sie an der Tafel stand. Für die folgende Argumentation ist es aber unerheblich, welche
Variante der Aussage wir zur Verfügung haben.

14[0, 1)n ist die disjunkte Vereinigung von 2nk Elementarwürfeln der Form Ez,k.
15siehe Beispiele 2.3 (7) (a)
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erhalten wir 0 < λ1(B1(0)) < ∞. Indem wir den Spezialfall A = B1(0) in der Gleichung
µ(A) = c0λn(A) betrachten, erhalten wir die zweite zu zeigende Gleichung.

Korollar 3.25 (Rotationsinvarianz von λn und λBn ). Satz 3.21 gilt im Spezialfall M ∈ O(n) und
y = 0.

Beweis: In diesem Spezialfall gilt f(B1(0)) = B1(0). Die Abbildung A 7−→ µ(A) := λn(f(A))
definiert ein translationsinvariantes Maß auf BRn bzw. LRn . Wegen µ(B1(0)) = λn(f(B1(0))) =
λn(B1(0)) gilt dann µ = λn. Mit |det(M)| = 1 folgt die Behauptung.

Beweis von Satz 3.21: (Literatur: [16, III § 2])
Der Beweis ergibt sich nun mit Hilfe der Polarzerlegung von M und der Lemmata 3.23 und 3.25.
Wir schreiben dazu

f = f1 ◦ f2 ◦ f3 ◦ f4

wobei jedes fi eine zu bestimmende affin-lineare Abbildung ist, für die wir den Satz schon gezeigt
haben. Hieraus folgt der Satz dann für f .

Definiere f1(x) := x + y. Der Satz von der Polarzerlegung aus der LA, siehe https://de.

wikipedia.org/wiki/Polarzerlegung besagt, dass es eine positiv semi-definite symmetrische
Matrix P und eine orthogonale Matrix U gibt, so dass M = U · P . Die Matrix P wiederum kann
man orthogonal diagonalisieren, das heißt es gibt ein V ∈ O(n), so dass P = V DV t für eine positiv
semi-definite symmetrische Diagonalmatrix D. Wir erhalten M = UV DV t. Nun definieren wir
f2(x) := UV x, f3(x) := Dx und f4(x) := V t(x). Für diese fi gilt der Satz bereits.

4 Das Lebesgue-Integral

4.1 Lebesgue-Integral von Treppenfunktionen

Sei (X,M, µ) immer ein Maßraum. Oft schreiben wir einfach X für (X,M, µ). Wenn wir nichts
gegenteiliges dazusagen, dann versehen wir R immer der σ-Algebra BR und R mit der σ-Algebra

BR = {A ∈ BR | A ⊂ R} = {A ∩ R | A ∈ BR} .

Wiederholung:

Definition 2.8.
f : X → R heißt (numerische) Treppenfunktion

:⇐⇒ f ist messbar und f(X) ist endlich. Nimmt eine Treppenfunktion die Werte ±∞ nicht an,
so nennt man sie eine reelle Treppenfunktion.

a+∞ =∞ ∀a ∈ (−∞,∞]

a · ±∞ = ±∞ ∀a ∈ (0,∞]
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0 · ∞ = 0

(−∞) + (+∞) ist nicht definiert

Beispiele 4.1.

(1) Treppenfunktionen in der Definition des Riemann-Integrals

(2) Die charakteristische Funktion χA : X → R von A ⊂ X

χA(x) :=

1, x ∈ A

0, x 6∈ A

ist Treppenfunktion genau dann, wenn A ∈M.

(3) Sind f1, f2 Treppenfunktionen, a1, a2 ∈ R, dann sind

f1 · f2

max{f1, f2}

|f1|

ebenfalls Treppenfunktionen, und a1f1+a2f2 ist eine Treppenfunktion, wenn es wohldefiniert
ist.16

Notation 4.2. Sei (X,M, µ) ein Maßraum. Wir definieren

M := {(numerische) messbare Funktionen X → R}

MR := {(reelle) messbare Funktionen X → R}

Me := Me(µ) := {f ∈MR | µ
(
f−1(R \ {0}

)
<∞}

M+ := {(nicht-negative) messbare Funktionen X → [0,∞]}

M+
R := MR ∩M+

M+
e := M+

e (µ) := Me(µ) ∩M+

T := {(numerische) Treppenfunktionen X → R}

sowie TR := T ∩MR, T+ := T ∩M+, T+
R := T ∩M+

R , Te := Te(µ) := T ∩Me und T+
e := T+

e (µ) :=
T ∩M+

e . Die Räume TR, Te,MR undMe sind Vektorräume, die Räume T+, T+
R , T+

e ,M+,M+
R und

M+
e erlauben eine Addition und eine Multiplikation mit a ∈ [0,∞) beziehungsweise a ∈ [0,∞].

Definition 4.3 (Lebesgue-Integral für Treppenfunktionen). 17 Für f ∈ T+ bzw. f ∈ Te(µ)
definiere das Integral ∫

: T+ → [0,∞] bzw.
∫

: Te(µ)→ R

durch

f 7−→
∫
X

f dµ :=
k∑
i=1

ai µ(Ai),

16Man denke daran, dass wir nicht +∞ und −∞ addieren können. Gibt es zum Beispiel ein x ∈ X mit f1(x) > 0,
f2(x) = +∞, a1 = +∞, a2 < 0, dann ist a1f1 + a2f2 nicht definiert.

17In der Vorlesung behandeln wir nur den Fall
∫

: T+(µ)→ [0,∞], da er bei unserem Zugang ausreicht, aber andere
Literatur, z.B. [15] verwendet die andere Version, die zum Beispiel hilfreich ist, wenn man banachraumwertige
Funktionen integrieren will.
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falls f =
∑k
i=1 aiχAi , ai ∈ [0,∞], Ai ∈ M (bzw. ai ∈ R, Ai ∈ M mit µ(Ai) < ∞). Das Integral

ist wohldefiniert, denn aus der Additivität des Maßes µ folgt mit ai, bj ∈ [0,∞], Ai, Bj ∈M (bzw.
ai, bj ∈ R, Ai, Bj ∈M mit µ(Ai) <∞, µ(Bj) <∞):

k∑
i=1

aiχAi =
∑̀
j=1

bjχBj

=⇒
k∑
i=1

ai µ(Ai) =
∑̀
j=1

bj µ(Bj)

∫
: Te(µ)→ R ist linear.∫
: T+ → [0,∞] erfüllt die folgende linearitätsartige Bedingung: Für f, g ∈ T+, a, b ∈ [0,∞] gilt∫

X

(af + bg) dµ = a

∫
X

f dµ+ b

∫
X

g dµ .

Das Integral ist monoton: Für alle f1, f2 ∈ T+ bzw. Te(µ) gilt

f1 ≤ f2 =⇒
∫
X

f1 dµ ≤
∫
X

f2 dµ .

Beispiel 4.4. Im Fall X = R und µ = λ1 gilt:∫
R

(3χ[0,2] + 2χ[1,3]) dλ1 = 3 · 2 + 2 · 2 = 10∫
R

(3χ[0,1) + 5χ[1,2] + 2χ(2,3]) dλ1 = 3 + 5 + 2 = 10

4.2 Lebesgue-Integral für nicht-negative Funktionen

Definition 4.5 (Lebesgue-Integral für nicht-negative Funktionen). Sei f ∈M+. Wähle ϕi ∈ T+,
j ∈ N mit 0 ≤ ϕ1 ≤ ϕ2 ≤ · · · ≤ f = supj∈N ϕj (Existenz der ϕj: Satz 2.9). Definiere∫

X

f dµ := lim
j→∞

∫
X

ϕj dµ ∈ [0,∞].

Da j 7−→
∫
X
ϕj dµ monoton wachsend ist, existiert der Grenzwert in [0,∞].

Ziel:
∫
f dµ hängt nicht von der Wahl der ϕj ab.

Lemma 4.6. Seien f, ϕj wie oben, g ∈ T+ mit g ≤ f . Dann gilt

lim
j→∞

∫
X

ϕj dµ ≥
∫
X

g dµ.

Beweis: Schreibe g =
∑n
k=1 bkχBk , wobei B1, . . . , Bn ∈M paarweise disjunkt, bk ∈ [0,∞]. Wähle

ε > 0. Wir definieren Ak,j := {x ∈ Bk | ϕj(x) ≥ (1− ε)bk} ∈ M und haben dann
⋃
j∈NAk,j = Bk
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sowie Ak,j ⊂ Ak,j+1 ⊂ . . . . Dann folgt mit den Eigenschaften 3.3 (5)

µ(Bk) = µ
( ⋃
j∈N

Ak,j

)
= lim
j→∞

µ(Ak,j).

∫
X

ϕj dµ ≥
∫
X

(
(1− ε)

n∑
k=1

bkχAk,j

)
dµ

= (1− ε)
n∑
k=1

bk µ(Ak,j)︸ ︷︷ ︸
µ(Bk)

für j →∞ : lim
j→∞

∫
X

ϕj dµ ≥ (1− ε)
n∑
k=1

bkµ(Bk)

≥ (1− ε)
∫
X

g dµ.

Im Limes ε→ 0 folgt die Behauptung.

Korollar 4.7.
∫
X
f dµ in Definition 4.5 ist wohldefiniert, das heißt, es hängt nicht von der Wahl

der ϕj ab.

Beweis: Seien 0 ≤ ϕ̃1 ≤ ϕ̃2 ≤ . . . und 0 ≤ ϕ̂1 ≤ ϕ̂2 ≤ . . . mit f = sup ϕ̃j = sup ϕ̂j gegeben.
Lemma 4.6 für ϕj = ϕ̃j und g = ϕ̂n mit n fix, liefert

lim
j→∞

∫
X

ϕ̃j dµ ≥
∫
X

ϕ̂n dµ

für n→∞ : lim
j→∞

∫
X

ϕ̃j dµ ≥ lim
n→∞

∫
X

ϕ̂n dµ

≤ völlig analog!

=⇒ lim
j→∞

∫
X

ϕ̃j dµ = lim
j→∞

∫
X

ϕ̂j dµ

Bemerkung. Aus dem Korollar folgt auch, dass im Fall f ∈ T+ das in Definition 4.5 definierte
Integral

∫
X
f dµmit dem Integral von Treppenfunktionen übereinstimmt. Denn sind Treppenfunk-

tionen ϕj wie in der Definition gegeben. Dann ist ϕ̂j := f eine andere Wahl von Treppenfunktionen.
Wir haben dann folgendes gezeigt (alle folgenden Integral sind Integrale von Treppenfunktionen):∫

X

f dµ = lim
j→∞

∫
X

ϕ̂j dµ Kor.= lim
j→∞

∫
X

ϕj dµ.

Eigenschaften 4.8.

(i) Für alle f, g ∈M+, a, b ≥ [0,∞] gilt∫
X

(af + bg) dµ = a ·
∫
X

f dµ+ b ·
∫
X

g dµ.

„(Linearität)“

(ii) Für alle f, g ∈M+ : f ≤ g ⇒
∫
X
f dµ ≤

∫
X
g dµ. (Monotonie)
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(iii) Gilt für f, g ∈M+ fast überall f = g, dann haben wir∫
X

f dµ =
∫
X

g dµ .

Beweis: (i) und (ii) sind einfache Übungen. Für (ii) nutze Lemma 4.6. Zu (iii): Es existiert eine
Nullmenge N ∈ M mit f(x) = g(x) auf X \ N . Wähle Treppenfunktion für f . Man sieht leicht,
dass wir nun Treppenfunktionen für g wählen können, die auf X \N hiermit übereinstimmen.

4.3 Lebesgue-Integral für integrierbare Funktionen

Definition 4.9 (Lebesgue-Integral). Sei (X,M, µ) ein Maßraum. Eine Funktion numerische
f : X → R heißt µ-integrierbar oder Lebesgue-integrierbar bzgl. (X,M, µ), falls f messbar
ist und

∫
X
|f | dµ < ∞ gilt. (Man beachte hier, dass |f | ∈ M+). Definiere dann das Lebesgue-

Integral von f (über X bzgl. µ) als∫
X

f dµ :=
∫
X

f+ dµ−
∫
X

f− dµ,

wobei

f+ := max{f, 0} ∈M+,

f− := max{−f, 0} ∈M+,

f = f+ − f−,

0 ≤ f± ≤ |f | =⇒ 0 ≤
∫
X

f± dµ ≤
∫
X

|f | dµ <∞.

Fr 17.1.

Ist f : X → R eine Lebesgue-integrierbare Funktion, dann sind die Urbilder f−1({+∞}) und
f−1({−∞}) Nullmengen18. Wir definieren die reelle Funktion f̂ : X → R

f̂(x) :=

f(x) f(x) ∈ R

0 f(x) ∈ {±∞}

Es gilt fast überall f = f̂ und somit haben beide dasselbe Integral.

Für p ∈ [1,∞) definieren wir die Lebesgue-Räume oder L p-Räume als

L p := L p(µ) :=
{
f ∈M

∣∣ |f |p : X → R ist µ-integrierbar
}
, (4.1)

‖f‖p :=
(∫

X

|f |p dµ
)1/p

(4.2)

18Denn sei A± := f−1({±∞}). Aus |f | ≥ f± ≥ χA± ergibt sich mit der Monotonie

∞ >

∫
|f | dµ ≥

∫
χA± dµ =∞ · µ(A±) .

Und dies impliziert µ(A±) = 0.
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Der Raum
L 1 := L 1(µ) = {f ∈M | f : X → R ist µ-integrierbar}

ist von großer Wichtigkeit in der Maßtheorie, denn jede integrierbare numerische Funktion ist
nach obiger Konstruktion fast überall gleich zu einer Funktion in L 1(µ) mit demselben Integral.
Zudem hat der Raum L 1 einige schöne Eigenschaften, wie wir gleich sehen werden. Die Räume
L p für beliebiges p sind wichtig für das Studium partieller Differentialgleichungen, sowohl in der
Angewandten Mathematik als auch der Globalen Mathematik, als auch in vielen Anwendungen
der Mathematik (Physik, Chemie, Ingenieurswissenschaften, . . . ).

Proposition 4.10.

(1) L 1(µ) ist ein Vektorraum,

(2) Gilt f = f1 − f2 für f1, f2 ∈M+
R ∩L 1(µ), dann ist f ∈ L 1(µ) und∫
X

f dµ =
∫
X

f1 dµ−
∫
X

f2 dµ ,

(3) ∫
X

: L 1(µ)→ R, f 7−→
∫
X

f dµ

ist linear.

Beweis:

(1) Seien f, g ∈ L 1(µ), a, b ∈ R.

0 ≤ |af + bg| ≤ |a||f |+ |b||g|,

0 ≤
∫
X

|af + bg| dµ ≤ |a|
∫
X

|f | dµ+ |b|
∫
X

|g| dµ <∞.

Also ist L 1(µ) ist ein Vektorraum.

(2) Wir haben f1 ≥ f und f1 ≥ 0, also f1 ≥ f+; und analog sehen wir f2 ≥ f−. Aus f =
f1 − f2 = f+ − f− folgt g := f1 − f+ = f2 − f− ∈M+

R . aus 0 ≤ g ≤ f − 1 folgt g ∈ L 1(µ).∫
X

f dµ =
∫
X

f+ dµ−
∫
X

f− dµ

=
(∫

X

f+ dµ+
∫
X

g dµ
)
−
(∫

X

f− dµ+
∫
X

g dµ
)

=
∫
X

f1 dµ−
∫
X

f2 dµ .

(3) Nun sei a ≥ 0, b ≥ 0, f, g ∈ L 1(µ).

af + bg = (af+ + bg+)︸ ︷︷ ︸
∈M+

R ∩L 1(µ)

− (af− + bg−)︸ ︷︷ ︸
∈M+

R ∩L 1(µ)

.
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Nach (2) gilt dann:∫
X

(af + bg) dµ =
∫
X

(af+ + bg+) dµ−
∫
X

(af− + bg−) dµ = a

∫
X

f dµ+ b

∫
X

g dµ .

Die Linearität folgt dann mit
∫
X

(−f) dµ = −
∫
X
f dµ.

Eigenschaften 4.11. 19

(0) Seien f, g ∈M mit f(x) = g(x) für fast alle x ∈ X. Dann gilt

f ∈ L 1(µ)⇐⇒ g ∈ L 1(µ) .

In diesem Fall ∫
X

f dµ =
∫
X

g dµ .

(1) Für alle f, g ∈ L 1(µ) gilt

f ≤ g fast überall =⇒
∫
X

f dµ ≤
∫
X

g dµ .

(Monotonie)

(2) Sei A ∈M. Dann erfüllt die charakteristische Funktion χA ∈ T+ ⊂M+.∫
X

χA dµ = µ(A)

∫
X

χA dµ <∞ ⇐⇒ µ(A) <∞ ⇐⇒ χA ∈ L 1(µ).

(3) Ist f ∈ L 1(µ) und g ∈M mit g beschränkt (∃c ∈ R≥0 : −c ≤ g ≤ c). Dann

|gf | = |g||f | ≤ c|f |,

0 ≤
∫
X

|gf | dµ ≤ c
∫
X

|f | dµ <∞,

dann folgt gf ∈ L 1(µ). Insbesondere gilt für A ∈M die Aussage f · χA ∈ L 1(µ).

Beweis:Die Aussagen sollten nun bereits klar sein.

Definition 4.12. Für f ∈ L 1(µ) oder f ∈M+, A ∈M definiere∫
A

f dµ :=
∫
X

fχA dµ.

19Punkt (0) in Vorlesung nur mündlich gesagt.
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Sind A und B disjunkt, dann gilt χA∪B = χA + χB.∫
A∪B

f dµ =
∫
A

f dµ+
∫
B

f dµ.

Beispiel 4.13. Versehe (N,P(N)) mit dem Zählmaß, ζ : P(N) → [0,∞], ζ(A) = #A. Dann gilt
(f : N→ R) ∈ L 1(ζ) genau dann, wenn

∑∞
j=1 |f(j)| <∞, denn∫

N
|f | dζ = lim

k→∞

∫
N
|f | · χ{0,1,...,k} dζ

= lim
k→∞

k∑
j=1
|f(j)|

=
∞∑
j=1
|f(j)|.

Hierbei haben wir |f | ·χ{0,1,...,k} ∈ T+
R genutzt. Also gilt f ∈ L 1(ζ) genau dann, wenn

∑∞
j=1 f(j)

absolut konvergiert. In diesem Fall gilt∫
N
f dζ =

∞∑
j=1

f(j).

4.4 Lp-Räume

Definition 4.14. Sei V ein Vektorraum über K ∈ {R,C}. Eine Halbnorm oder Semi-Norm
auf V ist eine Abbildung ‖ · ‖ : V → R, so dass für alle x, y ∈ V , λ ∈ K gilt:

(a) Semi-Definitheit: ‖x‖ ≥ 0,

(b) Homogenität: ‖λx‖ = |λ| ‖x‖

(c) Dreiecksungleichung: ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

Nun K = R, p ∈ [1,∞).

Proposition 4.15. L p ist ein Untervektorraum von M und ‖ · ‖p : L p → R aus (4.2) ist eine
Halbnorm.

Spezialfall: Sei X = {1, 2, . . . , n} und µ das Zählmaß, d. h. µ(A) = #A. Dann ist L p(µ) = Rn

und ‖ · ‖p ist die p-Norm, die bereits in Analysis II, Kapitel 8, Beispiele 1.2 (3) eingeführt wurde.
Wir hatten dort in diesem Spezialfall die Minkowski-Ungleichung gezeigt:

‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p (4.3)

Beweis der Proposition: Ist f ∈ L p und λ ∈ R, dann haben wir∫
X

|λf |p dµ = |λ|p
∫
X

|f |p dµ <∞ .

Hieraus folgt λf ∈ L p und die Homogenität. Die Semi-Definitheitist klar.
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Wir zeigen nun die Dreiecks-Ungleichung

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p (4.4)

für alle f, g ∈ M . Hieraus folgt dann insbesondere, dass L p := {f ∈ M | ‖f‖p < ∞} ein
Untervektorraum von M ist.

(1) Beweis von (4.4) für Treppenfunktionen.

f =
k∑
i=1

aiχAi und g =
∑̀
j=1

bjχBj ,

wobei die Mengen (Ai)i paarweise disjunkt sind und die Mengen (Bj)j paarweise disjunkt
sind. Wir können o. B. d.A. annehmen, dass

X =
•⋃
i

Ai =
•⋃
j

Bj .

Somit gilt Ai =
•⋃
j(Ai ∩Bj) und Bj =

•⋃
i(Ai ∩Bj). Es folgt

f =
k∑
i=1

∑̀
j=1

aiχAi∩Bj und g =
k∑
i=1

∑̀
j=1

bjχAi∩Bj .

Wir wenden nun (4.3) auf die Vektoren20

x :=
(
a1

p
√
µ(A1 ∩B1), a1

p
√
µ(A1 ∩B2), . . . , a1

p
√
µ(A1 ∩B`),

a2
p
√
µ(A2 ∩B1), a2

p
√
µ(A2 ∩B2), . . . , a2

p
√
µ(A2 ∩B`),

...
...

...
...

ak
p
√
µ(Ak ∩B1), ak p

√
µ(Ak ∩B2), . . . , ak p

√
µ(Ak ∩B`)

)T
∈ Rk`

und

y :=
(
b1

p
√
µ(A1 ∩B1), b2 p

√
µ(A1 ∩B2), . . . , b` p

√
µ(A1 ∩B`),

b1
p
√
µ(A2 ∩B1), b2 p

√
µ(A2 ∩B2), . . . , b` p

√
µ(A2 ∩B`),

...
...

...
...

b1
p
√
µ(Ak ∩B1), b2 p

√
µ(Ak ∩B2), . . . , b` p

√
µ(Ak ∩B`)

)T
∈ Rk`

an.21 Man rechnet nun leicht nach, dass ‖x‖p = ‖f‖p, ‖y‖p = ‖g‖p und ‖x+y‖p =
∥∥|f |+|g|∥∥

p
.

Die Dreiecks-Ungleichung gilt somit für alle Treppenfunktionen22.

(2) Allgemeiner Fall.
Um die Dreiecks-Ungleichung für beliebige f, g ∈ M zu zeigen, betrachten monoton wach-

20Dies sind also sehr lange Zeilen- bzw. Spaltenvektoren, keine Matrizen!
21Ist ein Eintrag ai p

√
µ(Ai ∩Bj) oder bj p

√
µ(Ai ∩Bj) gleich∞ oder −∞, so ist die zu beweisende Aussage trivial

erfüllt. Wir nehmen also an, dass sie alle endlich sind.
22Sie gilt auch im Fall ‖f‖p =∞ oder ‖g‖p =∞.
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sende Folgen nicht-negativer Treppenfunktionen (ϕn)n und (ψm)m mit |f | = supϕn und
|g| = supψm. Wir führen die obige Abschätzung für ϕn an Stelle von f und für ψm an Stelle
von g aus und erhalten ∥∥|f |+ |g|∥∥

p
≤ ‖f‖p + ‖g‖p (4.5)

Nun gilt 0 ≤ |f + g| ≤ |f |+ |g|, also |f + g|p ≤ (|f |+ |g|)p und somit

‖f + g‖p ≤ ‖|f |+ |g|‖p .

Mit 4.5 folgt dann die Dreiecks-Ungleichung 4.4.

Übung 4.16. (Übungsblatt 13) N p(µ) := {f ∈ L p(µ) | f = 0 fast überall} ist ein Untervektor-
raum. Es gilt f ∈ N p(µ) genau dann, wenn f ∈ L p(µ) und ‖f‖p = 0. Den Quotientenvektorraum

Lp := Lp(µ) := L p(µ)
N p(µ)

nennt man den Lp-Raum oder denRaum der Lp-Funktionen oder einfach auch den Lebesgue-
Raum zum Koeffizient p23. Er trägt eine eindeutige Norm ||| · |||p : Lp(µ)→ R, so dass für alle
Funktionen f ∈ L p(µ), die [f ] ∈ Lp(µ) repräsentieren, gilt:

|||[f ]|||p = ‖f‖p .

||| · |||p : Lp → R nennt man die Lp-Norm und wir schreiben hierfür meistens auch ‖ · ‖p.

Bemerkung 4.17. Die Räume (Lp, ||| · |||p) sind vollständige normierte Vektorräume. Es sind also
Banachräume. (ohne Beweis)24

4.5 Lebesgue- versus Riemann-Integrierbarkeit

Beispiel 4.18. χQ und χQ∩[a,b] sind Lebesgue-integrierbar bzgl. (R,BR, λ1) und es gilt∫
R
χQ dλ1 = 0∫

R
χQ∩[a,b] dλ1 = 0,

da Q und Q∩[a, b] Nullmengen bzgl. λ1 sind. Andererseits ist die Funktion χQ∩[a,b] nicht Riemann-
integrierbar: Das riemannsche Oberintegral ist b− a∫ b

a

χQ∩[a,b](x) dx = b− a

23In der Praxis ist es später manchmal gar nicht mehr so wichtig, zwischen L p und Lp sauber zu unterscheiden,
da die Aussagen oft für beide Räume Sinn ergeben und oft gleichbedeutend sind.

24Achtung: Die Aussagen „Der Maßraum (X,M, µ) ist vollständig“ und „(Lp(X,M, µ), ||| · |||p) “ sind unabhängig
voneinander. Bitte nicht verwechseln.
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und das riemannsche Unterintegral ist 0∫ b

a

χQ∩[a,b](x) dx = 0.

Lemma 4.19. Sei X = [a, b] ⊂ R, versehen mit der σ-Algebra M = B[a,b] oder M = L[a,b]

und dem (auf M eingeschränkten) Lebesgue-Maß λ1|M. Jede messbare, Riemann-integrierbare
Funktion f ist Lebesgue-intergierbar, und es gilt∫ b

a

f(x) dx =
∫

[a,b]
f dµ .

Hierbei ist die linke Seite das Riemann-Integral und die rechte Seite das Lebesgue-Integral.

Man beachte hierbei:

B[a,b] = {A ∩ [a, b] | A ∈ BR} = {A ∈ BR | A ⊂ [a, b]} ⊂ BR ,

L[a,b] = {A ∩ [a, b] | A ∈ LR} = {A ∈ LR | A ⊂ [a, b]} ⊂ LR .

Beweis: Wir schreiben λ1 für λ1|M und wir setzen alle messbaren Funktionen f : [a, b] → R
durch 0 zu einer (messbaren) Funktion f : R→ R fort.

Alle riemannschen Treppenfunktionen sind in Te(λ1)(= TR∩L 1(λ1)). Es gilt für alle riemannschen
Treppenfunktionen f : ∫ b

a

f(x) dx =
∫

[a,b]
f dλ1,

wobei
∫ b
a
f(x) dx das Riemann-Integral und

∫
X
f dλ1 das Lebesgue-Integral ist.

Wegen der Monotonie gilt für alle beschränkten, messbaren Funktionen f : [a, b]→ R:

f ∈ L 1(λ1),

denn die Ungleichung |f | ≤ Cχ[a,b] und die Monotonie implizieren∫
[a,b]
|f | dλ1 ≤ C(b− a) <∞ .

Insbesondere sind alle Riemann-integrierbaren, messbaren Funktionen auch Lebesgue-integrierbar.
Ist g eine Riemannsche Treppenfunktion mit g ≥ f bzw. g ≤ f . Dann folgt mit der Monotonie
des Lebesgue-Integrals:∫ b

a

g(x) dx ≥
∫

[a,b]
f dλ1 bzw.

∫ b

a

g(x) dx ≤
∫

[a,b]
f dλ1 .

Aus der Definition des riemannschen Ober- und Unterintegrals folgt:∫ b

a

f(x) dx ≥
∫

[a,b]
f dλ1 ≥

∫ b

a

f(x) dx
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Ist also f Riemann-integrierbar und messbar, so gilt∫ b

a

f(x) dx =
∫ b

a

f(x) dx =
∫

[a,b]
f dλ1 .

!ACHTUNG!. Es gibt Riemann-integrierbare Funktionen f : [a, b] → R, die nicht messbar im
Sinne von Abbildung ([a, b],B[ab])→ (R,BR) sind.

Definition 4.20. Sei X ein topologischer Raum und sei µ : BX → [0,∞] ein Maß auf (X,BX).
Sei LµX die σ-Algebra der µ-messbaren Mengen (LµX ist die Vervollständigung von BX bezüglich
des Maßes µ).

Eine Abbildung f : X → R nennt man Lebesgue-messbar oder µ-messbar

:(def)⇐⇒ sie ist als Abbildung von (X,LµX) nach (R,BR) messbar

⇐⇒ für alle a ∈ R: f−1((a,∞]) ∈ LµX
⇐⇒ für alle a ∈ R: f−1([a,∞]) ∈ LµX
⇐⇒ Es existiert eine µ-Nullmenge N mit f−1((a,∞]) \N ∈ BX ∀a ∈ R.

⇐⇒ Es existiert eine µ-Nullmenge N mit f−1((a,∞]) ∪N ∈ BX ∀a ∈ R.

Wichtige Konvention: Ab jetzt wird für derartige Maßräume (X,µ) immer angenommen, dass
X mit der Lebesgueschen σ-Algebra LµX versehen ist, es sei denn wir sagen etwas anderes explizit.
Die Funktion f : X → R ist dann Lebesgue-messbar, wenn sie als Funktion (X,LµX) → (R,BR)
messbar ist und

∫
X
|f | dµ <∞ erfüllt. Dies gilt insbesondere für X = Rn.

!ACHTUNG!. Sei µ = λ1 das Lebesgue-Maß auf (R,BR). Es gibt f : R → R und g : R → R
Lebesgue-messbar bzgl. λ1, aber g ◦ f ist nicht Lebesgue-messbar.

Proposition 4.21. Riemann-integrierbare Funktionen f : [a, b]→ R sind Lebesgue-messbar (also
genauer λ1-messbar).

Korollar 4.22. Riemann-integrierbare Funktionen f : [a, b] → R sind Lebesgue-integrierbar auf
dem Maßraum ([a, b],Lλ1

[a,b], λ1), wobei wir verkürzend λ1 für die Einschränkung von λ1 auf Lλ1
[a,b]

schreiben.

Das Korollar folgt mit Lemma 4.19 direkt aus der Proposition.

Beweis der Proposition: Sei f ∈ R[a, b]. Zu n ∈ N wähle riemannsche Treppenfunktionen ψn
und ψ̂n, wobei gilt ψn ≤ f ≤ ψ̂n:∫ b

a

ψn(x) dx+ 4−n ≥
∫ b

a

f(x) dx ≥
∫ b

a

ψ̂n(x) dx− 4−n

ϕn := max{ψ1, ψ2, . . . , ψn} ≥ ψn
ϕ̂n := min{ψ̂1, ψ̂2, . . . , ψ̂n} ≤ ψ̂n,
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mit ϕn ≤ f ≤ ϕ̂n: ∫ b

a

ϕn(x) dx+ 4−n ≥
∫ b

a

f(x) dx ≥
∫ b

a

ϕ̂n(x) dx− 4−n.

Es gilt
0 ≤ ϕ1 ≤ ϕ2 ≤ · · · ≤ ϕn ≤ f ≤ ϕ̂n ≤ · · · ≤ ϕ̂2 ≤ ϕ̂1.

Definiere An := {x ∈ [a, b] | ϕ̂n(x)− ϕn(x) ≤ 2−n} ∈ B[a,b] ⊂ Lλ1
[a,b] und Bn := [a, b] \ An ∈ B[a,b].

Es gilt dann
ϕ̂n − ϕn > 2−nχBn .

λ1(Bn) =
∫

[a,b]
χBn dλ1

≤ 2n
∫ b

a

(ϕ̂n(x)− ϕn(x)) dx︸ ︷︷ ︸
2·4−n

≤ 2n · 2 · 4−n

= 21−n

λ1

( ⋃
j≥k

Bj

)
≤
∞∑
j=k

λ1(Bj)

≤
∞∑
j=k

21−j

= 21−k
(

1 + 1
2 + 1

4 + 1
8 + . . .

)
︸ ︷︷ ︸

=2

= 22−k.

Definiere Ck :=
⋃
j≥k Bj und D :=

⋂∞
k=1 Ck. Es gilt

λ1(Ck) ≤ 22−k =⇒ λ1(D) ≤ 22−k ∀k.

Also ist D eine λ1-Nullmenge. Für j ≥ k:

sup
x∈[a,b]\Ck

|f(x)− fj(x)| ≤ sup
x∈[a,b]\Ck

|ϕ̂j(x)− ϕj(x)|

≤ 2−j

und [a, b] \ Ck ⊂ Aj . Also konvergiert ϕj gleichmäßig auf [a, b] \ Ck gegen f . Also konvergiert ϕj
punktweise gegen f auf [a, b] \D. Analog konvergiert ϕ̂j punktweise gegen f auf [a, b] \D.

0 ≤ ϕ1 ≤ ϕ2 ≤ · · · ≤ · · · ≤ f ≤ ϕ̂n ≤ · · · ≤ ϕ̂2 ≤ ϕ̂1.

Mit Satz 2.9 folgt: f |[a,b]\D ist messbar als Abbildung

[a, b] \D → R,
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wobei [a, b] \ D und R jeweils mit der zugehörigen Borel-Algebra versehen ist. Also ist f dann
λ1-messbar.

Di 21.1.

Beispiel 4.23. Sei ai ∈ R, i ∈ N0. Definiere daraus f : [0,∞)→ R

f(x) := abxc = ai, falls i ≤ x < i+ 1

∫
[0,n]

f dλ1 =
n−1∑
i=0

ai =
∫ n

0
f(x) dx.

f ist uneigentlich Riemann-integrierbar genau dann, wenn
∑∞
i=0 ai konvergiert.

f ist Lebesgue-integrierbar genau dann, wenn
∑∞
i=0 ai absolut konvergiert (siehe auch Beispiel

4.13).
Also existiert ein f : [0,∞) → R, das uneigentlich Riemann-integrierbar, aber nicht Lebesgue-
integrierbar ist.
Im Allgemeinen

Riemann-integrierbar =⇒ Lebesgue-integrierbar

Lebesgue-integrierbar 6=⇒ Riemann-integrierbar

Lebesgue-integrierbar 6=⇒ uneigentlich Riemann-integrierbar

uneigentlich Riemann-integrierbar 6=⇒ Lebesgue-integrierbar

Über uneigentliche Riemann-Integrale zitieren wir noch (wörtlich) einen Satz aus einem Skript
von Helga Baum:

Satz (Satz 11.32 aus [14]). Sei I ⊂ R ein Intervall und die Funktion f : I → R Riemann-
integrierbar über jedem kompakten Teilintervall von I. Dann ist f genau dann Lebesgue-integrierbar
über I, wenn |f | uneigentlich Riemann-integrierbar über I ist. Das uneigentliche Riemann-Integral
von f stimmt in diesem Fall mit dem Lebesgue-Integral von f über I überein.

5 Konvergenzsätze

In diesem Abschnitt ist das Buch [18] eine wichtige Referenz.

Sei (X,M, µ) ein Maßraum.

Satz 5.1 (Satz über monotone Konvergenz/Satz von Beppo Levi). Sei (fn)n∈N eine monoton
wachsende Folge von messbaren Funktionen mit f1 ≥ 0, fn : X → [0,∞]. Dann ist limn→∞ fn

messbar und es gilt
lim
n→∞

∫
X

fn dµ =
∫
X

lim
n→∞

fn dµ.

Bemerkung 5.2. Es reicht auch anzunehmen, dass f1 ≥ 0 µ-fast überall gilt und für alle n ∈ N
fn ≤ fn+1 µ-fast überall gilt. Um die Aussage in diesem Fall zu zeigen, kann man die Funktionen
fn auf einer messbaren Nullmenge zu Funktionen f̂n abändern, so dass

0 ≤ f̂1 ≤ f̂2 ≤ · · ·
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gilt. Dann existiert und f̂ := limn→∞ f̂n : X → [0,∞]. Somit gilt f̂ := limn→∞ fn fast überall
und der Satz von Levi liefert:

lim
n→∞

∫
X

fn dµ = lim
n→∞

∫
X

f̂n dµ =
∫
X

f̂ dµ.

Der Limes limn→∞ fn existiert in [0,∞] aber nur fast überall; es kann Punkte x ∈ X geben, so
dass limn→∞ fn(x) in [0,∞] nicht existiert.

Beweis von Satz 5.1:

(1) limn→∞ fn = supn∈N fn : X → [0,∞] messbar nach Proposition 2.7 (4).

(2)
fn ≤ f =⇒

∫
X

fn dµ ≤
∫
X

f dµ

=⇒ lim
n→∞

∫
X

fn dµ︸ ︷︷ ︸
monoton wachsend

≤
∫
X

f dµ.

(3) Sei nun ϕj ∈ T+, 0 ≤ ϕ1 ≤ ϕ2 ≤ · · · ≤ ϕn ≤ . . . ≤ f = limj→∞ ϕj . Fixiere j ∈ N und c > 1:

An := {cfn ≥ ϕj} = {x ∈ X | cfn(x) ≥ ϕj(x)}.

Es gilt An ⊂ An+1 für alle n ∈ N und
⋃
n∈NAn = X. Deswegen wächst (ϕjχAn)n∈N monoton

(für festes j) und wir haben punktweise Konvergenz

ϕjχAn
n→∞−−−−→ ϕj .

Mit cfn ≥ ϕjχAn erhalten wir∫
X

ϕj dµ (∗)= lim
n→∞

∫
X

(ϕjχAn) dµ ≤ lim
n→∞

∫
X

cfn dµ = c lim
n→∞

∫
X

fn dµ

An der Stelle (∗) benutzen wir Definition 4.5 oder genauer die darauffolgende unnummerierte
Bemerkung.

Im Limes c→ 1 folgt ∫
X

ϕj dµ ≤ lim
n→∞

∫
X

fn dµ.

Im Limes j →∞ folgt∫
X

f dµ Def. 4.5= lim
j→∞

∫
X

ϕj dµ ≤ lim
n→∞

∫
X

fn dµ.

Korollar 5.3. Für jede Folge (fn)n∈N in M+ gilt

∫
X

( ∞∑
j=1

fj

)
dµ =

∞∑
j=1

∫
X

fj dµ.

Beweis: Wende Satz 5.1 von Levi auf die Partialsummen an.
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Beispiel 5.4. Satz 5.1 ist falsch ohne Monotonie-Voraussetzung, wie das folgende Beispiel zeigt:
(X,M, µ) := (R,BR, λB1 ), fn = 1

nχ(0,n] ∈ L 1(λ1),
∫
R fn dλ1 = 1.

1 = lim
n→∞

1 = lim
n→∞

∫
R
fn dλ1

6=
∫
R

lim
n→∞

fn dλ1 =
∫
R

0 dλ1 = 0.

Satz 5.5 (Lemma von Fatou). Sei (fn)n∈N eine Folge in M+. Dann ist∫
X

lim inf
n→∞

fn dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
X

fn dµ. (5.1)

Das obige Beispiel 5.4 zeigt auch, dass wir in (5.1) das Zeichen „≤“ nicht durch „=“ ersetzen
können.

Beweis:

f := lim
n→∞

( inf
k≥n

fn) = lim inf
n→∞

fn

gn(x) := inf{fk(x) | k ≥ n}

f = lim inf
n→∞

fn = lim
n→∞

gn, gn ≤ gn+1 ∀n ∈ N.

Also f ∈M+ nach Proposition 2.7 (4). Der Satz 5.1 über monotone Konvergenz von Levi besagt∫
X

f dµ = lim
n→∞

∫
X

gn dµ.

Für k ≥ n gilt gn ≤ fk, daher ∫
X

gn dµ ≤
∫
X

fk dµ.

Wir bilden das Infimum über k ≥ n und erhalten∫
X

gn dµ ≤ inf
k≥n

∫
X

fk dµ.

Im Limes n→∞: ∫
X

f dµ = lim
n→∞

∫
X

gn dµ

≤ lim
n→∞

inf
k≥n

∫
X

fk dµ

= lim inf
n→∞

∫
X

fn dµ.

Satz 5.6 (Satz über majorisierte Konvergenz/Satz über dominierte Konvergenz). Seien f, fn : X →
R messbar und g : X → R sei Lebesgue-integrierbar bzgl. (X,M, µ), also g ∈ L 1(µ). Es gelte

(1) f = limn→∞ fn punktweise µ-fast überall.

(2) |fn| ≤ g µ-fast überall.
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Dann gilt f, fn ∈ L 1(µ) für alle n ∈ N und es gilt∫
X

f dµ = lim
n→∞

∫
X

fn dµ.

Weiter gilt
lim
n→∞

∫
X

|fn − f | dµ = 0.

g heißt Majorante von (fn)n∈N.

Aussage wäre falsch ohne solch eine Majorante g.

Beweis: Aussage (2) bedeutet: Es gibt eine µ-Nullmenge Nn mit

|fn(x)| ≤ g(x) ∀x ∈ X \Nn.

Aussage (1) bedeutet: Es gibt eine µ-Nullmenge N mit

f(x) = lim
n→∞

fn(x) ∀x ∈ X \N.

Nun ist N ′ = N ∪
⋃
n∈NNn eine Nullmenge, da es eine abzählbare Vereinigung von Nullmengen

ist. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit ist N ′ = ∅, denn sonst ersetze X durch X̂ := X \N ′,
f durch f̂ := f |X̂ , g durch ĝ := g|X̂ , fn durch f̂n := fn|X̂ .

Wir haben also 0 ≤ |fn| ≤ g und 0 ≤ |f | ≤ g. Da g integrierbar ist (d. h.
∫
g dµ <∞), sind auch

f , |f | und alle fn und |fn| integrierbar.

|f − fn| ≤ |f |+ |fn| ≤ |f |+ g

gn := |f |+ g − |fn − f | ∈M+

lim
n→∞

gn = |f |+ g (punktweise)

∫
X

(|f |+ g) dµ =
∫
X

( lim
n→∞

gn) dµ

=
∫
X

lim inf
n→∞

gn dµ

≤ lim inf
n→∞

∫
X

gn dµ (Lemma von Fatou)

= (− lim sup
n→∞

∫
X

|fn − f |︸ ︷︷ ︸
≥0

dµ) +
∫
X

(|f |+ g) dµ

≤
∫
X

(|f |+ g) dµ

Also folgt
lim sup
n→∞

∫
X

|fn − f | dµ = 0.

Denn falls > 0 gelten würde, dann würde der Widerspruch
∫
X

(|f |+g) dµ <
∫
X

(|f |+g) dµ folgen.
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Wir haben somit

lim
n→∞

∫
X

|fn − f | dµ = 0.

Aus den Ungleichungen −|fn − f | ≤ ±(fn − f) ≤ |fn − f | folgt mit der Monotonie

0 ≤
∣∣∣ ∫
X

fn dµ−
∫
X

f dµ
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫
X

(fn − f) dµ
∣∣∣ ≤ ∫

X

|fn − f | dµ→ 0.

Also limn→∞
∫
X
fn dµ =

∫
X
f dµ.

Alternativ sagt man auch Satz über dominierte Konvergenz statt Satz über majorisierte
Konvergenz.

Beispiel 5.7. Sei f : [a, b] → R differenzierbar und f ′ beschränkt. Dann ist f ′ : [a, b] → R in
L 1(λ1) bzgl. der σ-Algebra Lλ1

[a,b]. Und es gilt∫
[a,b]

f ′ dλ1 = f(b)− f(a).

Denn sei |f ′(x)| ≤ C für alle x ∈ [a, b]. Setze f zu einer differenzierbaren Funktion f : [a, b+1]→ R
mit |f ′(x)| ≤ C fort (z. B. f(x) = f(b) + (x − b)f ′(b) für x ≥ b). Die Funktion gn : [a, b] → R,
gn(x) := n

(
f
(
x+ 1

n

)
− f(x)

)
ist stetig in x.

lim
n→∞

gn(x) = lim
n→∞

f
(
x+ 1

n

)
− f(x)

1
n

= f ′(x).

Also ist f ′ messbar. Der Mittelwertsatz besagt gn(x) = f ′(ζn) für ein ζn ∈
[
x, x + 1

n

]
. Also

haben wir |gn(x)| ≤ C für alle x ∈ [a, b]. Aus dem Satz 5.6 über majorisierten Konvergenz folgt
gn, f

′ ∈ L 1([a, b],Lλ1
[a,b], λ1). ∫

[a,b]
f ′ dλ1 = lim

n→∞

∫
[a,b]

gn dλ1

F (x) =
∫ x

a

f(t) dt

Da f stetig ist, ist F differenzierbar mit F ′ = f .∫
[a,b]

gn dλ1 =
∫ b

a

gn(x) dx

= n

∫ b

a

(
f
(
x+ 1

n

)
− f(x)

)
dx

= n
(
F
(
b+ 1

n

)
− F (b)

)
− n

(
F
(
a+ 1

n

)
− F (a)

)
n→∞−−−−→ lim

n→∞

F (b+ 1
n )− F (b)
1
n︸ ︷︷ ︸

=f(b)

− lim
n→∞

F (a+ 1
n )− F (a)
1
n︸ ︷︷ ︸

=f(a)

= f(b)− f(a)

und mit
∫

[a,b] gn dλ1 →
∫

[a,b] f
′ dλ1 folgt die zu beweisende Aussage.
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6 Produkt-Maße und Satz von Fubini
Fr 24.1.

In diesem Teil halten wir uns sehr nahe am Buch [15], aus dem wir einige Passagen teilweise
wörtlich übernehmen.

Typische Fragen dieses Abschnitts.

Sei Rn mit der Borel-Algebra BRn versehen.

(1) Sei A ⊂ R2 messbar und Ay := {x ∈ R | (x, y) ∈ A}. Wir würden gerne zeigen:

λ2(A) =
∫
R
λ1(Ay) dy.

(2) Sei f : R2 → R, y ∈ R,

f( · , y) : R→ R,

x 7−→ f(x, y).

Ist nun f genau dann messbar, wenn f( · , y) messbar ist für alle y ∈ Y ?
Angenommen alles ist integrierbar, gilt dann∫

R2
f dλ1 =

∫
R

(∫
R
f(x, y) dx

)
dy?

6.1 Produkt-σ-Algebren

Definition 6.1. Für zwei Messräume (X,A) und (Y,B) definieren wir die Produkt-σ-Algebra
auf X × Y als

A⊗ B :=M({A×B | A ∈ A, B ∈ B}, X × Y ) .

Bemerkung 6.2. Sind (X,A) (Y,B), (Z, C) Messräume, so überprüft man leicht, dass

(A⊗ B)⊗ C =M({A×B × C | A ∈ A, B ∈ B, C ∈ C}, X × Y × Z) = A⊗ (B ⊗ C).

Bemerkung 6.3. Wegen A×B = (A× Y )∩ (X ×B) stimmt A⊗B mit der Produkt-σ-Algebra
überein, die in Aufgabe 4c) auf Übungsblatt 11 definiert wurde.25 In dieser Aufgabe haben wir
gesehen, dass A× B die kleinste σ-Algebra auf X × Y ist, so dass

X × Y πX−−→ X

(x, y) 7−→ x

und

X × Y πY−−→ Y

(x, y) 7−→ y

messbar sind.
25Um die Aufgabe anzuwenden, setze X1 := X, X2 := Y und I := {1, 2}.
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Bemerkung 6.4. Für y ∈ Y definieren wir ιy : X → X × Y durch x 7−→ (x, y). Wir wollen
zeigen, dass ιy von (X,A) nach (X × Y,A ⊗ B) messbar ist. Hierzu ist es nach Beispiele 2.3 (6)
ausreichend zu prüfen, dass (ιy)−1(A×B) messbar ist, falls A und B messbar in X bzw. Y sind.
Wegen (ιy)−1(A×B) = A oder (ιy)−1(A×B) = ∅ ist dies offensichtlich erfüllt.
Genauso zeigt man für x ∈ X, dass ιx : Y → X × Y mit y 7−→ (x, y) messbar ist.

Seien nun (X,OX) und (Y,OY ) topologische Räume und BX und BY die zugehörigen Borel-
Algebren. Sei OX×Y die Produkt-Topologie und BX×Y die zugehörige Borel-Algebra.

Frage 6.5. Gilt BX×Y = BX ⊗ BY ?

Die obige Frage wurde teilweise auf Übungsblatt 11, Aufgabe 3 – mit etwas anderer Notation –
diskutiert26. Wir haben dort die folgende Gleichheit (∗) gezeigt:

BX ⊗ BY
(∗)= M({A×B | A ∈ OX , B ∈ OY }︸ ︷︷ ︸

⊂OX×Y

, X × Y ) ⊂M(OX×Y , X × Y ) (def)= BX×Y

und die darauffolgende Inklusion ist trivial.

Es ist uns also bereits bekannt, dass die Inklusion „⊂“ in der Frage immer richtig ist.

Die Inklusion „⊃“ ist hingegen nicht immer richtig, es gibt Gegenbeispiele. Diese Inklusion gilt,
falls beide Topologien das zweite Abzählbarkeitsaxiom erfüllen; eine Topologie OX erfüllt das
zweite Abzählbarkeitsaxiom,, falls es eine abzählbare Teilmenge B ⊂ OX gibt, so dass jedes
Element von OX eine Vereinigung von Elementen von B ist.27 Wir wollen aber den allgemeinen
Fall hier gar nicht diskutieren, sondern uns auf den Spezialfall X = Rn und Y = Rm einschränken.

Im Fall X = Rn und Y = Rm, jeweils mit der Standard-Topologie gilt Gleichheit. Denn jede
offene Menge in Rn+m = Rn × Rm ist eine abzählbare Vereinigung von Elementarwürfeln (siehe
Beispiel 2.3 (7) Spezialfall (a)) und damit inM({A×B | A ∈ OX , B ∈ OY }, X × Y ) enthalten.28

Wir haben also BRn+m = BRn ⊗ BRn und durch Induktion folgt dann

BRn = BR ⊗ BR ⊗ · · · ⊗ BR︸ ︷︷ ︸
n-mal

(6.1)

Definition 6.6. M⊂ P(Z) heißt monoton, falls

(a) Gilt Yn ∈M, n ∈ N und Y1 ⊂ Y2 ⊂ . . . , dann ist auch
⋃
n∈N Yn ∈M.

(b) Gilt Yn ∈M, n ∈ N und Y1 ⊃ Y2 ⊃ . . . , dann ist auch
⋂
n∈N Yn ∈M.

Lemma 6.7. Sei R eine Algebra auf Z und M sei die kleinste monotone Teilmenge von P(Z),
die R enthält. Dann istM die von R erzeugte σ-Algebra.

Bemerkung. Definiere
M :=

⋂
M∈Z

N ,

26Auf dem Übungsblatt haben wir BX statt BX undMX×Y statt BX ⊗ BY geschrieben.
27Eine Teilmenge B ⊂ OX nennt man Basis der Topologie OX , wenn jedes Element von OX eine Vereinigung

von Elementen von B ist. Es wird hier also die Existenz einer abzählbaren Basis der Topologie gefordert.
28Genauso kann man auch zeigen, dass Rn das zweite Abzählbarkeitsaxiom erfüllt.
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wobei Z = {N ⊂ P(Z) | N monoton und R ⊂ N}. Man sieht sofort, dass M ∈ Z und dass
jedes Element von Z die MengeM als Teilmenge erhält.M ist in diesem Sinne also die kleineste
Algebra, die R enthält.

Beweis von Lemma 6.7: Jede σ-Algebra ist monoton. Deswegen ist M(R, Z) eine monotone
Menge, die R enthält. Es folgtM⊂M(R, Z). Zu zeigen ist alsoM(R, Z) ⊂M. Wir zeigen dies,
indem wir nachweisen, dassM eine σ-Algebra ist.

(1) MC := {Y ∈ P(Z) | Z \ Y ∈ M} = {Z \ Y | Y ∈ M} ist ebenfalls monoton. Es gilt
A ∈ R ⇒ Z \A ∈ R. Also ist R ⊂MC (dann folgtMC ∈ Z). SomitM⊂MC .
AngenommenM $MC , dann existiert ein A ∈ MC \M. Somit Z \ A ∈ M und A /∈ M.
Hieraus folgt Z \A ∈M \MC . Dies ist ein Widerspruch zuM⊂MC . SomitM =MC .
Es folgt:

A ∈M =⇒ Z \A ∈M. (6.2)

(2) Für B ∈ M definiere MB = {Y ∈ M | Y ∩ B ∈ M}. Man überprüft leicht, dass MB

ebenfalls monoton ist.
Sei nun zunächst B ∈ R. Es gilt nun R ⊂MB : denn

A ∈ R =⇒ A ∩B ∈ R ⊂M =⇒ A ∈MB .

Da M die kleinste monotone Menge ist, die R enthält, folgt M ⊂ MB für alle B ∈ R.
Somit haben wir bisher gezeigt:

für alle Y ∈M und für alle B ∈ R gilt Y ∩B ∈M. (6.3)

Nun sei B ∈M. Wie oben bereits erwähnt, istMB monoton. Wegen (6.3) gilt nun: A ∈ R
impliziert A ∩ B ⊂ M. Analog wie oben folgt daraus M ⊂ MB für alle B ∈ M. Für alle
Y ∈M gilt also Y ∈MB , somit Y ∩B ∈M. Wir haben gezeigt

für alle Y,B ∈M gilt Y ∩B ∈M. (6.4)

(3) ∅ ∈ R ⊂M. Es folgtM ist eine Algebra:29

(i) ∅ ∈ M,

(ii) Aus (6.2) und (6.4) folgt:

A \B = A ∩ (Z \B) ∈M.

(Alg-iv) Z = Z \ ∅ ∈ M.

(iii) Aus (6.2) und (6.4) folgt für A,B ∈M:

A ∪B = Z \
((
Z \A

)
∩
(
Z \B

))
29Nummerierung im wesentlich wie in der Definition von „Algebra“, d. h. wie in Definition 3.6.
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(4) Seien Aj ∈M für j ∈ N, Yn = A1∪· · ·∪An ∈M, Y1 ⊂ Y2 ⊂ . . . ,
⋃
n∈NAn =

⋃
n∈N Yn ∈M.

Also ist M eine σ-Algebra. Da jede σ-Algebra, die R enthält, auch eine monotone Menge ist,
haben wir gezeigt, dassM die kleinste σ-Algebra ist, die R enthält.

Folgerung 6.8. A ⊗ B die kleinste monotone Teilmenge von P(X × Y ), die von {A × B | A ∈
A, B ∈ B} erzeugte Algebra enthält.

6.2 Produkt-Maße

Im folgenden Unterabschnitt seien (X,A, µ) und (Y,B, ν) zwei σ-endliche Maßräume.

Lemma 6.9. Sei f : X × Y → [0,∞] eine messbare Funktion, wobei X × Y die σ-Algebra A⊗B
trägt und [0,∞] die Borel-Algebra trägt. (Kurz: f : X × Y → [0,∞] ist eine messbare Funktion
(X × Y,A⊗ B)→ [0,∞].) Dann gilt

(i) Für alle x ∈ X ist f(x, · ) : Y → [0,∞] mit y 7−→ f(x, y) ist eine messbare Funktion

(Y,B)→ [0,∞].

(ii) Durch x 7−→
∫
Y
f(x, · ) dν wird eine messbare Funktion (X,A)→ [0,∞] definiert.

Natürlich gilt die analoge Aussage, wenn wir die Rolle von X und Y vertauschen.

Schreibweise dx für dµ, dy für dν.∫
Y

f(x, y) dy :=
∫
Y

f(x, · ) dν∫
X

f(x, y) dx :=
∫
X

f( · , y) dµ.

Di 28.1.

Beweis: Aus Bemerkung 6.4 folgt, dass f(x, · ) = f ◦ιx messbar ist, in anderen Worten wir haben
(i).

(1) Wir definierenM := {N ∈ A⊗ B | f := χN erfüllt (ii)}.
Wir wollen zeigen, dassM = A⊗ B.

1. Fall: ν(Y ) <∞. Für A ∈ A, B ∈ B gilt χA×B ∈M. Da das Integral linear ist, sind auch
disjunkte Vereinigungen von Produkten in M, das heißt M enthält auch alle Mengen der
Form

•⋃k
i=1Ai × Bi mit Ai ∈ A, Bi ∈ B; in der Menge M ist also auch die Algebra,30 die

von S := {A×B | A ∈ A, B ∈ B} erzeugt wird, als Teilmenge enthalten.

Wir zeigen nun, dassM monoton ist. Mit Folgerung 6.8 ergibt sich darausM = A⊗ B.

(a) Sei N1 ⊂ N2 ⊂ . . . mit Ni ∈ M für alle i ∈ N, und N =
⋃
i∈NNi. Dann ist (χNi)i∈N

30Man überlege sich: die von S erzeugte Algebra ist {
•⋃k

i=1Ai ×Bi | k ∈ N0, Ai ∈ A, Bi ∈ B}
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eine monoton wachsende Folge nicht-negativer Funktionen, messbar bezüglich A⊗ B.

χN = lim
i→∞

χNi ,

∀x ∈ X : χN (x, · ) = lim
i→∞

χNi(x, · ).

Diese Limites sind punktweise und wir wissen bereits, dass all diese Funktionen messbar
sind. ∫

Y

χN (x, · ) dν =
∫
Y

lim
i→∞

χNi(x, · ) dν

(∗)= lim
i→∞

∫
Y

χNi(x, · ) dν,

wobei bei (∗) der Satz 5.1 über monotone Konvergenz eingeht. Nun ist x 7−→
∫
Y
χNi(x, · ) dν

eine messbare Funktion (X,A)→ [0,∞], da Ni ∈M. Punktweise Grenzwerte von Fol-
gen messbarer Funktionen sind wieder messbar (Proposition 2.7 (6)). Somit ist auch
x 7−→

∫
Y
χN (x, · ) dν eine messbare Funktion. Also N ∈M.

(b) Ist N1 ⊃ N2 ⊃ . . . , Ni ∈ M für i ∈ N. Zeige nun N :=
⋂
i∈NNi ∈ M. Beweis nahezu

analog wie in (a) mit „monoton fallend“ statt „monoton wachsend“ bis auf den Schritt
(∗). Um (∗) zu begründen, bemerken wir zunächst 0 ≤ χNi(x, · ) ≤ 1, das heißt die
konstante Funktion 1 ist ein Majorante. Es gilt außerdem

∫
Y

1 dν = ν(Y ) < ∞. Wir
können die Gleichheit bei (∗) also mit dem Satz 5.6 von der majorisierten Konvergenz
begründen. Somit ist auch x 7−→

∫
Y
χN (x, · ) messbar.

Also haben wir gezeigt, dassM monoton ist, falls ν(Y ) <∞. Wie oben erklärt, folgt daraus
M = A⊗ B.
2. Fall: ν(Y ) = ∞. Wähle Y1 ⊂ Y2 ⊂ . . . , so dass ν(Yi) < ∞ und

⋃
Yi = Y . Für jedes

N ∈ A⊗ B definieren wir

Ni := N ∩ (X × Yi) ∈ A⊗ B,

Aus dem 1. Fall folgt Ni ∈M.

Völlig analog wie im 1. Fall Teil (a) zeigt man nun, dass N =
⋃
i∈NNi ∈M. AlsoM = A⊗B.

(2) Durch Linearkombinationen sehen wir, dass (ii) auch für nicht-negative reelle Treppenfunk-
tionen gilt.

(3) Um Lemma 6.9 für beliebig messbare Funktionen f : X × Y → [0,∞] zu zeigen, wählen wir
zunächst eine Folge von reellen Treppenfunktionen 0 ≤ ϕ1 ≤ ϕ2 ≤ . . . mit f = limj→∞ ϕj ,
die nach Proposition 2.9 existieren. Wir erhalten die Aussage aus (2) mit Hilfe des Satzes 5.1
über monotone Konvergenz.

Satz 6.10 (Cavalieris Prinzip).

(1) Es gibt auf X × Y genau ein Maß µ ⊗ ν : A ⊗ B → [0,∞], so dass für alle A ∈ A, B ∈ B
gilt:

(µ⊗ ν)(A×B) = µ(A) · ν(B). (6.5)
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Man nennt µ⊗ ν das Produktmaß.

(2) Für jede Menge Q ∈ A⊗ B gilt

(µ⊗ ν)(Q) (i)=
∫
X

( ∫
Y

χQ(x, y) dy
)

dx (ii)=
∫
Y

( ∫
X

χQ(x, y) dx
)

dy.

Beispiel 6.11.

Qx := {y ∈ Y | (x, y) ∈ Q}

Qy := {x ∈ X | (x, y) ∈ Q}

ν(Qx) =
∫
Y

χQ(x, · ) dν =
∫
Y

χQ(x, y) dy

µ(Qy) =
∫
X

χQ( · , y) dµ =
∫
X

χQ(x, y) dx

(µ⊗ ν)(Q) (ii)=
∫
Y

µ(Qy) dy (i)=
∫
X

ν(Qx) dx.

Beweis von Cavalieris Prinzip: Wir definieren für Qx wie oben in (i)

ρ : A⊗ B → [0,∞]

Q 7−→
∫
X

ν(Qx) dx =
∫
X

∫
Y

χQ(x, y) dy dx.

ρ ist ein Maß, denn

(a) ρ(∅) = 0.

(b) Sind Qi ∈ A⊗B, i ∈ N paarweise disjunkt, dann ist für alle x ∈ X und alle i ∈ N die Menge
(Q1)x in B, und die Familie ((Qi)x)i∈N ist paarweise disjunkt. Es folgt dann zunächst aus
der σ-Additivität von ν

ν
( ⋃
i∈N

(Qi)x
)

=
∞∑
i=1

ν((Qi)x). (6.6)

ρ
( ⋃
i∈N

Qi

) (def)=
∫
X

ν

(( ⋃
i∈N

Qi

)
x

)
dx

=
∫
X

ν
( ⋃
i∈N

(Qi)x
)

dx

(6.6)=
∫
X

∞∑
i=1

ν
(

(Qi)x
)

dx

(∗)=
∞∑
i=1

∫
X

ν(Qix) dx

=
∞∑
i=1

ρ(Qi),

wobei wir an der Stelle (∗) Korollar 5.3 benutzt haben; die Reihenglieder x 7−→ ν
(

(Qi)x
)

sind nicht-negative messbare Funktionen, deswegen konvergiert sie punktweise im Raum der
[0,∞]-wertigen Funktionen und der Limes ist wieder messbar und nicht-negativ; außerdem
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besagt das Korollar, dass Reihenbildung und Integral vertauschen.

Wir haben also gezeigt, dass ρ σ-additiv ist.

Also ist ρ ein Maß auf X × Y . Offensichtlich gilt für A ∈ A, B ∈ B,

ρ(A×B) =
∫
A

ν(B) dx = ν(B) · ν(A).

Also existiert ein Maß wie in (1) gefordert.

Eindeutigkeit: Schreibe S := {A×B | A ∈ A, B ∈ B}. Sei ϑ : A⊗B =M(S,X × Y )→ [0,∞] ein
Maß, das für alle A × B ∈ S mit dem oben konstruierten ρ übereinstimmt, d. h. es erfüllt (6.5)
mit ϑ an Stelle von µ⊗ ν.

Man überlegt sich leicht, dass

R :=
{ •⋃ k

i=1
(Ai ×Bi)

∣∣∣ k ∈ N, ∀i : Ai ∈ A ∧ Bi ∈ B
}

der von S erzeugte Ring ist.31 Auf Grund der Additivität von ϑ und ρ sehen wir, dass ϑ|R = ρ|R.

Die Eindeutigkeitsaussage im Satz 3.9 von Hahn impliziert dann ρ = ϑ.

Zu (2): (i) folgt direkt aus der Definition von ρ = µ⊗ ν.
(ii) folgt, indem wir die Rolle von X und Y vertauschen, zusammen mit der Eindeutigkeitsaussage
in (1).

Bemerkung 6.12. Sind (X,A, µ), (Y,B, ν), (Z, C, ρ) σ-endliche Maßräume.

(1)

X × Y T−→ Y ×X,

(x, y) 7−→ (y, x)

ist messbar. Für alle Q ∈ A⊗ B, µ⊗ ν(Q) = ν ⊗ µ(T (Q)).

(2) Auf X × Y × Z:

A⊗ (B ⊗ C) = (A⊗ B)⊗ C

µ⊗ (ν ⊗ ρ) = (µ⊗ ν)⊗ ρ.

(3) Für das Lebesgue-Borelsche Maß λBn auf Rn gilt

λBn ⊗ λBm = λBm+n

λBn = λB1 ⊗ · · · ⊗ λB1︸ ︷︷ ︸
n-mal

Für das Lebesguesche Maß gelten analoge Aussagen, wenn wir noch zusätzlich vervollstän-
31Man überprüfe die Axiome eines Ringes in Definition 3.6. Dieser Ring ist sogar eine Algebra, deswegen ist es

auch die von S erzeugte Algebra, siehe Beweis des vorangehenden Lemmas.
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digen. Zum Beispiel ist λm+n die Vervollständigung von λn ⊗ λm oder von λBn ⊗ λBm.

Beispiel 6.13. Sei f : X → [0,∞] messbar. Dann ist Qf := {(x, z) | 0 < z < f(x)} ⊂ X × [0,∞)
messbar. Denn:

(x, z) H−→ f(z)− z

X × [0,∞)→ R ∪ {∞}

messbar, H−1(R>0 ∪ {∞}) = Qf .
Es gilt:

(µ⊗ λ1)(Qf ) =
∫
X

λ1 (Qfx)︸ ︷︷ ︸
[0,f(x))

dx =
∫
X

f(x) dx =
∫
X

f dµ.

6.3 Der Satz von Fubini

Sei (X,A, µ) ein Maßraum mit Vervollständingung (X,A, µ). Gemäß unseren bisherigen Definitio-
nen beinhaltet die Integrierbarkeit einer Funktion f : X → R auch deren Messbarkeit als Funktion
(X,A)→ (R,BR). Manche Lehrbücher weichen hiervon leicht ab: sie fordern nur die Messbarkeit
als Funktion (X,A) → (R,BR). Letzteres hat den Vorteil, dass dann manche Aussagen für ei-
ne größere Klasse von Funktionen gelten. Der Unterschied zwischen den Integrierbarkeitsbegriffen
verschwindet natürlich, wenn wir einen vollständigen Maßraum (X,A, µ) haben. Allerdings ist hier
zu beachten: die Vollständigkeit von (X,A, µ) und (Y,B, ν) impliziert oft nicht die Vollständigkeit
von (X × Y,A⊗ B, µ⊗ ν).

Damit unsere Version des Satzes von Fubini möglichst allgemein gilt und unsere Notation dennoch
mit dem vorigen kompatibel bleibt, machen wir folgende Definition.

Definition 6.14. Sei (X,A, µ) ein Maßraum mit Vervollständingung (X,A, µ). Eine Funktion
f : X → R nennen wir L-integrierbar, wenn f als Funktion (X,A, µ) → (R,BR) messbar ist
und falls ∫

X

|f | dµ <∞.

Dann ist
∫
X
f dµ :=

∫
X
f dµ wohldefiniert.

Es gilt somit:
f ist L-integrierbar

⇐⇒ es gibt eine messbare Funktion f̃ : X → R mit

f̃ = f fast überall, und
∫
X

|f̃ | dµ <∞

⇐⇒ es gibt eine messbare Funktion f̃ : X → R mit

f̃ = f fast überall, und f̃ ∈ L 1(X,A, µ)

Ebenfalls äquivalent ist:

(i) es gibt eine messbare µ-NullmengeN , so dass die eingesch Funktion f̃ := fX\N eine messbare
Funktion auf (X \ N,A ∩ P(X \ N), µ) → (R,BR) ist, wobei wir vereinfachend µ für die
Einschränkung von µ auf A ∩ P(X \N) schreiben;
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(ii) und f̃ ∈ L 1(X \N,AX\N , µ).

Für die obigen Funktionen f̃ gilt jeweils
∫
X
f dµ =

∫
X
f̃ dµ. Ist f im bisherigen Sinne Lebesgue-

integrierbar, so ist es auch L-integrierbar.

Satz 6.15 (Satz von Fubini). Seien (X,A, µ) und (Y,B, ν) σ-endliche Maßräume und f : X×Y →
R sei L-integrierbar.

(i) Dann ist für fast alle y ∈ Y die Funktion f( · , y) L-integrierbar, und für fast alle x ∈ X ist
die Funktion f(x, · ) L-integrierbar.

(ii) Die fast überall definierte Funktionen Y → R mit y 7−→
∫
X
f(x, y) dx und X → R mit

x 7−→
∫
Y
f(x, y) dy sind L-integrierbar.

(iii) ∫
X×Y

f d(µ⊗ ν) =
∫
Y

(∫
X

f(x, y) dx
)

dy =
∫
X

∫
Y

f(x, y) dy dx.

Bemerkung 6.16. Ist obiges f eine messbare Funktion (X × Y,A⊗B)→ (R,BR), so wissen wir
auf Grund von Bemerkung 6.4 bereits, dass f(x, · ) = f ◦ ιx : Y → R und f( · , y) = f ◦ ιy : X → R
messbar sind. Der Satz von Fubini gilt also auch dann, wenn wir in der Voraussetzung und in (i)
L-integrierbar durch Lebesgue-integrierbar im Sinne von Definition 4.9 ersetzen. Bei (ii) haben
wir auch Lebesgue-integrierbarkeit, wenn wir den Definitionsbereich messbar wählen, was möglich
ist.

Beweis von Satz 6.15: Es reicht die Aussagen zu zeigen, bei denen wir zuerst über Y und dann
über X integrieren. Die anderen zeigt man analog, indem wir die Rollen von X und Y vertauschen.

1. Fall: f messbar und f ≥ 0. Wir definieren:

Qf := {(x, y, z) | f(x, y) > z ≥ 0} ⊂ X × Y × [0,∞)

6.13=⇒
∫
X×Y

f d(µ⊗ ν) = ((µ⊗ ν)⊗ λ1)(Qf ) = (µ⊗ (ν ⊗ λ1))(Qf )

Cav.=
∫
X

(ν ⊗ λ1)((Qf )x) dx∫
Y

f(x, · ) dν 6.13= (ν ⊗ λ1)((Qf )x)

mit
(Qf )x = {(y, z) ∈ Y × Z | (x, y, z) ∈ Qf} = Qf(x, · ) ⊂ Y × [0,∞).

Also ∫
X×Y

f d(µ⊗ ν) =
∫
X

∫
Y

f(x, y) dy dx.

Da f Lebesgue-integrierbar ist

∞ >

∫
X×Y

f d(µ⊗ ν) =
∫
X

∫
Y

f(x, y) dy dx

=⇒
∫
Y

f(x, · ) dy <∞ für fast alle x ∈ X.

f(x, · ) ist also Lebesgue-integrierbar für fast alle x ∈ X.
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2. Fall: Sei f : X × Y → R L-integrierbar,

f+ = max{f, 0}

f− = max{−f, 0}

f = f+ − f−

Aus der Integrierbarkeit erhalten wir32∫
X×Y

|f | d(µ⊗ ν) <∞,

und mit dem 1. Fall sehen wir für eine messbare Funktion f̃ die fast überall gleich f ist:

∞ >

∫
X×Y

|f | d(µ⊗ ν) =
∫
X×Y

|f̃ | d(µ⊗ ν) 1. Fall=
∫
Y

∫
X

|f̃(x, y)| dν dµ.

Bestimme eine (messbare) Nullmenge N1 ⊂ X, so dass für alle x ∈ X \N1 gilt:∫
Y

|f̃(x, · )| dν <∞.

Wir33 definieren die Nullmenge N := {(x, y) ∈ X × Y | f(x, y) 6= f̃(x, y)}. Mit dem Satz von
Cavalieri34 sehen wir, dass es eine Nullmenge N2 ⊂ X gibt, so dass für alle x ∈ X \N2 die Menge
Nx := {y ∈ Y | (x, y) ∈ N} eine Nullmenge ist. Also haben wir für jedes x ∈ X \ (N1 ∪ N2) die
Aussage f(x, · ) = f̃(x, · ) ν-fast überall, und somit ist f(x, · ) L-integrierbar.

Definiere N ′ := N ∪ (N1 × Y ) ∪ (N2 × Y ). Wir wenden den 1. Fall auf

f̃+(x, y) :=

f+(x, y) für (x, y) ∈ X × Y \ N ′

0 für (x, y) ∈ N ′

Zusammen genommen erhält man also:

f̃−(x, y) :=

f−(x, y) für (x, y) ∈ X × Y \ N ′

0 für (x, y) ∈ N ′

anwenden. Wir erhalten ∫
X×Y

f d(µ⊗ ν) =
∫
X

∫
Y

f(x, y) dy dx.

32Wir wissen nicht |f |, ob messbar, aber ist is fast überall gleich zu einer messbaren Funktion.
33Das folgende Argument wird evtl. später noch vereinfacht.
34Oder alternativ, in dem wir eine ähnliche Argumentation auf χN an Stelle von f anwenden. Wir erhalten dann∫

X
|χ̃N (x, · )| = 0 für x ∈ X \N2.
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7 Die Transformationsformel und Anwendungen

Wir versehen im folgenden Rn und offene Teilmengen U von Rn immer mit dem Lebesgue-Maß
und der Lebesgue-Algebra LRn bzw. LU . Funktion sind L-integrierbar, genau dann, wenn sie
Lebesgue-integrierbar sind. Wir sagen hierzu nun einfach integrierbar.

7.1 Die Transformationsformel

7.1.1 Motivation und Formulierung der Formel

Quellenangabe: ab jetzt gehen wir nicht mehr wie in [15] vor. Das zentrale Lemma 7.4 im Beweis der
Transformationsformel ist inspiriert von [3], aber ausführlicher und an unsere Vorkenntnisse angepasst. Der
Schritt von Lemma 7.4 zum Beweis der Transformationsformel erscheint mir hier effizienter durchgeführt
als in der Standardliteratur.

Erinnerung: Substitution in R.
Sei ϕ : [a, b]→ ϕ([a, b]) ⊂ R C1-differenzierbar, f stetig. Dann gilt

∫ b

a

(f ◦ ϕ)(t) · ϕ′(t) dt =
∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f(x) dx

ϕ(a)≤ϕ(b)⇐⇒
∫

[a,b]
(f ◦ ϕ) · ϕ′ dλ1 =

∫
[ϕ(a),ϕ(b)]

f dλ1,

ϕ(a)≥ϕ(b)⇐⇒
∫

[a,b]
(f ◦ ϕ) · ϕ′ dλ1 = −

∫
[ϕ(b),ϕ(a)]

f dλ1.

Ist ϕ : [a, b] → [c, d] ein Diffeomorphismus, oder allgemeiner gilt für alle t ∈ [a, b] entweder
ϕ′(t) ≥ 0 oder ϕ′(t) ≤ 0, dann bekommen wir∫

[a,b]
(f ◦ ϕ) · |ϕ′| dλ1 =

∫
ϕ([a,b])

f dλ1.

Merkregel:

x = ϕ(t)

dx = ϕ′(t) dt
dx
dt := ϕ′(t).

Die mehrdimensionale Version hiervon ist die Transformationsformel.

Satz 7.1 (Transformationsformel). Seien U, V ⊂ Rn offen, sei ϕ : U → V ein C1-Diffeomorphismus.

(1) Für messbare Funktionen f : V → [0,∞] gilt∫
V

f dλn =
∫
U

(f ◦ ϕ) · | det Jϕ| dλn (7.1)
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In anderen Worten: ∫
V

f(y) dy =
∫
U

(f ◦ ϕ)(x) · | det Jϕ(x)| dx. (7.2)

(2) Eine Funktion f : V → R ist genau dann integrierbar, wenn (f ◦ ϕ) · | det Jϕ| : U → R
integrierbar ist. In diesem Fall gilt ebenfalls (7.1) bzw. (7.2).

Notation: Jϕ = ϕ′ =


∂ϕ1
∂x1

. . . ∂ϕ1
∂xn

...
...

∂ϕn
∂x1

. . . ∂ϕn
∂xn

 Jacobi-Matrix von ϕ

Merkregel:

y = ϕ(x)
dy
dx := d(y1, . . . , yn)

d(x1, . . . , xn) := det Jϕ.

Ist A eine messbare Menge im Rn ist, so ergibt Satz 7.1 für f = χA als Spezialfall:

Satz 7.2 (Maßtransformation). Seien U, V ⊂ Rn offen, sei ϕ : U → V ein C1-Diffeomorphismus.
Für jede messbare Menge A ⊂ U gilt35

λn(ϕ(A)) =
∫
A

|det Jϕ| dλn.

Spezialfall:

ϕ : Rn → Rn affine Transformation, ϕ(x) = Mx+ y mit M ∈ Rn×n invertierbar.

λn(ϕ(A)) = |det(M)| · λn(A).

Dies ist im wesentlichen die bereits bewiesene Aussage von Satz 3.21.

7.1.2 Der in der Vorlesung präsentierte Beweis

Wir stellen nun den in der Vorlesung präsentierten Beweis dar. Wie in der Vorlesung erklärt, folgt
hieraus die Transformationsformel unter der zusaätzlichen Annahme ϕ ∈ C2.

Beweis von Satz 7.2 =⇒ Satz 7.1 ϕ ∈ C2: Wir zeigen: gilt Satz 7.2, dann folgt hieraus Satz 7.1
mit der zusätzlichen Annahme ϕ ∈ C2.

Unter den Voraussetzungen von Satz 7.1 (1) definieren wir g := (f ◦ ϕ) · |det Jϕ| : U → [0,∞].
Der Satz 6.10 von Cavalieri bzw. Beispiel 6.13 impliziert36∫

V

f dλn = λn+1(Qf ),

35Dies bedeutet: für alle A ∈ LU gilt
36Streng genommen haben wir in Beispiel 6.13 in der Vorlesung wurden zunächst nur Funktionswerte in [0,∞)

zugelassen. Wir haben dies nachträglich angepasst! Außerdem ist es praktischer (0,∞] statt [0,∞) als Werte zu
betrachten, was ebenfalls keinen wesentlichen Unterschied macht.
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∫
U

g dλn = λn+1(Qg),

wobei Qf := {(x, y) ∈ V × (0,∞) | f(x) > y} und Qg := {(x, y) ∈ U × (0,∞) | g(x) > y}.
Nun definiert (x, y) 7−→ Φ(x, y) := (ϕ(x), y/|det Jϕ|) eine biljektive Abbildung Φ : Qg → Qf . Ist
ϕ ∈ C`, so ist Φ ∈ C`−1. Es gilt

|det JΦ| =

∣∣∣∣∣det
(
Jϕ 0
∗ 1/|det Jϕ|

)∣∣∣∣∣ = |det Jϕ|/|det Jϕ| = 1,

wobei ∗ einen für die Diskussion nicht weiter relevanten Zeilen-Vektor in R1×n bezeichnet. Wenn
wir nun Satz 7.2 auf n+ 1 statt n, Qg statt U , Qf statt V und Φ statt ϕ anwenden, so erhalten
wir

λn+1(Qf ) =
∫
Qg

1 dλn+1 = λn+1(Qg).

Dies impliziert Satz 7.1 (1).

Gilt Satz 7.1 (1) so folgt hieraus Satz 7.1 (2) mit der zusätzlichen Voraussetzung ϕ ∈ C2 wie folgt.
Zu einer messbaren Funktion f : V → R definieren wir g := (f ◦ϕ) · | det Jϕ| : U → R ∈ C1. Nach
(1) gilt ∫

V

|f | dλn =
∫
U

|g| dλn

und daraus folgt, dass f genau dann integrierbar ist, wenn g integrierbar ist. Indem wir Satz 7.1
(1) mit der Zusatz-Voraussetzung auf g± = (f± ◦ ϕ) · | det Jϕ| anwenden, erhalten wir (2).

Bemerkung 7.3. Wir haben sogar bewiesen, dass jede Aussage die nachfolgende impliziert:

(a) Satz 7.1 für nicht-negative messbare numerische Funktionen, d. h. Satz 7.1 (1).

(b) Satz 7.1 beide Aussagen

(c) Satz 7.2

(d) Sind U und V offen in Rn, n ∈ N und ist ϕ : U → V ein C1-Diffeomorphismen mit
|det Jϕ| ≡ 1, dann gilt für alle messbaren A ⊂ U :

λn(ϕ(A)) = λn(A).

(e) Satz 7.1 für nicht-negative messbare numerische Funktionen und für ϕ ∈ C2, d. h. Satz 7.1
(1) für ϕ ∈ C2.

(f) Satz 7.1 beide Aussagen, aber mit ϕ ∈ C2

Lemma 7.4. Seien U, V, ϕ wie oben. Dann gilt für achsenparallele beschränkte Quader Q mit
rationalen Eckpunkten und mit Q ⊂ U :

λn(ϕ(Q)) ≤ λn(Q).
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Beweis: Auf Rn wählen wir im folgenden die Norm ‖ · ‖∞. Auf Rn×n wählen wir die Norm

∥∥(aij)i,j∈{1,...,n}
∥∥ := n ·max

{
|aij |

∣∣∣ i, j ∈ {1, . . . , n}} ∀(aij)i,j∈{1,...,n} ∈ Rn×n.

Dann haben wir
‖Ax‖∞ ≤ ‖A‖ · ‖x‖∞ ∀x ∈ Rn ∀A ∈ Rn×n.

Da die Seitenflächen eines Quaders Nullmengen sind, können wir ohne Beschränkung der Allge-
meinheit annehmen, dass

Q = [a1, b1]× [a2, b2]× · · · × [an, bn],

wobei ai, bi ∈ 1
kZ mit ai ≤ bi, k ∈ N. Zu einem gegebenen und zunächst fixierten ε > 0 definieren

wir für jedes x0 ∈ Q:

Ux0 :=
{
x̃ ∈ Q

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥(Jϕ(x0)

)−1(
Jϕ(x̃)

)
− 1n

∥∥∥∥ < ε

}
.

Da ϕ stetig differenzierbar ist, ist dies ist eine offene Umgebung von x0 in Q, d. h. (Ux0)x0∈Q ist
eine offene Überdeckung von Q. Auf Grund von Analysis II, Kapitel 8, Proposition 6.17 gibt es zu
dieser Überdeckung eine Lebesguesche Zahl, d. h. ein δ > 0, so dass es für jedes x ∈ Q ein x0 ∈ Q
gibt mit

B
Q,‖ · ‖∞
δ (x) ⊂ Ux0 .

Wähle jeweils solch ein x0 und definiereMx := Jϕ(x0). Man beachte, dass BQ,‖ · ‖∞δ (x) ein Würfel
mit Zentrum x von Seitenlänge 2δ ist.

Wir wählen ein ` ∈ kN mit 1/(2`) < δ. Dann ist Q die Vereinigung von endlich vielen abgeschlos-
senen Würfeln der Form

Q̂x := B1/(2`)(x), x =
(
c1 + (1/2)

`
, . . . ,

cn + (1/2)
`

)
, ci ∈ Z.

Sei I die Menge37 aller dieser Würfelzentren x. Da die zugehörigen offenen Würfel
(
B1/(2`)(x)

)
x∈I

paarweise disjunkt sind, haben wir λn(Q) =
∑
x∈I λn(Q̂x).

Für jedes x ∈ I und x̃ ∈ Q̂x gilt ∥∥∥∥(Mx

)−1(
Jϕ(x̃)

)
− 1n

∥∥∥∥ < ε.

Für festes x ∈ I definieren wir den C1-Diffeomorphismus ψ : U → ψ(U) =
(
Mx

)−1(
V − ϕ(x)

)
,

ψ(x̃) :=
(
Mx

)−1
(ϕ(x̃) − ϕ(x)). Auf Grund der affin-linearen Maßtransformationsformel, d. h.

Satz 3.21, gilt38

λn(ϕ(Q̂x)) = |det(Mx)| · λn
((

Mx

)−1
(ϕ(Q̂x)− ϕ(x))

)
= |det(Mx)| · λn(ψ(Q̂x)).

37Diese Menge ist also endlich, genauer #M = (b1 − a1) · · · (bn − an) · `n

38Notation:
(
Mx

)−1(
V − ϕ(x)

)
:= {
(
Mx

)−1
(y − ϕ(x)) | y ∈ V }
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Für jedes x ∈ I und x̃ ∈ Q̂x gilt Jψ(x̃) = (Mx)−1
Jϕ(x̃) und somit

‖Jψ(x̃)− 1n‖ < ε.

Es gilt ψ(Q̂x) ⊂ B((1+ε)/(2`)(0), denn für x̃ ∈ Qx gilt

‖ψ(x̃)‖∞ = ‖ψ(x̃)− ψ(x)︸︷︷︸= 0‖∞

=
∥∥∥∥∫ 1

0

d

dt
ψ(tx̃+ (1− t)x) dt

∥∥∥∥
∞

≤
∫ 1

0
‖(Jψ(tx̃+ (1− t)x)− 1n + 1n) · (x̃− x)‖∞ dt

≤
∫ 1

0

‖Jψ(tx̃+ (1− t)x)− 1‖︸ ︷︷ ︸
<ε

· ‖x̃− x‖∞ + ‖x̃− x‖∞

 dt

≤ (1 + ε) ‖x̃− x‖∞ .

Hieraus folgt

λn(ψ(Q̂x)) ≤ λn
(
B((1+ε)/(2`)(0)

)
=
(

1 + ε

`

)n
= (1 + ε)nλn(Q̂x).

Durch Kombination der bewiesenen Ungleichungen erhalten wir

λn(ϕ(Q)) ≤
∑
x∈I
·(1 + ε)n · λn(Q̂x)

=
∫
Q

(∑
x∈I

(1 + ε)n · χ
Q̂x

)
dλn

= (1 + ε)n · λn(Q).

Die Konstruktion von I und Q̂x hängt von dem gewählten ` ab und dies wiederum von ε ab.

Im Limes ε→ 0 folgt dann das Lemma.39

Jede offene Teilmenge W von U ist die abzählbare disjunkte Vereinigung von Quadern, die die
Voraussetzungen des Lemmas erfüllen. Deswegen folgt:

Korollar 7.5. Seien U, V, ϕ wie oben, |det Jϕ| ≡ 1. Für alle W ⊂◦ U gilt:

λn(ϕ(W )) ≤ λn(W ).

Da auch ϕ−1 : V → U ein C1-Diffeomorphismus ist, so gilt wegen

∣∣det J(ϕ−1)(y)
∣∣ =

∣∣∣∣det
(
Jϕ
(
ϕ−1(y)

))−1
∣∣∣∣ ≡ 1

39Man beachte: im Beweis haben wir – um die Formulierungen einfacher zu halten – die bereits bekannte Tatsache
benutzt, dass die Seitenhyperflächen der Würfel Q̂x (also z.B, die Menge {c1/`} × [c2/`, (c2 + 1)/`] × · · · ×
[cn/`, (cn + 1)/`]) Nullmengen sind. Wir haben nicht die bisher noch unbewiesene Aussage verwendet, dass
Seitenhyperflächen der ϕ(Q̂x) Nullmengen sind. Letzteres folgt als Korollar aus der Transformationsformel,
siehe kurz danach.
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auch λn(ϕ−1(ϕ(W ))) ≤ λn(ϕ(W )). Also haben wir:

Korollar 7.6. Seien U, V, ϕ wie oben und es gelte |det Jϕ| ≡ 1. Für alle W ⊂◦ U gilt:

λn(ϕ(W )) = λn(W ).

Di 4.2.

Beweis von Sätzen 7.1 und 7.2: Der Beweis ist nach all den Vorarbeiten nun fast offensichtlich.
Wir weisen (d) in Bemerkung 7.3 nach.

Die von den offenen Mengen erzeugte σ-Algebra ist die Borel-Algebra. Man prüft leicht, dass
ϕ∗λBn : W 7−→ λBn (ϕ(W )) ein Maß auf BU definiert, das auf den offenen Teilmengen von U mit
λBn übereinstimmt. Nach dem Satz 3.9 von Hahn gilt also ϕ∗λBn = λBn .

Deswegen bilden ϕ und ϕ−1 Nullmengen auf Nullmengen ab, also Lebesgue-messbare Mengen auf
Lebesgue-messbare Mengen. Wir bekommen hieraus (d) in Bemerkung 7.3.

7.1.3 Ein anderer Beweis, der die Sätze 7.1 und 7.2 in voller Allgemeinheit ergibt

Dieser Abschnitt ist nicht Teil der Vorlesung und in Methoden und Resultaten sehr
ähnlich zu dem vorangehenden Abschnitt, der Teil der Vorlesung ist.40

Lemma 7.7. Seien U, V ⊂◦ Rn und ϕ : U → V ein C1-Diffeomorphismus. Dann gilt für achsen-
parallele beschränkte Quader Q mit rationalen Eckpunkten und mit Q ⊂ U :

λn(ϕ(Q)) ≤
∫
Q

|det Jϕ| dλn.

Beweis: Auf Rn wählen wir im folgenden die Norm ‖ · ‖∞. Auf Rn×n wählen wir die Norm

∥∥(aij)i,j∈{1,...,n}
∥∥ := n ·max

{
|aij |

∣∣∣ i, j ∈ {1, . . . , n}} ∀(aij)i,j∈{1,...,n} ∈ Rn×n.

Dann haben wir
‖Ax‖∞ ≤ ‖A‖ · ‖x‖∞ ∀x ∈ Rn ∀A ∈ Rn×n.

Da die Seitenflächen eines Quaders Nullmengen sind, können wir ohne Beschränkung der Allge-
meinheit annehmen, dass

Q = [a1, b1]× [a2, b2]× · · · × [an, bn],

wobei ai, bi ∈ 1
kZ mit ai ≤ bi, k ∈ N. Zu einem gegebenen und zunächst fixierten ε > 0 definieren

wir für jedes x0 ∈ Q:

Ux0 :=
{
x̃ ∈ Q

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥(Jϕ(x0)

)−1(
Jϕ(x̃)

)
− 1n

∥∥∥∥ < ε

}
.

Da ϕ stetig differenzierbar ist, ist dies ist eine offene Umgebung von x0 in Q, d. h. (Ux0)x0∈Q ist
eine offene Überdeckung von Q. Auf Grund von Analysis II, Kapitel 8, Proposition 6.17 gibt es zu
40Kleine Details müssen noch poliert werden, noch keine endgültige Version!
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dieser Überdeckung eine Lebesguesche Zahl, d. h. ein δ > 0, so dass es für jedes x ∈ Q ein x0 ∈ Q
gibt mit

B
Q,‖ · ‖∞
δ (x) ⊂ Ux0 .

Wähle jeweils solch ein x0 und definiereMx := Jϕ(x0). Man beachte, dass BQ,‖ · ‖∞δ (x) ein Würfel
mit Zentrum x von Seitenlänge 2δ ist.

Wir wählen ein ` ∈ kN mit 1/(2`) < δ. Dann ist Q die Vereinigung von endlich vielen abgeschlos-
senen Würfeln der Form

Q̂x := B1/(2`)(x), x =
(
c1 + (1/2)

`
, . . . ,

cn + (1/2)
`

)
, ci ∈ Z.

Sei I die Menge41 aller dieser Würfelzentren x. Da die zugehörigen offenen Würfel
(
B1/(2`)(x)

)
x∈I

paarweise disjunkt sind, haben wir λn(Q) =
∑
x∈I λn(Q̂x).

Für jedes x ∈ I und x̃ ∈ Q̂x gilt ∥∥∥∥(Mx

)−1(
Jϕ(x̃)

)
− 1n

∥∥∥∥ < ε.

Für festes x ∈ I definieren wir den C1-Diffeomorphismus ψ : U → ψ(U) =
(
Mx

)−1(
V − ϕ(x)

)
,

ψ(x̃) :=
(
Mx

)−1
(ϕ(x̃) − ϕ(x)). Auf Grund der affin-linearen Maßtransformationsformel, d. h.

Satz 3.21, gilt42

λn(ϕ(Q̂x)) = |det(Mx)| · λn
((

Mx

)−1
(ϕ(Q̂x)− ϕ(x))

)
= |det(Mx)| · λn(ψ(Q̂x)).

Für jedes x ∈ I und x̃ ∈ Q̂x gilt Jψ(x̃) = (Mx)−1
Jϕ(x̃) und somit

‖Jψ(x̃)− 1n‖ < ε.

Es gilt ψ(Q̂x) ⊂ B((1+ε)/(2`)(0), denn für x̃ ∈ Qx gilt

‖ψ(x̃)‖∞ = ‖ψ(x̃)− ψ(x)︸︷︷︸= 0‖∞

=
∥∥∥∥∫ 1

0

d

dt
ψ(tx̃+ (1− t)x) dt

∥∥∥∥
∞

≤
∫ 1

0
‖(Jψ(tx̃+ (1− t)x)− 1n + 1n) · (x̃− x)‖∞ dt

≤
∫ 1

0

‖Jψ(tx̃+ (1− t)x)− 1‖︸ ︷︷ ︸
<ε

· ‖x̃− x‖∞ + ‖x̃− x‖∞

 dt

≤ (1 + ε) ‖x̃− x‖∞ .

Hieraus folgt

λn(ψ(Q̂x)) ≤ λn
(
B((1+ε)/(2`)(0)

)
=
(

1 + ε

`

)n
= (1 + ε)nλn(Q̂x).

41Diese Menge ist also endlich, genauer #M = (b1 − a1) · · · (bn − an) · `n

42Notation:
(
Mx

)−1(
V − ϕ(x)

)
:= {
(
Mx

)−1
(y − ϕ(x)) | y ∈ V }

WS 2019/20 Seite 159



II Maß- und Integrationstheorie

Durch Kombination der bewiesenen Ungleichungen erhalten wir

λn(ϕ(Q)) ≤
∑
x∈I
|det(Mx)| · (1 + ε)n · λn(Q̂x)

= (1 + ε)n ·
∫
Q

(∑
x∈I
|det(Mx)|χ

Q̂x

)
dλn.

Die Konstruktion von I und Q̂x hängt von dem gewählten ` ab. Im Grenzwert ` konvergiert der
Integrand fast überall gegen x 7−→ | det Jϕ(x)|. Mit dem Satz über majorisierte Konvergenz sieht
man leicht, dass die rechte Seite im Limes `→∞ gegen

(1 + ε)n
∫
Q

|det Jϕ| dλn

konvergiert.

Im Limes ε→ 0 folgt dann das Lemma.43

Lemma 7.8. Seien U, V ⊂◦ Rn und ϕ : U → V ein C1-Diffeomorphismus. Für alle W ⊂◦ V gilt

λn(W ) ≤
∫
ϕ−1(W )

|det Jϕ| dλn.

Beweis: Da W offen in V ist, ist ϕ−1(W ) offen in U . Jede offene Teilmenge U ist die abzählbare
disjunkte Vereinigung von Quadern, die die Voraussetzungen des vorigen Lemmas 7.7 erfüllen. Die
zu beweisende Aussage folgt dann durch Summation.

Proposition 7.9. Sei (X,A, µ) ein Maßraum und f, g : X → [0,∞] messbare Funktionen. Dann
gilt: ∫

X

fg dµ =
∫

(0,∞)

∫
f−1
(

(y,∞]
) g dµ dy.

Beweis: Wir definieren
Qf := {(x, y) ∈ X × (0,∞) | f(x) > y}.

Aus der offensichtlichen Identität

f(x) =
∫ f(x)

0
1 dy =

∫
(0,∞)

χQf (x, y) dy

erhalten wir ∫
X

fg dµ =
∫
X

(∫
(0,∞)

χQf (x, y)g(x) dy
)

dx

(∗)=
∫
X×(0,∞)

χQf (x, y)g(x) d(x, y)

43Man beachte: im Beweis haben wir – um die Formulierungen einfacher zu halten – die bereits bekannte Tatsache
benutzt, dass die Seitenhyperflächen der Würfel Q̂x (also z.B, die Menge {c1/`} × [c2/`, (c2 + 1)/`] × · · · ×
[cn/`, (cn + 1)/`]) Nullmengen sind. Wir haben nicht die bisher noch unbewiesene Aussage verwendet, dass
Seitenhyperflächen der ϕ(Q̂x) Nullmengen sind. Letzteres folgt als Korollar aus der Transformationsformel,
siehe kurz danach.
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(∗)=
∫

(0,∞)

∫
f−1((y,∞])

g dµ dy,

wobei wir an den Stellen (∗) die offensichtliche Modifikation des Satzes von Fubini für nicht-
negative Funktionen (d.h. den 1. Fall im Beweis von Satz 6.15) nutzen.

Lemma 7.10. Seien U, V ⊂◦ Rn und ϕ : U → V ein C1-Diffeomorphismus. Für nicht-negative
stetige Funktionen f : V → [0,∞] gilt∫

V

f dλn ≤
∫
U

(f ◦ ϕ) · | det Jϕ| dλn.

Beweis: ∫
V

f dλn
(+)=

∫ ∞
0

λn

(
f−1((y,∞]

))
dy

Lem. 7.8
≤

∫ ∞
0

∫
ϕ−1

(
f−1
(

(y,∞]
)) |det Jϕ| dλn

 dy

=
∫ ∞

0

(∫
(f◦ϕ)−1

(
(y,∞]

) |det Jϕ| dλn

)
dy

(∗)=
∫
U

(f ◦ ϕ)|det Jϕ| dλn,

wobei wir Proposition 7.9 an der Stelle (+) für g :≡ 1, X := V und an der Stelle (∗) für
g := |det Jϕ|, X := U , f ◦ ϕ statt f genutzt haben.

Korollar 7.11. Seien U, V ⊂◦ Rn und ϕ : U → V ein C1-Diffeomorphismus. Für nicht-negative
stetige Funktionen f : V → [0,∞] gilt∫

V

f dλn =
∫
U

(f ◦ ϕ) · | det Jϕ| dλn.

Beweis: „≤“ ist bereits gezeigt. Um „≥“ zu erhalten, wenden wir das vorangehende Korollar auf
ϕ̃ := ϕ−1 : Ũ := V → Ṽ := U und f̃ := (f ◦ ϕ) · | det Jϕ| an. Wir haben

det Jϕ̃(y) = det
(
Jϕ
(
ϕ̃(y)

))−1
=
(

det Jϕ
(
ϕ̃(y)

))−1

und somit
(f̃ ◦ ϕ̃) · | det Jϕ̃| = f ·

(
|det Jϕ| ◦ ϕ̃

)
·
(
|det Jϕ| ◦ ϕ̃

)−1
= f.

Wir erhalten „≥“.

Beweis von Sätzen 7.1 und 7.2: Der Beweis ist nach all den Vorarbeiten nun nicht mehr
aufwändig.
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Die von den offenen Mengen erzeugte σ-Algebra ist die Borel-Algebra. Man prüft leicht, dass

ϕ∗λ
B
n : W 7−→

∫
ϕ−1(W )

|det Jϕ| dλBn

ein Maß auf BV definiert.

Ist W eine offene Teilmenge von V , so gilt ϕ∗λBn (W ) = λBn (W ): Um dies zu zeigen, wenden wir
vorangehende Korollar auf Ũ := ϕ−1(W ), Ṽ := W , f :≡ 1 und ϕ̃ := ϕ|Ũ an.

Nach der Eindeutigkeitsaussage im Satz 3.9 von Hahn gilt also ϕ∗λBn = λBn . In anderen Worten:
Lemma 7.8 gilt mit „=“ statt „≤“ und für alle W ∈ LV . Mit W := ϕ(A) sieht man wiederum,
dass dies genau die Aussage von Satz 7.2 ist.

Man kann nun den Beweis von Lemma 7.10 nahezu wörtlich übernehmen, die Stetigkeit von f

durch die Messbarkeit ersetzen und wir bekommen dann überall in diesem Beweis „=“ statt „≤“.
Somit ist dann die Transformationsformel Satz 7.1 gezeigt.

7.1.4 Mehr zu Nullmengen

Korollar 7.12. Sei N eine Nullmenge, U ⊂ Rn offen mit N ⊂ U und f : U → Rn C1, so dass
det Jf nirgends verschwindet, dann ist f(N ) ebenfalls eine Nullmenge.

Denn: solche Abbildungen sind lokal ein C1-Diffeomorphismus.

Bemerkung 7.13.

(1) Es gilt sogar die folgende etwas stärkere Aussage: Ist N eine Nullmenge in Rn und ist
f : N → Rn eine (lokal) Lipschitz-stetige Abbildung, dann ist auch f(N ) eine Nullmenge.
Der Beweis ohne „lokal“ ist in [15, IV, § 3, (3.2) Satz] zu finden, die Verallgemeinerung auf
„lokal Lipschitz-stetig“ dann offensichtlich. Siehe hierzu auch Anhang B.2.

(2) Man kann hier „Lipschitz-stetig“ nicht durch „stetig“ ersetzen, denn es gibt eine surjektive
stetige Abbildung ϕ : [0, 1] → [0, 1]n und wenn wir diese Abbildung nach der Projektion
[0, 1]n → [0, 1] auf die erste Komponente ausführen, so erhalten wir für n > 1 eine Abbildung
[0, 1]n → [0, 1]n, die die Nullmenge [0, 1]× {0} auf die Menge [0, 1]n mit Maß 1 abbildet.

Beispiel 7.14. (Anwendungen der Transformationsformel und des obigen Korollars)

(1) Ist U ⊂ Rk offen, f : U → Rn−k eine C1 Abbildung, n > k. Dann ist auch Graph(f) =
{(x, f(x)) ∈ Rn | x ∈ U} eine Nullmenge. Definiere F : U × Rn−k → Rk × Rn−k, F (x, y) :=
(x, f(x)) ∈ Rn, F ∈ C1 und det JF 6= 0. Somit ist Graph(f) = F (U × {0}) eine Nullmenge,
denn U × {0} ist eine Nullmenge in Rn.

(2) IstM ⊂ Rn eine Untermannigfaltigkeit der Dimension k < nmit Regularität C`, ` ≥ 1, dann
ist M lokal ein Graph einer C`-Funktion f : U → Rn−k, U offen in Rk (nach Permutation
der Koordinaten). Also ist auch M eine Nullmenge.

Den ersten Teil des Beispiel kann man übrigens leicht verallgemeinern:
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Lemma 7.15. Sei U ⊂ Rk Lebesgue-messbar, und ist f : (U,LU )→ (Rm,BRm) messbar, m ≥ 1.
Dann ist graph(f) ⊂ Rk+m eine Nullmenge.

Beweis: O.B. d.A. sei U = Rk, sonst setze f durch 0 auf Rk fort. Man überlegt sich leicht, dass
(x, y) ∈ Rk×Rm 7−→ f(x)−y messbar im Sinne von Abbildungen F : (Rk+m,LRk+m)→ (Rm,BRm)
ist. Somit ist graph(f) = F−1({0}) ∈ LRk+m . Der Satz 6.10 von Cavalieri besagt, dass

λk+m(graph(f)) =
∫
Rk
λm({f(x)})︸ ︷︷ ︸

=0

dx = 0 .

7.2 Integration in krummlinigen Koordinaten

7.2.1 Polarkoordinaten der Ebene

P : [0,∞)× [0, 2π] −→ R2 = C mit (r, ϕ) 7−→ reiϕ = (x, y)T .
P̃ := P |(0,∞)×(0,2π) ist ein C1-Diffeomorphismus auf sein Bild.

[0,∞)× [0, 2π] \ (0,∞)× (0, 2π) = [0,∞)× {0, 2π}

Nullmenge in R2.

R2 \ Bild(P̃ ) = R≥0 × {0} ⊂ R2

Nullmenge in R2.

Sei f : R2 → R

(1) integrierbar oder

(2) f ≥ 0, numerisch und messbar.

Dann ∫
R2
f dλ2 =

∫
Bild(P̃ )

f dλ2

=
∫

(0,∞)×(0,2π)
(f ◦ P̃ )|det JP̃ | dλ2 (Trafo)

=
∫ ∞

0

∫ 2π

0
(f ◦ P̃ )(r, ϕ) · r dϕ dr

JP (r, ϕ) =
(

cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)
=⇒ det JP = r.

Beispiel 7.16 (Integration der Gaußschen Glockenfunktion). Sei α > 0. Die Funktion

f : R→ R, f(x) := e−αx
2

ist in der Stochastik und in der Fehlerrechnung so wichtig, dass sie sogar auf dem letzten 10-DM-
Schein abgedruckt wurde, siehe Abbildung 7.1. Man nennt sie die Gaußsche Glockenkurve.
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Abbildung 7.1: Die Gaußsche Glockenkurve wurde sogar auf den letzten 10-DM-Schein gedruckt.
Quelle der Bilder Wikipedia und Didaktik der Mathematik an der Univ. Würzburg

Da f stetig und nicht-negativ ist, gilt:∫
R
f dλ1 <∞ ⇐⇒ f Lebesgue-integrierbar

⇐⇒ f uneigentlich Riemann-integrierbar

Wir rechnen mit dem Satz von Fubini und dann in Polarkoordinaten(∫
R
e−αx

2
dx
)2

=
(∫

R
e−αx

2
dx
)(∫

R
e−αy

2
dy
)

Fub.=
∫
R2
e−α(x2+y2) dx dy

Trafo=
∫ ∞

0

∫ 2π

0
e−αr

2
r dϕ dr

Subs.= 2π
∫ ∞

0
e−s

1
2α ds

= π

α

Hierbei haben wir s = αr2 substituiert. Wir argumentieren in obiger Gleichungskette wie folgt von
unten nach oben: Das Integral der zweitletzten Zeile konvergiert im uneigentlichen Riemannschen
Sinne44. Wir können also substituieren und erhalten die drittletzte Zeile unter Verwendung von∫ 2π

0 1 dϕ = 2π. Hierbei ist das Integral von 0 bis ∞ zunächst im uneigentlichen Riemannschen
Sinn zu verstehen, aber da der Integrand nicht-negativ ist, folgt dann aus dem Satz über monotone
Konvergenz, dass es auch im Lebesgueschen Sinn in existiert und gleich π/α ist. Wir wenden in der
Umformung von der zweiten zur dritten Zeile die Transformationsformel im Sinne von Satz 7.1 (1)

44Da der Integrand nicht-negativ ist, folgt dann aus dem Satz über monotone Konvergenz, dass es auch im Lebes-
gueschen Sinn existiert, aber dies ist für unsere Argumentation nicht wichtig.
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an, was erlaubt ist, da (x, y) 7−→ e−α(x2+y2) stetig und somit messbar ist. Aufgrund des bereits
Bewiesenen folgt dann auch e−α(x2+y2) ∈ L 1(R2, λ2). Mit Hilfe des Satzes 6.15 von Fubini 45

kommen wir beim Beginn der Gleichungskette an.

Wir erhalten ∫
R
f dλ1 =

√
π

α
.

7.2.2 Kugelkoordinaten

K : (r, ϕ, ϑ)T 7−→ r(sinϑ cosϕ, sinϑ sinϕ, cosϑ)T

Q := [0,∞]× [0, 2π]× [0, π] −→ R3.

K ist ein C1-Diffeomorphismus von
◦
Q nach K(

◦
Q), R3 \K(

◦
Q) Nullmenge, Q \

◦
Q Nullmenge.

JK =

sinϑ cosϕ −r sinϑ sinϕ r cosϑ cosϕ
sinϑ sinϕ r sinϑ cosϕ r cosϑ sinϕ

cosϑ 0 −r sinϑ


Es gilt also det JK = −r2 sinϑ. f : R3 → R integrierbar und es gilt:∫

R3
f(x, y, z) dx dy dz =

∫ ∞
0

∫ 2π

0

∫ π

0
(f ◦K)(r, ϕ, ϑ) · r2 sinϑ dϑ dϕ dr.

Beispiel 7.17 (Volumen des Einheitsballs in R3).

λ3

(
BR3

1 (0)
)

=
∫ 1

0

∫ 2π

0

∫ π

0
1 · r2 sinϑ dϑ dϕ dr

=
∫ 1

0
r2 dr︸ ︷︷ ︸

= 1
3

∫ 2π

0
1 dϕ︸ ︷︷ ︸

=2π

∫ π

0
sinϑ dϑ︸ ︷︷ ︸
=2

= 4π
3

7.2.3 Zylinderkoordinaten

Z : R× [0,∞)× [0, 2π] −→ R3

(x, r, ϕ) 7−→ (x, r cosϕ, r sinϕ)

ist C1 im Inneren des Definitionsbereichs.

det JZ = det

1 0 0
0 cosϕ −r sinϕ
0 sinϕ r cosϕ

 = r.

45Alternativ könnte man auch die offensichtliche Modifikation des Satzes von Fubini für nicht-negative Funktionen
(d.h. der 1. Fall im Beweis von Satz 6.15 von Fubini hier nutzen.
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Solche Koordinaten nennt man Zylinderkoordinaten.

Beispiel 7.18 (Volumina von Rotationskörpern um die x-Achse). Sei f : [a, b]→ R≥0 eine mess-
bare Funktion,

Mf :=
{

(x, y, z) ∈ R3
∣∣∣ x ∈ [a, b], y2 + z2 ≤ f(x)2

}
,

Das Volumen von Mf ist

λ3(Mf ) =
∫
R3
χMf

dλ3.

χMf
◦ Z(x, r, ϕ) =

1, falls r ≤ f(x) und x ∈ [a, b]

0, sonst

Nach Trafo-Formel gilt:

vol(Mf ) = λ3(Mf )

=
∫
R3
χMf

dλ3

=
∫ b

a

∫ ∞
0

∫ 2π

0
(χMf

◦ Z)(x, r, ϕ) ·
∣∣det JZ(x, r, ϕ)

∣∣︸ ︷︷ ︸
=r

dϕ dr dx

= 2π
∫ b

a

∫ f(x)

0
r dr dx

= 2π
∫ b

a

1
2(f(x))2 dx

= π

∫ b

a

f(x)2 dx.

Beispiel 7.19. Sei nun f : [0, b] → R streng monoton wachsend, b < ∞, f(0) = 0, Af :=
{(x, y, z) ∈ R3 | f(

√
x2 + z2) ≤ y ≤ f(b)}.

Ziel: λ3(Af ) =?.
Erster denkbarer Lösungsweg:46 Bestimme die Umkehrfunktion. Gehe dann wie in Beispiel 7.18
vor. Probleme:

• Explizite Bestimmung der Umkehrfunktion oft nicht möglich.

• Zu umständlich.

Einfacherer Lösungsweg:

Z : (r, ϕ, y) 7−→ (r cosϕ, y, r sinϕ)

detZ ′ = −r

χAf ◦ Z(r, ϕ, y) =

1, falls f(r) ≤ y ≤ f(b)

0, sonst.

46So hat man das bei mir im Gymnasium geübt. Das war ein gängiger Abitur-Aufgaben-Typ in Baden-
Württemberg.
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λ3(Af ) =
∫
R3
χAf dλ3

=
∫ b

0

∫ 2π

0

∫ f(b)

f(r)
r dy dϕ dr

= 2π
∫ b

0
(f(b)− f(r))r dr

= πf(b) · b2 − 2π
∫ b

0
rf(r) dr.

8 Parameterabhängige Integrale
Fr 7.2.

8.1 Ableitung parameterabhängiger Integrale

Sei (X,M, µ) ein Maßraum, I ⊂ R ein offenes Intervall.

Satz 8.1. Die Funktion f : I ×X → R mit (t, x) 7−→ f(t, x) erfülle

(1) f(t, ·) ∈ L 1(µ) für alle t ∈ I.

(2) für fast alle x ∈ X ist f( · , x) differenzierbar und es gibt ein g ∈ L 1(µ), so dass für fast
alle x ∈ X gilt für alle t ∈ I gilt ∣∣∣ ∂

∂t
f(t, x)

∣∣∣ ≤ g(x).

Dann ist F : I → R, F (t) :=
∫
X
f(t, · ) dµ differenzierbar und

F ′(t) =
∫
X

( ∂
∂t
f(t, · )

)
dµ.

Beweis: Seien t, t0 ∈ I, t 6= t0,

F (t)− F (t0)
t− t0

=
∫
X

f(t, · )− f(t0, · )
t− t0

dµ.

Auf Grund des ersten Mittelwertsatzes, Analysis I, Kapitel 5, Satz 3.2, existiert ein für jedes x ∈ X
eine ξx ∈ (t, t0) oder ξx ∈ (t0, t) mit

f(t, x)− f(t0, x)
t− t0

= ∂f

∂t
(ξx, x).

Also ∣∣∣f(t, x)− f(t0, x)
t− t0

∣∣∣ =
∣∣∣∂f
∂t

(ξx, x)
∣∣∣

≤ g(x).

Der Satz 5.6 über dominierte Konvergenz liefert für jede Folge (tk)k∈N in I mit tk → t0, tk 6= t0,

lim
k→∞

F (tk)− F (t0)
tk − t0

Def. F= lim
k→∞

∫
X

f(tk, · )− f(t0, · )
tk − t0

dµ
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dom. Konv.=
∫
X

lim
k→∞

f(tk, · )− f(t0, · )
tk − t0

dµ

Def. ∂/∂t=
∫
X

∂f

∂t
(t0, · ) dµ.

Da dies für alle Folgen tk → t0 gilt, der Grenzwert nicht von der Folge abhängt und da Folgens-
tetigkeit gleich Stetigkeit ist, gilt dann auch

lim
t→t0

F (t)− F (t0)
t− t0

=
∫
X

∂

∂t
f(t0, · ) dµ

Bemerkung 8.2.

(1) Dies verallgemeinert Lemma 1.2 in Anhang A.1.

(2) Aus Satz 8.1 folgt insbesondere, dass die Vertauschung von Ableitung und Integral im Beweis
von Kapitel I, Satz 1.18 möglich ist.

Bemerkung 8.3. Analoge Aussagen für Stetigkeit oder stetige Differenzierbarkeit zeigt man oft
durch dominiert Konvergenz. Gilt zum Beispiel in Satz 8.1 die zusätzliche Voraussetzung, dass
t 7−→ f(t, x) in fast allen x stetig differenzierbar ist, dann folgt aus majorisierter Konvergenz, dass
F : I → R, F (t) :=

∫
X
f(t, · ) dµ stetig differenzierbar ist.47

8.2 Die Faltung

Als Beispiel eines parameterabhängigen Integrals betrachten wir die Faltung.

Definition 8.4. Sei g : Rn → R stetig und beschränkt. Sei h ∈ L 1(λn). Wir definieren die
Faltung von g und h als

(g ∗ h)(x) =
∫
Rn
g(x− y)h(y) dy,

Das Integral über y ∈ Rn ist bezüglich des Maßes λn zu nehmen.

Proposition 8.5.

(1) Für jedes x ∈ Rn ist y 7−→ Fx(y) := g(x − y)h(y) eine integrierbare Funktion. Somit ist
g ∗ h : Rn → R wohldefiniert.

(2) g ∗ h : Rn → R ist stetig.

Beweis:

(1) Aus der Stetigkeit von g folgt die Messbarkeit von Fx. Da g beschränkt ist, sagen wir |g| ≤ C1,
ist Fx von einer integrierbaren Funktion majorisiert, genauer |Fx| ≤ C1|h| ∈ L 1(λn), was
zu zeigen war.

(2) Es gelte x̂i → x. Dann ist (Fx̂i)i∈N eine Funktionenfolge, die durch C1|h| ∈ L 1(λn) majori-
siert ist und punktweise gegen Fx geht. Aus dem Satz über majorsierte Konvergenz folgt,

(g ∗ h)(x̂i) =
∫
Rn
g(x̂i − y)h(y) dy =

∫
Rn
Fx̂i dλn

47Aufgabe: Beweisen Sie dies!

Seite 168 Analysis III



II Maß- und Integrationstheorie

→
∫
Rn
Fx dλn =

∫
Rn
g(x− y)h(y) dy = (g ∗ h)(x).

Da dies für alle konvergenten Folgen gilt, ist g ∗ h folgenstetig, also stetig.

Bemerkung 8.6. Auf Übungsblatt 15 behandeln wir eine eng verwandte Definition der Faltung.
Wir definieren g ∗ h für zwei integrierbare Funktionen g und h und erhalten eine integierbare
Funktion g ∗ h. Wir haben dann für integrierbare g, h, k:

g ∗ h = h ∗ g (g ∗ h) ∗ k = g ∗ (h ∗ k).

Proposition 8.7. Sei wieder h ∈ L 1(λn). Sei nun g : Rn → R stetig differenzierbar und be-
schränkt. Ferner sei g′ =

(
∂g
∂x1

, . . . , ∂g
∂xn

)
ebenfalls beschränkt. Dann ist g ∗h stetig differenzierbar

und es gilt für j ∈ {1, . . . , n}

∂

∂xj
(g ∗ h)(x) =

∫
Rn

∂g

∂xj
(x− y) h(y) dy. (8.1)
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Beweis: Fixiere j ∈ {1, . . . , n} für alle k ∈ {1, . . . , n}\{j} fixiere xk ∈ R. Für den achsenparallelen
Weg

x(t) := (x1, . . . , xj−1, t, xj+1, . . . , xn)

x : R→ Rn

definieren wir

f : R× Rn → R

(t, y) 7−→ f(t, y) := Fx(t)(y) = g(x(t)− y) · h(y)

Wir wissen also bereits
f(t, · ) ∈ L 1(λn).

Die partielle Ableitung von f nach t(∂f
∂t

)
(t, y) := ∂g

∂xj
(x(t)− y) · h(y)

existiert für alle t ∈ R und alle y ∈ Rn.∣∣∣ ∂
∂t
f(t, y)

∣∣∣ ≤ sup
z∈Rn

∣∣∣ ∂g
∂xj

(z)
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

=:C2<∞

|h(y)|

Also
∣∣ ∂
∂tf(t, · )

∣∣ ≤ C2|h| ∈ L 1(λn). Die Voraussetzungen von Satz 8.1 sind also erfüllt. Somit ist

t 7−→ (g ∗ h)(x(t)) =
∫
Rn
f(t, · ) dλn

differenzierbar, also g ∗ h partiell differenzierbar, und wir erhalten (8.1). Proposition 8.5 ergibt
zusammen mit (8.1) die stetige Differenzierbarkeit von g ∗ f .

Korollar 8.8. Ist g : Rn → R glatt und sind alle Ableitungen beliebiger Ordnung beschränkt, dann
ist g ∗ h glatt und für alle Multi-Indizes α ∈ (N0)n (siehe Analysis II, Kapitel 9, Notation 3.7)
und für alle x ∈ Rn gilt

∂|α|(g ∗ h)
∂xα

(x) =
((∂|α|g

∂xα

)
∗ h
)

(x).

8.3 Ausblick: Wozu braucht man Faltungen?

8.3.1 Zur Lösung wichtiger partieller Differentialgleichungen

∆: C∞(Rn)→ C∞(Rn), f 7−→
∑n
j=1

∂2f
∂x2
j

Potentialgleichung/Poisson-Gleichung
∆f = u

Gegeben ist u, gesucht ist f .
Physikalisches Beispiel (Elektrostatik): u ist die elektrische Ladungsdichte, f das elektrische Feld.
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II Maß- und Integrationstheorie

Spezialfall n ≥ 3, u ∈ C∞c (Rn)

C∞c (Rn) := {u ∈ C∞(Rn) | ∃R > 0 : u|Rn\BR(0) ≡ 0}. Wir setzen

G(x) := − 1
n(n− 2)αn‖x‖n−2 ,

wobei αn := λn(B1(0)) das Volumen des Einheitsballs in Rn ist.

Ist K eine kompakte Menge, so ist Gχk ∈ L 1(Rn, λn).

Rechnung: auf Rn \ {0} gilt ∆G = 0, also ∆G = 0 fast überall.

Somit ist F := G ∗ u wohldefiniert.

Frage 8.9. Folgt mit Korollar 8.8 F ∈ C∞ und ∆F = 0?

Jein! Wir haben zwar F ∈ C∞ (ohne Beweis hier!), aber Korollar 8.8 ist nicht anwendbar, denn
die Ableitungen von G sind unbeschränkt. Man kann zeigen (Hilfsmittel der Analysis IV: Satz von
Gauß), dass

∆F = u,

d.h. F löst das Poisson-Problem.

8.3.2 Glättung

Wiederholung: Lp-Rämue, Gleichung (4.1), 1 ≤ p <∞.

L p(Rn, λn) :=
{
f : Rn → R messbar

∣∣ |f |p : Rn → R ist λn-integrierbar
}
,

‖f‖p :=
(∫

X

|f |p dµ
)1/p

f, g ∈ L p(λn), f ∼ g ⇔ f(x) = g(x) für alle x ∈ Rn. Lp(Rn, λn) = L p(Rn, λn)/ ∼.
‖[f ]‖p := ‖f‖p ist eine Norm auf Lp(Rn, λn).
(Lp(Rn, λn), ‖ · ‖Lp) ist ein Banachraum.

Man beachte: sind f, g : Rn → R stetig, so gilt

f = g fast überall ⇐⇒ f = g überall .

Wir erhalten eine injektive Abbildung

C∞c (Rn)→ Lp(Rn, λn), f 7−→ [f ].

Identifiziere C∞c (Rn) mit dem Bild in Lp(Rn, λn).

Satz 8.10. C∞c (Rn) liegt dicht in (Lp(Rn, λn), ‖ · ‖Lp) für alle p ∈ [1,∞).
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II Maß- und Integrationstheorie

Beweisskizze: Definiere km : Rn → R glatt,

km(x) :=

cme
− 1

1−‖mx‖2 , falls ‖x‖ < 1
m

0, falls ‖x‖ ≥ 1
m .

Wähle cm, so dass
∫
R km dλn = 1. Für [h] ∈ Lp(Rn, λn) mit h|Rn\BR(0) ≡ 0 gilt:

km ∗ h ∈ C∞c (Rn), Korollar 8.8

km ∗ h→ h in Lp für m→∞.

Also liegt
V := {[h] ∈ Lp(Rn, λn) | h|Rn\BR(0) ≡ 0}

im Abschluss von C∞c (Rn). Zu gegebenem h ∈ Lp(Rn, λn) definiere nun

hi := χBi(0)h ∈ V.

Es gilt |hi − h|p → 0 punktweise, und |hi − h| ≤ |h|. Aus dem Satz über dominierte Konvergenz
folgt

‖hi − h‖p → 0.

Einen vollständigen Beweis findet man zum Beispiel im Abschnitt „Lokale Approximation von
Hm,p-Funktionen“ in [2, 2.12–2.14]. Allerdings wird dort eine deutlich allgemeinere Aussage be-
wiesen, zu deren Verständnis zunächst einige Definitionen nötig sind.

ENDE DER VORLESUNG
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A Ergänzungen zu Analysis I und II

In den Anhängen ist N die Menge aller natürlichen Zahlen (inklusive Null). N∗ = N \ {0}.

1 Vertauschung von Ableitung und Riemann-Integral

Lemma 1.1. Seien a, b, α, β ∈ R mit a < b und α < β. Sei n ∈ N und f : [a, b] × (α, β) → Rn

stetig. Dann ist t 7−→ I(s) :=
∫ b
a
f(t, s) dt stetig auf (α, β) 3 s.

Beweis: Wir zeigen die Stetigkeit von I in s0 ∈ (α, β). Wähle hierzu σ > 0 mit (s0−2σ, s0+2σ) ⊂
(α, β). Wegen der Kompaktheit von [a, b]× [s0 − σ, s0 + σ] wissen wir, dass

f
∣∣∣
[a,b]×[s0−σ,s0+σ]

: [a, b]× [s0 − σ, s0 + σ]→ Rn

gleichmäßig stetig ist.

Zu jedem ε > 0 gibt es also ein δ > 0, so dass – insbesondere1 – für alle t ∈ [a, b] und alle
s ∈ [s0 − δ, s0 + δ] gilt

‖f(t, s)− f(t, s0)‖ ≤ ε . (1.1)

Es folgt

‖I(s)− I(s0‖ =

∥∥∥∥∥
∫ b

a

(f(t, s)− f(t, s0)) ds

∥∥∥∥∥ ≤ ε (b− a) .

Hieraus ergibt sich die gewünschte Stetigkeit unmittelbar.

Lemma 1.2. Seien a, b, α, β ∈ R mit a < b und α < β. Sei n ∈ N. Sei f : [a, b] × (α, β) → Rn

stetig, die partielle Ableitung ∂
∂sf(t, s) soll überall existieren und

∂

∂s
f : [a, b]× (α, β)→ Rn (1.2)

soll stetig sein. Dann ist s 7−→ I(s) :=
∫ b
a
f(t, s) dt stetig differenzierbar auf (α, β) 3 s und es gilt

d

ds

(∫ b

a

f(t, s) dt
)

=
∫ b

a

∂

∂s
f(t, s) dt.

1Die oben genannte gleichmäßige Stetigkeit ist natürlich etwas stärker, da man s0 auch durch eine andere geeignete
Zahl ersetzen kann und auch in t-Richtung verschiedene Werte zulassen kann. Dass es sich nicht um eine äquiva-
lente Formulierung handelt, sondern um eine potentiell schwächere Form, wird durch das Wort „insbesondere“
klargestellt.

I



A Ergänzungen zu Analysis I und II

Beweis: Wir zeigen zunächst die Differenzierbarkeit von I und obige Formel in s0 ∈ (α, β).
Wähle hierzu σ > 0 mit (s0 − 2σ, s0 + 2σ) ⊂ (α, β). Wegen (1.2) und der Kompaktheit von
[a, b]× [s0 − σ, s0 + σ] wissen wir, dass

∂

∂s
f
∣∣∣
[a,b]×[s0−σ,s0+σ]

: [a, b]× [s0 − σ, s0 + σ]→ Rn

gleichmäßig stetig ist.

Zu jedem ε > 0 gibt es also ein δ > 0, so dass – insbesondere – für alle t ∈ [a, b] und alle
s ∈ [s0 − δ, s0 + δ] gilt ∥∥∥∥ ∂∂sf(t, s)− ∂

∂s
f(t, s0)

∥∥∥∥ ≤ ε . (1.3)

Auf Grund des Mittelwertsatzes gibt es2 zu jedem t ∈ [a, b] und alle s ∈ [s0 − δ, s0 + δ] ein
ϑt,s ∈ [s0 − δ, s0 + δ] mit

f(t, s)− f(t, s0) = (s− s0) ∂
∂s
f(t, ϑt,s) .

Wegen (1.3) folgt dann für s ∈ [s0 − δ, s0 + δ] \ {s0}:∥∥∥∥f(t, s)− f(t, s0)
s− s0

− ∂

∂s
f(t, s0)

∥∥∥∥ ≤ ε .
∥∥∥∥∥
∫ b
a
f(t, s) dt−

∫ b
a
f(t, s0) dt

s− s0
−
∫ b

a

∂

∂s
f(t, s0) dt

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
∫ b

a

(
f(t, s)− f(t, s0)

s− s0
− ∂

∂s
f(t, s0)

)
dt

∥∥∥∥∥
≤ ε (b− a) .

Hieraus ergibt sich direkt die Differenzierbarkeit von I in s0 und die obige Formel für die Ableitung
I ′(s0).

Die Stetigkeit der Ableitung folgt nun aus Lemma 1.1, indem wir dort f durch ∂f/∂s ersetzen.

Aus dem Lemma ergibt sich nun unmittelbar durch Induktion folgendes Korollar.

Korollar 1.3. Seien a, b, α, β ∈ R mit a < b und α < β. Seien n, k ∈ N. Sei f : [a, b]×(α, β)→ Rn

stetig, für j = {1, . . . , k} soll die j-te partielle Ableitung ∂j

(∂s)j f(t, s) überall existieren und

∂k

(∂s)k f : [a, b]× (α, β)→ Rn (1.4)

soll stetig sein. Dann ist s 7−→ I(s) :=
∫ b
a
f(t, s) dt k-mal stetig differenzierbar auf (α, β) 3 s und

es gilt
dk

(ds)k
(∫ b

a

f(t, s) dt
)

=
∫ b

a

∂k

(∂s)k f(t, s) dt .

2Wir haben aber keine Eindeutigkeit von ϑt,s und wir wissen auch nicht, ob (t, s) 7−→ ϑt,s stetig ist oder sonstige
„schönen“ Eigenschaften besitzt.
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A Ergänzungen zu Analysis I und II

x1

x2

x0

x0 + te1

Abbildung 2.1: Skizze zum Beweis 2.1 mit n = 2 und j = 1.

2 Differenzierbarkeit von lim fk für fk : Rn → R

Wir betrachten eine offene Teilmenge U in Rn, fk : U → R stetig und f : U → R. Konvergiert fk
gleichmäßig gegen f , so folgt mit Analysis II, Kapitel 7, Satz 2.5, dass f stetig ist.

Nun stellt sich die Frage, ob aus fk ∈ C1 auch f ∈ C1 folgt.

Proposition 2.1. Sei U eine offene Teilmenge im Rn, fk : U → R ∈ C1 und f : U → R. Wir
definieren Jfk := f ′k : U → R1×n = Rn; dies sind stetige Funktionen. Es gelte zudem:

(a) fk konvergiere gleichmäßig gegen f

(b) Jfk konvergiere gleichmäßig gegen g : U → Rn,

dann ist f ∈ C1 und es gilt
Jf = g.

Bemerkungen 2.2.

(1) Für n = 1 folgt 2.1 aus der Analysis II, Kapitel 7, Theorem 3.3.

(2) Ist U zusammenhängend, dann kann man (a) durch (a’) ersetzen.

(a’) Es existiert ein x0 ∈ U , so dass fk(x0) gegen f(x0) konvergiert.

Beweis von Proposition 2.1: Die Funktion g ist stetig, da es der gleichmäßige Limes der stetigen
Funktionen Jfk ist. Sei g = (g1, . . . , gn).

∂fk
∂xj

= 〈Jfk, ej〉 konvergiert gleichmäßig gegen gj .

Für x0 ∈ U , j ∈ {1, . . . , n}, k ∈ N definieren wir

hk,x0,j(t) := fk(x0 + tej)

hx0,j(t) := f(x0 + tej)

Die Funktion t 7−→ h′k,x0,j
(t) := ∂fk

∂xj
(x0 + tej) konvergiert gleichmäßig in t gegen t 7−→ gj(x+ tej),

und es gilt hx0,j(t) = limk→∞ hk,x0,j(t). Dann folgt mit Analysis II, Kapitel 7, Theorem 3.3:

hx0,j ist differenzierbar und h′x0,j
(t) = gj(x0 + tej).

Diese Aussage gilt für alle j ∈ {1, . . . n} und für alle x0 ∈ U . Wir setzen t := 0. Daraus sieht
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A Ergänzungen zu Analysis I und II

man, dass f partiell differenzierbar ist mit stetigen partiellen Ableitungen gj . Somit ist f stetig
differenzierbar und Jf = g.

Durch Iteration erhält man

Korollar 2.3. Sind fk : U → Rm ∈ C` und konvergiert f (j)
k gleichmäßig gegen eine Grenzfunktion

für alle j ∈ {0, . . . , `}, dann ist f := limk→∞ fk ∈ C` und

∂|α|

∂xα
f = lim

k→∞

∂|α|

∂xα
fk,

mit α Multiindex, |α| ≤ `.

3 Der Cauchsche Doppelreihensatz und Variationen

Wir benötigen in der komplexen Analysis verschiedene Umordnungssätze, die Variationen des
Umordnungssatzes für Reihen (Analysis I, Kap. 3, Satz 2.29) und des Satzes vom Cauchy-Produkt
(Analysis I, Kap. 3, Satz 2.36 und Kor. 2.37) sind.

Viele der hier dargestellten Aussagen kann man auch als Korollar der Konvergenzsätze der Maß-
theorie erhalten, indem man die relevanten Sätze (monotone Konvergenz, majorisierte Konvergenz,
Fatou,. . . ) auf den Messraum (N,P(N)) versehen mit dem Zählmaß anwendet (siehe Zentral-
übung), in Kombination mit der Tatsachen wie zum Beispiel, dass jede Bijektion das Zählmaß des
einen Raums auf das Zählmaß des anderen Raums abbildet. Da wir aber die Maßtheorie erst nach
der komplexen Analysis behandeln, geben wir elementare Beweis hier im Anhang.

Der Cauchsche Doppelreihensatz ist eine etwas stärkere Version des Satzes vom Cauchy-Produkt.

Satz 3.1 (Cauchyscher Doppelreihensatz). Gegeben seien reelle oder komplexe Zahlen cij, i, j ∈ N.

S := sup

 ∑
(i,j)∈I

|cij | | I ist endliche Teilmenge von N× N


= sup


N∑
i=0

N∑
j=0
|cij | | N ∈ N

 .

Falls S <∞ dann gilt

(1)
∑∞
j=0 cij konvergiert absolut für jedes i ∈ N

(2)
∑∞
i=0 cij konvergiert absolut für jedes j ∈ N

(3) Es gilt
∞∑
j=0

∞∑
i=0

cij =
∞∑
i=0

∞∑
j=0

cij ∈ [−S, S]

und beide Seiten der Gleichung konvergieren absolut.

Seite IV Analysis III



A Ergänzungen zu Analysis I und II

(4) Für jede Abbildung s : N× N→ N mit der Endlichkeitsbedingung

∀r ∈ N : s−1({r}) endlich

gilt
∞∑
i=0

∞∑
j=0

cij =
∞∑
r=0

∑
(i,j)∈

s−1({r})

cij .

Und alle Reihen konvergieren absolut.3

Die beiden Suprema in der Definition von S sind gleich, da jede endliche Teilmenge I ⊂ N × N
in einer Menge der Form {0, 1, . . . , N} × {0, 1, . . . , N} enthalten ist (setze z. B. N := #I) und da
zum anderen I = {0, 1, . . . , N} × {0, 1, . . . , N} endlich ist.

Beweis: Für J ⊂ N× N = N2 definieren wir

S(J) := sup

 ∑
(i,j)∈I

|cij | | I ist endliche Teilmenge von J

 .

Wir haben dann S(J) = S(I) + S(J \ I) für I ⊂ J , und es gilt S(N2) = S.

Zu jedem ε > 0 existiert also eine endliche Menge I ⊂ N2 mit 0 ≤ S(N2 \ I) ≤ ε. O. B. d.A.
I = {0, 1, 2 . . . , N}2 für ein N ∈ N. Dann folgt für k ≥ ` ≥ N :

∀i ∈ N :
k∑

j=`+1
|cij | ≤ ε und ∀j ∈ N :

k∑
i=`+1

|cij | ≤ ε ,

und das Cauchy-Kriterium ergibt dann (1) und (2). Ähnlich erhalt man für k ≥ ` ≥ N :

k∑
j=`+1

∣∣∣∣∣
∞∑
i=0

cij

∣∣∣∣∣ ≤
k∑

j=`+1

∞∑
i=0
|cij | ≤ S({N + 1, N + 2, . . .} × N) ≤ S(N2 \ I) ≤ ε ,

und die analoge Formel, wenn wir i und j vertauschen. Dies liefert die absolute Konvergenz der
Reihen in (3).

Analog zeigt man auch ∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

∞∑
i=0

cij −
k∑
j=0

k∑
i=0

cij

∣∣∣∣∣∣ ≤ S(N2 \ I) ≤ ε

für k ≥ N . Hieraus ergeben sich die verbleibenden Behauptungen von (3).

Sei nun die Funktion s wie oben gegeben. Wir können nun ein r0 ∈ N (z. B. r0 := max s(I))
wählen, so dass

s(I) ⊂ {0, 1, . . . , r0} .

3Die Endlichkeitsbedingung wird nur dazu benötigt, damit die innere Summe der rechten Seite eine endliche
Summe ist und wir keine Reihenfolge festlegen müssen. Die Behauptung des Satzes ist auch ohne die End-
lichkeitsbedingung richtig wenn wir für jede unendliche Menge s−1({k} erklären, in welcher Reihenfolge die
Summanden der (unendlichen) Summe (=Reihe) der rechten Seite nummeriert werden. Die zugehörige Reihe
konvergiert dann aber absolut und somit unabhängig von der Reihenfolge.
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Dann zeigt man wieder∣∣∣∣∣∣∣
r0∑
r=0

∑
(i,j)∈

s−1({r})

cij −
N∑
i=0

N∑
j=0

cij

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∑

(i,j)∈A

cij

∣∣∣∣∣∣ ≤ S(N2 \ I) ≤ ε .

mit A = s−1({0, 1, . . . , r0}) \ I. Daraus folgt die Konvergenz von |
∑r0
r=0

∑
(i,j)∈

s−1({r})
cij und der

behauptete Grenzwert. Die absolute Konvergenz dieser Reihe ergibt sich analog, wenn man cij

durch |cij | ersetzt.

Aus dem Cauchyschen Doppelreihensatz können wir direkt den in der Analysis I bewiesenen Satz
vom Cauchy-Produkt nochmals alternativ herleiten.

Korollar 3.2 (Satz vom Cauchy-Produkt). Sind
∑∞
n=0 an und

∑∞
n=0 bn absolut konvergent, und

setzen wir

dn :=
n∑
k=0

akbn−k,

dann ist auch
∑∞
n=0 dn absolut konvergent und

∞∑
n=0

dn =
( ∞∑
n=0

an

) ( ∞∑
n=0

bn

)
.

Beweis: Die Aussage folgt aus dem Doppelreihensatz, indem wir cij := aibj setzen, danach die
Funktion s so wählen, dass man die Doppelreihe nach Diagonalen angeordnet durchläuft (wie in
der Zeichnung von Analysis I, Kap. 3, Beispiel 2.35 (b)) und dann entlang der Diagonalen (endlich
viele Summanden) aufsummiert.

In der Herleitung von Satz 2.20 in Kapitel I benutzen wir eine Umordnung, die eine weitere
Modifikation des Umordnungssatzes (Analysis I, Kapitel 3, Satz 2.29) benötigt.

Satz 3.3. Die Umordnung (*) vor Satz 2.20 in Kapitel I ist zulässig, wenn die Bedingung (2.5)
erfüllt ist.

Beweis: Wir wählen die Notation von Kapitel I. Sei s :=
∑∞
j=0 |aj |

(∑∞
`=1 |b`||z|`

)j
<∞. Dann

gibt es zu ε > 0 natürliche Zahlen k,m mit

s− ε ≤
k∑
j=0
|aj |
( m∑
`=1
|b`||z|`

)j
≤ s

Die Summe der Beträge aller anderen Terme ist also nach oben durch ε beschränkt. In dem
doppelreihen-artigen Ausdruck

∞∑
j=0

aj

( ∞∑
`=1

b`z
`
)j

kann man die endliche Teilsumme
k∑
j=0

aj

( m∑
`=1

b`z
`
)j
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beliebig umordnen, während die Summe der Beträge aller anderen Terme höchstens ε ist. Da man
ε beliebig klein wählen kann, folgt daraus, dass eine eine Umordnung die Konvergenz-Eigenschaft
und den Grenzwert erhält.
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B Zusätzliche Details und Ausführungen

1 Details zur Umformung von Satz 1.20 zu Satz 3.3 in Kapitel I

Identifiziere C = R2 ⊃ Ω, erhalte also f = u + iv mit u, v reelle Funktionen und z = x + iy,
x, y ∈ R.

X : Ω→ R2

X(z) =
(
u(z)
−v(z)

)
=
(
Xx(x+ iy)
Xy(x+ iy)

)
∈ C1

Y : Ω→ R2

Y (z) =
(
v(z)
u(z)

)
=
(
Yx(x+ iy)
Yy(x+ iy)

)
∈ C1

∫
γ1

f(γ)dz =
∫
γ1

X︸ ︷︷ ︸
∈R

+i
∫
γ1

Y︸ ︷︷ ︸
∈R

∫
γ1

f(z)dz =
∫
γ2

f(z)dz

⇐⇒
∫
γ1

X =
∫
γ2

X und
∫
γ1

Y =
∫
γ2

Y

⇐= X und Y sind konservativ
Satz 1.20⇐⇒

Ω sternförmig

∂Xy

∂x
= ∂Xx

∂y
und ∂Yy

∂x
= ∂Yx

∂y

⇐⇒ −∂v
∂x

= ∂u

∂y
und ∂u

∂x
= ∂v

∂y

⇐⇒ Cauchy-Riemann-Gleichungen

Da f komplex differenzierbar ist, folgt Satz 3.4.

Ganz ähnlich sieht man auch die Umkehrung: Ist f im reellen Sinne stetig differenzierbar, und
gilt

∫
γ1
f(z)dz =

∫
γ2
f(z)dz für alle Wege γ1, γ2 : [a, b]→ Ω mit γ1(a) = γ2(a) und γ1(b) = γ2(b).

Dann gilt
∫
γ1
X =

∫
γ2
X und

∫
γ1
Y =

∫
γ2
Y für alle solchen γ1, γ2. Es folgt dann, dass X und Y

konservativ sind. Und weiter wie oben folgen die Cauchy-Riemann-Gleichungen und das ergibt die
Holomorphie von f .

Wir haben also gesehen: Ist f : Ω→ C im reellen Sinne stetig differenzierbar, Ω sternförmig, dann
gilt ∫

γ

f(z) dz hängt nur von den Endpunkten von γ ab⇐⇒ f holomorph.
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B Zusätzliche Details und Ausführungen

Die linke Seite ist äquivalent zur Existenz einer Stammfunktion von f . Diese Resultate wollen wir
nun etwas allgemeiner im Detail beweisen und studieren.

2 Ausführungen über Nullmengen

Quelle: dieses Kapitel lehnt sich eng an [15] an.

Lemma 2.1. Sei N ⊂ Rn.

(1)N ist eine (λn−) Nullmenge (in Rn).

⇔ (2) Es gibt eine Borel-messbare Menge Ñ ⊂ Rn, so dass N ⊂ Ñ und λn(Ñ ) = 0.

⇔ (3) Das äußere Maß von N ist Null.

⇔ (4) ∀ε > 0 existieren achsenparallele Würfel Wi, i ∈ N∗ mit Ñ ⊂
⋃
i∈N∗

Wi und
∞∑
i=1

λn(Wi) < ε.

⇔ (5) ∀ε > 0 existieren achsenparalle Quader Qi, i ∈ N∗ mit Ñ ⊂
⋃
i∈N∗

Qi und
∞∑
i=1

λn(Qi) < ε

⇔ (6) ∀ε > 0 existieren Borel-messbare Mengen Bi, i ∈ N∗ mit N ⊂
⋃
i∈N∗

Bi und
∞∑
i=1

λn(Bi) < ε.

Beweis: (1)⇔(2)⇔(3) klar, Kapitel 2 Abschnitt 3
(4)⇔(5)⇔(6) trivial.
(6)⇔(3) folgt aus Subadditivität des äußeren Maßes λ∗n. λ∗n(N) ≤

∑
λn(Bi) < ε, ∀ε > 0, also

λ∗n(N) = 0.
(2)⇒(5): Sei S die Menge der achsenparallelen Quader in Rn, BRn = M(S,Rn). Wir haben λn

zunächst auf S definiert . Dann mit dem Satz von Hahn auf BR fortgesetzt. Es folgt aus der
Konstruktion dort für A ∈ BRn :

λn(A) = inf{
∞∑
i=1

λn(Qi) | (Qi)i∈N∗ eine Folge in S}.

Auf A := Ñ angewendet, N ⊂ Ñ und das Infimum ist Null.
(5)⇒(4): Sei ε > 0 gegeben. Überdecke N mit Quadern Qi, i ∈ N∗, so dass

∑
λn(Qi) > ε

2 . Überde-
cke Qi mit Würfeln (Wi,j)j∈N∗ mit 2λn(Qi) ≥

∑∞
j=1 λn(Wi,j). Umordnen der Würfel (Wi,j)i,j∈N∗

zu (Wk)k∈N∗ , N ⊂
•⋃
k∈N∗Wk.

∞∑
k=1

λn(Wk) ≤
∞∑
i=1

2λn(Qi) < 2ε2 .

Proposition 2.2. Ist N eine Nullmenge in Rn und ist f : N → Rn eine Lipschitz-stetige Abbil-
dung, dann ist auch f(N ) eine Nullmenge.

Beweis: Wähle L > 0 mit für alle x, y ∈ N∗ : ‖f(x) − f(y)‖ ≤ L‖x − y‖. Zu N wähle Würfel
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Wi, i ∈ N∗,
∑
λn(Wi) < ε. Sei zi der Schwerpunkt des Würfels Wi und `i die Kantenlänge

Wi ⊂ B√
n
`i
2

(zi), f(Wi) ⊂ f(B√
n
`i
2

(zi)) ⊂ B√
n
`i
2

(f(zi)) ⊂ W̃i Würfel mit Schwerpunkt f(zi)
und Kantenlänge L

√
n`i.

λn(f(N )) ≤
∞∑
i=1

λn(W̃i)︸ ︷︷ ︸
L n
√
nnλn(Wi)

,

da f(N ) ⊂
⋃
i∈N∗ f(Wi) ⊂

⋃
i∈N∗ W̃i. Also ist

λn(f(n)) ≤ L n
√
n
n
ε→ 0

für ε→ 0.

Korollar 2.3. Sei N eine Nullmenge, U ⊂ Rn offen mit N ⊂ U und f : U → Rn C1, dann f(N )
ebenfalls eine Nullmenge.

Beweis:
Schritt 1: Sei x ∈ U und B2ε(x) ⊂ U , dann ist f |

Bε(x) Lipschitz-stetig.1 Die Lipschitzstetigkeit
folgt so: für y, z ∈ Bε(x) gilt:

‖f(x)− f(z)‖ =
∥∥∥∫ 1

0

d

dt
(f(t(y − z) + z)) dt

∥∥∥
=
∥∥∥∫ 1

0
f ′(t(y − z) + z) · (y − z) dt

∥∥∥
≤
∫ 1

0
n‖f ′(t(y − z) + z)‖‖y − z‖ dt

≤ n( sup
w∈Bε(x)

‖f ′(w)‖)‖y − z‖

≤ L‖y − z‖

für L := sup .

Schritt 2: Schreibe U ∩ Qn = {qi | i ∈ N∗}, qi ∈ Qn. Bestimme εi := sup{ε > 0 | Bε(qi) ⊂ U},
U =

⋃
i∈N∗ B ε

2
(qi).

„⊃“ ist klar.
„⊂“: Zu x ∈ U wähle ein δ > 0, Bδ(x) ⊂ U . Wähle j ∈ N∗ mit qj ∈ B δ

2
(x) ∩Qn.

x ∈ B δ
2
(qj) < Bδ(x) ⊂ U

⇒ ε

2 ≥
δ

2
x ∈ B ε

2
(qi)

Schritt 3: N =
⋃
j∈N∗(N ∩B εj

2
(qj)).

f(N ) =
⋃
j∈N∗

f(N ∩B εj
2

(qj)),

1 Deswegen ist f(Bε(x) ∩N ) eine Nullmenge
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also ist f(N ) eine abzählbare Vereinigung von Nullmengen, also wieder Nullmenge.
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