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1. Aufgabe

1) Sei M eine C'~-Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie, dass folgende Normen édquivalent sind:

fuly == ulger, 1)

fula = ma [V, )
.

fuls = (z |wu||%p) fi 1< g < oo 3)
j=1

2) Es sei M kompakt und (¢1:Uy = Vi, -+, U; > V}) ein Atlas von M, sowie (1;)!,
eine Partition der Eins. Dann ist die folgende Norm ebenfalls dquivalent zu (1)-(3):

l
[l prnon ey 1= 32 1 (nj 0 ) © @5 [ rvmeny.- (4)
j=1

2. Aufgabe

Sei M eine kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit. Beweisen Sie, dass fiir alle u € C° (M)

HAuHHk(M) < CHu”HkJr?(M)? fiir ein C > 0.

3. Aufgabe
Es sei F:R? - R3 definiert durch

z\ ., Y
(y) cosh(\/x? + y?)

0
und M := F(R?). Bestimmen Sie die Geoditischen durch p = | 0] und die Expo-
1
nentialabbildung exp,:T,M — M. Berechnen Sie die Koeffizienten (g;;) der Metrik g in
Normalkoordinaten mit Zentrum p.
Hinweis: Zeigen Sie zundchst durch ein Symmetrieargument, dass alle Geoddtische
durch p die Form t — F(T(t)(xo, yg)) = exp(t(zo,v0)) mit 7/(0) = 1 haben.

4. Aufgabe

Es sei £ - M eine Vektorbiindel vom Rang 7 iiber dem Korper K € {R, C} mit einem re-
ellen bzw. hermitschen Zusammenhang und einem damit kompatiblen Zusammenhang V.
Sei U -2 V eine Karte, und seien s1,--+,s,:U - E auf U definierte Schnitte von F, so-
dass (s1(z), -, sr(x)) eine Orthonormalbasis von E, liefert fiir alle € U. Weiterhin seien



01,0, die Koordinatenvektorfelder von ¢, die wir mit den zugehorigen Derivationen
identifizieren.

Zeigen Sie: Es existieren glatte Funktionen bgB:U - K und c,5:U - K, so dass fiir
alle Schnitte p,1 € I'(E) mit kompaktem Trager in U, geschrieben als p =Y _; p*s, und

=Yk s gilt

fU(Vp, V1) )dvol = fM Zr: (Apﬁ + Zn: ZT: bl 50ip" + zrj caﬁpa) Y? dvol.
B=1 a=1

=1 a=1

Pro Aufgabe 5 Punkte.



