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1. Aufgabe

1) Sei M eine C∞-Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie, dass folgende Normen äquivalent sind:

∥u∥1 ∶= ∥u∥Hk,p , (1)

∥u∥2 ∶= max
j=0...k

∥∇ju∥Lp , (2)

∥u∥3 ∶= (
k

∑
j=1
∥∇ju∥qLp)

1
q

für 1 < q < ∞ (3)

2) Es sei M kompakt und (ϕ1∶U1 → V1,⋯, ϕl∶Ul → Vl) ein Atlas von M , sowie (ηi)li=1
eine Partition der Eins. Dann ist die folgende Norm ebenfalls äquivalent zu (1)-(3):

∥u∥Hk,p(Rn) ∶=
l

∑
j=1
∥(ηj ○ u) ○ ϕ

−1
j ∥Hk,p(Rn). (4)

2. Aufgabe

SeiM eine kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit. Beweisen Sie, dass für alle u ∈ C∞
c (M)

∥∆u∥Hk(M) ≤ C∥u∥Hk+2(M), für ein C > 0.

3. Aufgabe

Es sei F ∶R2 → R3 definiert durch

(
x
y
) ↦
⎛
⎜
⎝

x
y

cosh(
√
x2 + y2)

⎞
⎟
⎠

und M ∶= F (R2). Bestimmen Sie die Geodätischen durch p =
⎛
⎜
⎝

0
0
1

⎞
⎟
⎠

und die Expo-

nentialabbildung expp∶TpM → M . Berechnen Sie die Koeffizienten (gij) der Metrik g in
Normalkoordinaten mit Zentrum p.

Hinweis: Zeigen Sie zunächst durch ein Symmetrieargument, dass alle Geodätische
durch p die Form t↦ F (τ(t)(x0, y0)) = exp(t(x0, y0)) mit τ ′(0) = 1 haben.

4. Aufgabe

Es sei E →M eine Vektorbündel vom Rang r über dem Körper K ∈ {R,C} mit einem re-
ellen bzw. hermitschen Zusammenhang und einem damit kompatiblen Zusammenhang ∇.

Sei U
ϕ
Ð→ V eine Karte, und seien s1,⋯, sr∶U → E auf U definierte Schnitte von E, so-

dass (s1(x),⋯, sr(x)) eine Orthonormalbasis von Ex liefert für alle x ∈ U . Weiterhin seien



∂1,⋯, ∂n die Koordinatenvektorfelder von ϕ, die wir mit den zugehörigen Derivationen
identifizieren.

Zeigen Sie: Es existieren glatte Funktionen biαβ ∶U → K und cαβ ∶U → K, so dass für
alle Schnitte ρ,ψ ∈ Γ(E) mit kompaktem Träger in U , geschrieben als ρ = ∑

r
α=1 ραsα und

ψ = ∑
r
β=1ψβsβ gilt

∫
U
⟨∇ρ,∇ψ⟩dvol = ∫

M

r

∑
β=1
(∆ρβ +

n

∑
i=1

r

∑
α=1

biαβ∂iρ
α +

r

∑
α=1

cαβρ
α) ψβ dvol.

Pro Aufgabe 5 Punkte.


