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1. Aufgabe (4 Punkte)

Sei Ω ∶= (0,1) × (0,4π) und Ψ∶Ω→ R3 definiert durch Ψ(r, φ) ∶= (r cosφ, r sinφ,φ).

i) Zeigen Sie, dass M ∶= Ψ(Ω) eine Untermannigfaltigkeit ist.

ii) Bestimmen Sie TaM für ein beliebiges a ∈M .

iii) Zeigen Sie

vol2(M) = 4π∫
1

0

√
1 + r2 dr.

2. Aufgabe (4 Punkte)

Seien

S2
+ ∶= {x = (x1, x2, x3) ∈ R3 ∣ ∥x∥ = 1, x3 > 0},
S2
− ∶= {x = (x1, x2, x3) ∈ R3 ∣ ∥x∥ = 1, x3 < 0}.

Berechnen Sie vol2(S2+) und vol2(S2−) mit Hilfe von Beispiel 2.26 aus der Vorlesung. Folgern
Sie vol2(S2) = 4π.

3. Aufgabe (4 Punkte)

Es sei γ∶ [a, b] → Rn eine reguläre Kurve mit γ(a) = γ(b) und γ′(a) = γ′(b). Weiter sei
γ∣[a,b) injektiv. Zeigen Sie:

i) M ∶= γ([a, b]) ist eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit von Rn. Hinweis: Fol-
gender Satz aus der Analysis I kann hilfreich sein: Sind X und Y metrische Räume,
X kompakt, f ∶X → Y stetig und bijektiv, dann ist f−1∶Y → X stetig. (Siehe z.B.
Satz 12.31 in der Analyis I Vorlesung von Prof. Dolzmann.)

ii) Für alle Riemann-integrierbaren Funktionen f ∶M → R gilt

∫
M
f(x)dvolk(x) = ∫

b

a
f(γ(t)) ∥γ′(t)∥ dt.

4. Aufgabe (4 Punkte)

Es sei Ω ∶= {x ∈ R2 ∣ 1 < ∥x∥ < 2}.

i) Zeigen Sie, dass Ω ein Gebiet mit C1-Rand ist, bestimmen Sie ∂Ω und die äußere
Normale ν(x) für alle x ∈ ∂Ω.



ii) Zeigen Sie, dass für jedes stetige f ∶Ω = {x ∈ R2 ∣ 1 ≤ ∥x∥ ≤ 2} → R

∫
∂Ω
f(x)dvol1(x) = ∫

2π

0
f(cos t, sin t)dt + 2∫

2π

0
f(2 cos t,2 sin t)dt

gilt.

iii) Berechnen Sie

∫
Ω

div( x

∥x∥2
) dx

mit Hilfe des Gaußschen Integralsatzes (Satz 3.4 aus der Vorlesung).


