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1 Vorwort

Das vorliegende Skript beruht auf einer Vorlesung von Bernd Ammann im
Sommersemester 2008 an der Universitdt Regensburg zum Thema Spektral-
geometrie. Andreas Hermann hat grofse Teile der Vorlesung getext und re-



digiert, wofiir ihm herzlich gedankt sei. Die Vorlesung selber beruht auf den
Mitschrieben von Bernd Ammann einer sehr dhnlichen Vorlesung von Chris-
tian Bar an der Universitat Freiburg.

2 Die schwingende Saite

Wir betrachten eine schwingende Saite der Liange L > 0, die an beiden
Enden fest eingespannt ist. Wir gehen davon aus, dass die Auslenkungen
klein sind und somit die in der Physik iiblichen Naherungen gute Ergebnisse
liefern. Die Auslenkung der Saite wird dann durch eine glatte Funktion u €
C*([0, L] x R) beschrieben, welche die Gleichung
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mit Dirichlet-Randbedingungen w(0,¢) = u(L,t) = 0 fiir alle t € R 16st. Wir
benutzen die Methode der Separation der Variablen und schreiben

u(z, 1) = v(x)p(t)
mit v € C*°([0, L]) und ¢ € C*°(R). Wir erhalten
V(@) _ (Y
v(z)  e(t)

fiir alle x,t. Da die linke Seite nur von x und die rechte Seite nur von ¢
abhéngt, sind beide Seiten gleich einer Konstanten —A. Wir miissen daher
l6sen

V" (x)p(t) = v(x)p”(t) und daher

V' (z) + Av(z) = 0.
1. Fall: A < 0: Die allgemeine LSoung ist dann gegeben durch
v(x) = acosh(y/|A|z) + bsinh(y/|A]x)

mit Konstanten a,b € R. Aus den Randbedingungen v(0) = v(L) = 0 erhal-
ten wir a = b = 0 und daher die uninteressante Losung u = 0.
2. Fall: A = 0: Die allgemeine Losung ist dann

v(r) =azr+b

mit Konstanten a,b € R. Aus den Randbedingungen v(0) = v(L) = 0 erhal-
ten wir wieder a = b = 0 und daher wieder u = 0.
3. Fall: A > 0: Die allgemeine Losung ist dann

v(z) = acos(VAz) + bsin(vAz)
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mit Konstanten a,b € R. Wegen v(0) = 0 erhalten wir a = 0. Aus v(L) =0
ergibt sich sin(v/AL) = 0 und daher L = \T;—’% mit £ € N.
Wir betrachten jetzt die zweite Differentialgleichung

&(1) + Ap(t) = 0
im interessanten Fall A > 0. Die allgemeine Losung ist dann
o(t) = rcos(VAt) + ssin(vVAt)
mit Konstanten r, s € R. Insgesamt erhalten wir daher
u(z,t) = (rcos(VAt) + ssin(vV/At)) sin(v/Az)
mit vV = ”Tk, k € N. Allgemeiner ist eine Reihe der Form

u(x,t) = Z (rk cos (%kt> + Sp sin (%kt» sin (%)

eine Losung, falls die Koeflizienten ry, s fiir & — oo schnell genug gegen 0
konvergieren. Diese Koeffizienten hénge kénnen aus Anfangsdaten bestimmt
werden:

up(z) = u(0,2) = irk sin <%),

k=1
ou = wks, . (mkx
u(z) = E(O’@:Z Lksm< 7 )

Wir sehen an diesem Beispiel, dass die Menge der moglichen Werte A
gleich der Menge der Eigenwerte von —88—; ist. Physikalisch ausgedriickt ist
jedes solche A ein Quadrat einer Schwingungsfrequenz.

Wir kénnen die Gleichung (1) auch mit anderen Randbedingungen be-
trachten. Beispielsweise wird durch eine Lésung v mit den gemischten Dirichlet-
Neumann-Randbedingungen (0,t) = 0, g—Z(L,t) = 0 fiir alle t € R die
Schwingung der Luftsiule in einer Klarinette beschrieben. Wenn wir wie oben

vorgehen, erhalten wir v wie oben mit L = (2’;;?”, k € Ny. Die moglichen
Frequenzen sind somit von der Form % mit £ € Np.

Wir wollen die Gleichung (1) noch mit den periodischen Randbedingun-
gen u(0,t) = u(L,t) und 24(0,¢t) = %%(L,¢) fiir alle ¢ € R betrachten. Wir
benutzen Separation der Variablen und erhalten eine Konstante A\ wie oben.

1. Fall: A < 0: Wir erhalten wieder u = 0.



2. Fall: A = 0: Dann ist v”(x) = 0 und ¢"(t) = 0 fiir alle z,t. Daher ist u
konstant, kann aber von null verschieden sein.
3. Fall: A > 0: Wir schreiben die allgemeine Losung jetzt als

v(x) = asin(vV/\x) + beos(VAz)

mit Konstanten a,b € R. Die Randbedingung u(0,t) = u(L,t) fir alle ¢
ergibt
v(0) =b, (L) =asin(vVAL) + bcos(VAL) = b.

Die Randbedingung 2%(0,t) = 2%(L, t) fiir alle ¢ ergibt
V'(0) = aV', V(L) = avicos(VAL) — bV Asin(VAL) = aV/A.

Insgesamt erhalten wir

cos(VAL) —sin(vAL) (a\ _ [a
<sin(\/XL) cos(vV/AL) ) (b) N (b) '
Die Matrix auf der rechten Seite beschreibt eine Drehung um den Winkel
VL. Falls eine nichttriviale Losung (a, b) existiert, so folgt v AL € 277 und
daher A = K mit k € N.
In all diesen Beispielen kann man die Lange L “heraushoren”; d.h. L kann

2 .
aus dem Spektrum von —% bestimmt werden.

3 Die schwingende Membran

Sei © C R? offen und beschrinkt und sei der Rand 0€) stiickweise glatt. Eine
am Rand von () fest eingespannte Membran wird durch eine Funktion w:
2 x R — R beschrieben, welche die Wellengleichung

0%y

T
YT T

mit den Dirichlet-Randbedingungen u|sn = 0 16st. Hier ist A der Laplace-
Operator

2 82

— —.
i=1 O;

A =

Wenn wir wieder die Methode der Separation der Variablen benutzen, redu-
ziert sich die Wellengleichung zu

Av =)\



mit A € R. Die explizite Berechnung der Eigenwerte von A auf einer belie-
bigen Teilmenge 2 C R? wie oben ist im allgemeinen schwierig. Wir werden
uns in dieser Vorlesung unter anderem mit Abschétzungen dieser Eigenwerte
beschéftigen.

Ein Beispiel, in dem man die Eigenwerte explizit bestimmen kann, ist das
Rechteck ©Q = (0, L) x (0, Ly). Wir benutzen jetzt den Separationsansatz

v(x1, 22) = wy(x)ws(xs)

und erhalten

wi(zy) | wy(ws)

=\
U)l(ZL'l) wg(x2)

und daher
wi(z) wy(z)
wl(xl) ’LUQ(.IQ) '

Da die linke Seite nur von x; und die rechte Seite nur von x5 abhéngt, sind
beide Seiten gleich einer Konstanten —u. Die Gleichung

wy(z1) + pwi(21) =0

mit den Randbedingungen w;(0) = 0 = wy(Ly) liefert nur im Fall g > 0 eine
nichttriviale Losung. Daher sei ab jetzt p > 0. Es folgt /i = Z—'f mit £ € N.
Ebenso liefert die Gleichung

wy (22) + (A — p)wa(wz) =0

mit den Randbedingungen ws(0) = 0 = wy(Lg) nur im Fall A — p > 0 eine
interessante Losung. Daher sei ab jetzt A > pu. Es folgt /A —pu = Z—ﬁ mit
¢ € N und daher
5= n2? w2k
B R
mit &£,/ € N. Sei L; < Ly. Dann sind der kleinste Eigenwert \; und der
zweitkleinste Eigenwert Ay von A gleich

1 1 1 4
/\1:72(_+—>7 /\2:7T2<—+—>.
L} L3 L} L3

Wir erhalten daraus

32 372
Y .
! AN — Ny P Ao — A

Die Langen des Rechtecks sind daher durch das Spektrum von A bestimmt.
Daher kann man fragen, ob das Spektrum von A bereits die Form von ()
bestimmt. Dies wollen wir im Folgenden néher untersuchen.
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4 Der Laplace-Operator auf Riemannschen Man-
nigfaltigkeiten

Sei M™ C R™* cine Untermannigfaltigkeit und sei i: M < R"** die In-
klusion. Eine Funktion f: M — R heift glatt, wenn es eine glatte Funktion
F: R — R gibt, so dass F o = f. Den Raum aller glatten Funktionen
auf M bezeichnen wir mit C*°(M). Weiter sei X(M) der Raum aller glatten
Vektorfelder auf M.

Sei f € C°°(M) und sei p € M. Sei F: R"* — R eine glatte Funktion
mit Foi = f und sei grad F'|, € R""* der Gradient von F in p. Wir definieren
den Gradienten von f in p durch

grad f1, := projr, y(grad F|,) € T,M,

wobel projy, R"** — T,M die orthogonale Projektion sei. Dies ist unab-
héngig von der Wahl von F', denn: Wihle ¢: (—¢,&) — M mit ¢(0) = p und
¢(0) =v € T,M. Dann gilt

d d
= S L Fle(t) = 2 o flet).
Da v € T,M beliebig ist und die rechte Seite nicht von der Wahl von F
abhangt, folgt die Behauptung.

Wir erhalten daher einen Operator

{projg, a(grad F,), v) = (grad F,, v)

grad: C*(M)— X(M), [ gradf
Sei M kompakt. Fir fi, fo € C°(M) sei
(o fhoan = [ Sila)fala) d ().
M

Dies definiert ein Skalarprodukt auf C*(M). Fir X;, Xy € X(M) sei

(X0 Xadoan = [ (50(0), Xalo) di' (@)

Dies definiert ein Skalarprodukt auf X(M). Weiter sind durch

[f 2y = £/ (fs ezanys (1 X z2an) = 4/ (X, X) 20y

Normen auf C*°(M) und X(M) definiert.



Der Operator grad: C*°(M) — X(M) besitzt einen (formal) adjungierten
Operator
div: X(M)— C™(M),

der wie folgt definiert ist: Sei X € X(M), p € M. Definiere
(divX)(p) :== —Spur(Y — (VyX),).
—_———
€End (T}, M)

Ist ey, ..., e, eine Orthonormalbasis von 7, M, so gilt

n

(dvX)(p) = — 3 (e Vo, X0,

=1

Lemma 4.1. Der Operator div: X(M) — C*(M) ist (formal) adjungiert zu
grad: C*(M) — X(M), d.h. fir alle X € X(M) und fir alle f € C*(M)
mat kompaktem Triger gilt

(divX, f)LQ(M) = (X, grad f)LZ(M)'
Beweis. in Kapitel 5. O
Es gilt fiir alle X,Y € X(M), f € C®(M):
1. div(X +Y) = div(X) + div(Y)
2. div(fX) = fdiv(X) — (grad f, X), denn sei p € M und ey, ..., e, eine
Orthonormalbasis von T, M

div(fX) = - Z<ez-, Ve, (fX))

= =) (e [V X — (0, £)X)
=1

= fdiv(X) — Z(ei, X){e;, grad f)

= fdiv(X) — (grad f, X).

Wir definieren den Laplace-Beltrami-Operator als
A =AM .= divgrad.

Wichtige Eigenschaften: Seien f,h € C*°(M). Dann gilt
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a) A(f+h) =Af+ Ah

b) div(fgrad h) = fAh — (grad f, grad h)

c) A(fh) = (Af)h+ (Ah)f — 2(grad f, grad )
Beweis. a) und b) sind klar. ¢) folgt aus

A(fh) = div(grad(fh)) = div(fgradh + hgrad f)
= fAh— (grad f,grad h) + hAf — (grad f, grad h).

Ausdruck von A in lokalen Koordinaten

Sei p € M und sei ¢: V' — U := B.(p) N M eine lokale Parametrisierung von
M um p mit einer offenen Teilmenge V' C R™. Wir definieren die Koordina-
tenvektorfelder 0; € X(U), i € {1,...,n} durch

d
a'L'|q = a ‘tzow(?ﬂ

Fir 7,5 € {1,...,n} definieren wir die Koeffizienten der Metrik durch
gii - U—=R, gii(q) = (ilg, jq)-

“Hq) +tE;).

Die Eintrage der inversen Matrix (Qw) bezeichnen wir mit ¢¥. Fiir 4, j, k €
{1,...,n} definieren wir die Christoffel- Symbole I'Y: U — R durch die Glei-
Chung

Va,0; —Zrkak

Es folgt fiir alle i, j, k:

1 n
Ffj ) Z gkm(aigjm + 0jGim — Om8ij) = Ffz

Seien &', ..., &" U — R, so dass grad f = 37", £70; auf U. Dann gilt

0;f = (grad £, 0; Zf 20 =Y &g,
j=1
Es folgt fiir alle j: &/ =37 | ¢”0;f und daher

grad f = > (g70:f)0

1,5=1
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Sei nun ey, ..., e, eine Orthonormalbasis von 7, M. Dann gibt es eine inver-
tierbare Matrix A = (a;;);; € GL(n,R), so dass fiir alle i € {1,...,n} gilt

n

0Z-|q = Z Q)€

k=1

Es folgt fiir alle ,j € {1,....,n}

9ij = Z aixje(€r, er) = Zaikajk = <AAT>U'

k(=1 k=1
Wir schreiben A~ = (b;;),;. Es folgt fiir alle k: e, = >, breOyly. Sei nun
C € End(7,M). Dann gilt

n

Spur(C) = Z(ei,Cei>

i=1
— Z birbie{Ok|q, COulq)
ik f=1
— Z(AiTAfl)ké<ak|qacaflq>
k=1
= ngz<ak|q7caf|Q>‘
k(=1

Beispielsweise folgt daraus fiir jedes X € X(M) auf U:

div(X) = = Y g"(0;, Vo, X).

ij=1

Seien nun &, ..., &, U — R, s0 dass X = 377 | £70; auf U. Dann folgt

div(X) = — Y ¢9(0, Vs, ("))

ijk 1

= = Y 000+ €900
i,5,k=1

= = > g7, = D g7 g
ij,k=1 i,k =1

= —Y ¢ - Erksk
i=1 i,k=1
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Insbesondere fiir X = grad f und & = .7 | ¢¥0; f erhalten wir mit

n n n
0=0k Z 9“9 = Z(akgw)ger + Z 9" Orger
—1 —1 =1

zunachst .
Okg’ ==Y 9" g Orger
r,s=1

und daraus (summiere iiber alle doppelten Indizes)

9 = (3 gki)akf + g 0,0 f
= kr Zs(a grS)akf + gkla akf
= ’“‘ 9°((V0,0r,05) + 0y, V,05)) 0k f + 9" 001 f
= g’“’"g”FWges@kf 9" 9 T 96Ok f + g7 0,0k f
= —g"TL0uf — §°TEOf + g" 0,0k f.

Auf U C M gilt daher

= G900, f + > g'ThokS. (2)

ij=1 i k=1

In der Literatur findet man auch folgenden Ausdruck von A auf U:

Af = 9i(\/det(g)g” 0; f).
f \/FZ]ZI € g jf)

Mit Hilfe der Produktregel rechnet man nach, dass dieser Ausdruck mit (2)
iibereinstimmt. Fiir die Ableitung der Determinante verwendet man dabei
die folgende Aussage:

Lemma 4.2 ([3|). Seit — g(t) eine differenzierbare Kurve von invertierba-
ren n X n-Matrizen. Dann gilt

d d
adet( g) = det(g)Spur(g %g)

Beispiel 4.3. Sei M = R"™. Als lokale Parametrisierung kénnen wir dann
Y = idgn wdhlen. Weiter gilt in jedem Punkt von R™, dass g;; = 0;; fir alle
1,7. Daher gilt Ffj =0 fiir alle 1,7, k. Es folgt

n an

=1 ?
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Ausdruck von A in lokalen Orthonormalrahmen

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n. Dann gibt es
zu jedem p € M eine offene Umgebung U von p in M, so dass auf U ein lo-
kaler Orthononormalrahmen existiert. Ein solcher besteht aus Vektorfeldern
€1, ...y €n, S0 dass in jedem x € U die Vektoren ey, ..., €,], eine Orthonor-
malbasis von T, M bilden, d.h. in jedem x € U gilt

9(€ils, €5]a) = dij.
Ist f € C°°(M), so folgt fiir alle x € U

n

grad fl, = Z(gradﬂz’ eilz)eil. = Z(aeif”:cei’:v'

i=1 i=1

Nach Definition der Divergenz folgt

Af = —_Z (ei, Ve (De, fex))

n

Y Ot Dlene) - Y Ou)en Vo)

ik=1 ik=1

= —Zaezaelf‘i‘ Z f Veze’L?ek)

i,k=1

- _Zanaeler Z (Ve.ei grad f). (3)

i,k=1

5 Integralformeln

Satz 5.1 (Stokes). Sei M orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit
Rand OM. Sei w eine stetig differenzierbare (n — 1)-Form auf M mit kom-
paktem Triger und sei i OM — M die Inklusion. Dann gilt

/ dw —/ iw
M oM
Beweis. siche z.B. [9], [8]. O

Satz 5.2 (Divergenzsatz von GauR). Sei M wie oben, nicht notwendig ori-
entiert, sei v das duflere Einheits-Normalenfeld des Randes. Dann gilt fir
alle X € X(M) =T'(TM) mit kompaktem Trager

- [ aveo et = [ ae,
M oM
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wobei M := M \ OM.

Beweis mit Hilfe von 5.1. Sei M orientiert. Sei p € OM. Sei ey, ...,e, ein
positiv orientierter Orthonormalrahmen von T'M definiert auf einer offenen
Umgebung U C M von p, so dass e; = v auf U gelte. Das Volumenmaf
der Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, (.,.)) ist auf U gegeben durch die
n-Form

dp™ =vol = e} A ... Ne,

Das Volumenmaf der Riemannschen Mannigfaltigkeit (OM, (.,.)) ist auf U
gegeben durch die (n — 1)-Form

dp®™ = area = vol(v,.) = e A ... A el

Sei X € X(M) gegeben und seien X7, ..., X,,_1 € X(M). Setze
(.U(Xl, ...,anl) = VOI(X, X17 couy anl)-

Dann ist w eine (n — 1)-Form auf M.

Behauptung: dw = —div(X)vol.

Beweis: Es reicht, wenn wir iiberpriifen: Fiir alle p € M und fiir alle
Vektorfelder Xy, ..., X,, € X(M) mit

L. Xi(p), ..., Xn(p) positiv orientierte Orthonormalbasis von T, M
2. VxXi[,=0firi=1,...n
gilt dw(Xy, ..., Xp)|p, = —div(X)vol(Xy, ..., X;,)|,. Wegen
[Xi, Xllp = Vx, Xjlp — Vi, Xilp, = 0

und nach Definition von d gilt

n

dw(Xy, ... X)), = Z(— YOk, w(X1, ooy X o X,

+Z D) w([X5, X5), X1y ooy Xy ooy Xy oo X))o

1<J
n

= > (=1 oy vol(X, X1, ., Xiy ooy X

=1

Fiir alle Y, Y7, ..., Y, € X(M) gilt nun

Vyvol(Yy,....Y, Zvol Vi, .Y, Vy Y, Y, L Y.

12



Es folgt

n

do(X1, o Xo)lp = D (1) vol(Vx, X, X1, o, Xy, o, X)),
=1

= Z (_1)Z+1<VX1X7 Xk>V01(Xk7 X17 EE) 55@'7 EEE) Xn)‘P
i,k=1

= ) (—1D)"NHVx X, X)) (=1) T vol(Xy, ..., X,
=1

= —div(X)vol(Xy, ..., Xy)]p-
Wir haben somit gezeigt, dass
dw = —div(X)vol = —div(X) du™.

Die Differentialform i*w ist eine (n—1)-Form auf 9 M. Seien nun Xy, ..., X,,_1 €

X(OM)

Fw(Xy, ey Xno1) = w(Xq, ey Xno1)
= vol(X, X1, .., Xp_1)
= vol((X,v)v, X1, ..., Xp_1)
= (X, V) dp®™ (X1, ..., X 1).

Die Behauptung folgt fiir den Fall, dass M orientiert ist. Falls M nicht ori-
entiert ist, sei M die orientierte Uberlagerungsmannigfaltigkeit. Dann gilt

1 ~
— / div(X)dp" = —= / div(X) du™
M 2 Jar
1

= _/ <)’zag>dﬂ’aﬁ
2 Jont

= / (X, v) du®M.
oM

Korollar 5.3. Ist M kompakt ohne Rand, so gilt fir alle X € X(M)

/ div(X) du™ = 0.
M

Zum Beweis von Lemma 4.1 zeigen wir nun folgendes Lemma.

13



Lemma 5.4. Se: M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand OM, sei
M :=M\0OM. Sei X € X(M), f € C®°(M) und es gelte

1. supp(f) € M und supp(f) kompakt oder
2. supp(X) C M und supp(X) kompakt.
Dann gilt

/M div(X) dp™ = / (X, grad f) du™.

M
Beweis. Setze Y := fX. Dann ist Y|gy = 0. Nach dem Satz von Gauf folgt

0 = /E)M<Y,y>duaM
= —/Mdiv(Y)d,uM
= — /M div(fX)du™

= / (grad f, X)) dp™ —/ fdiv(X) dp™.
M M
[l
Satz 5.5 (Greensche Formeln). Sei M kompakt mit Rand OM, f € C*(M),
h € CY(M). a) Dann gilt

/(hAf — (grad f,grad h)) dp™ = — /aM ho, f du®™ .

M
b) Falls sogar h € C*(M) ist, gilt

/ (hAf — fAR) dp™ = — / (hd, f — fO,h) du®™.

M oM

Beweis. b) folgt aus a) durch Vertauschen der Rollen von f und h. Nun zu
a): Sei X = hgrad f. Dann folgt

div(X) = —(grad f,grad h) + hAf
und daher

_/div(X) dpM = /M(hAf— (grad f, grad h)) dp™.

M
Andererseits folgt mit dem Satz von Gauf

— / div(X) dp™ = / (X, v)du®™ = / ho, f du’™.
M oM oM
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6 Eigenwertprobleme
Wir unterscheiden folgende Probleme:

1. Dirichlet-Eigenwertproblem: Sei M eine zusammenhingende und kom-
pakte Mannigfalti_gkeit mit Rand OM # (). Finde alle A € R und alle
p € C?*(M)NC°(M), so dass ¢ #Z 0 und Ay = Mg auf M und ¢|gsps = 0.

2. Neumann-Eigenwertproblem: Sei M wie oben. Finde alle A € R und
alle ¢ € C?*(M) N C°M), so dass ¢ Z 0 und Ap = Ay auf M und
O, =0 auf OM.

3. geschlossenes Eigenwertproblem: Sei M eine kompakte Mannigfaltig-
keit ohne Rand (geschlossene Mannigfaltigkeit). Finde alle A € R und
alle ¢ € C%(M), so dass ¢ Z 0 und Ay = \p auf M.

Sei A € R. In den ersten beiden Féllen schreiben wir
Ey\ = {p € C*(M)N C°(M)|Ap = A und Randbedingungen }

im dritten Fall
By = {p € C*(M)|Ap = Ap}.

Gilt Ey # {0}, so heifit A ein Eigenwert, F) heifst der zugehorige Eigenraum,
und die Elemente von F) heifsen Eigenfunktionen.

Lemma 6.1. Seien @1,y Eigenfunktionen zu den Figenwerten A; # As.

Dann gilt
/ iz dp = 0.
M

Beweis. Es gilt

/ 10y dp™ = Ny / P12 dp™, / 2y dpM =\ / 102 du™
M M M M

und daher mit den Greenschen Formeln

(A1 — /\2)/ P12 d#M / (P21 — p1Ayps) dMM
M M

= / (—20u01 + ©10,92) dﬂaM
oM
=0

in allen drei Problemen. ]
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Lemma 6.2. Fir alle Eigenwerte A\ gilt
1. A>0

2. X = 0 genau dann, wenn die zugehorigen Figenfunktionen lokal kon-
stant sind.

Beweis. Es gilt

A/ o dp = /s@AwduM
M M
—_—

>0

= / (grad ¢, grad @) dp™" — / 0Oy dp™ .
Jm oM

- v

g g

>0 =0

Es folgt A > 0. Weiter sieht man: A = 0 genau dann, wenn ¢ lokal konstant
ist. [

Satz 6.3. In jedem der drei Figenwertprobleme gilt folgendes
1. Die Figenwerte bilden eine diskrete abzihlbare unbeschrankte Teilmenge

in R:

2. Fiir jeden Eigenwert A gilt dim E) < oo.

3. Fir jeden Eigenwert A gilt Ex C C* (M), d.h. die Eigenfunktionen sind
glatt und konnen auf ganz M definiert werden.

4. Die direkte Summe aller Eigenriume ®32, Ey, ist dicht in C°(M) beziig-
lich der C°-Topologie und damit insbesondere dicht in L*(M) beziiglich
der L*-Norm.

Der Hilbert-Raum L?(M) besitzt also eine Hilbert-Raum-Orthonormalbasis
aus Eigenfunktionen.

Beweis. siehe z.B. [1] fiir Gebiete in R™. O

Beispiel 6.4. 1. Sei L > 0 und sei M = [0, L]. Mit Dirichlet-Randbedin-
gungen sind die Eigenwerte und Figenfunktionen von A gegeben durch

- .
Aj:(%>, goj:sin(%.), j=12,..
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Aus der Fourier-Analysis oder aus dem letzten Satz ist bekannt, dass
®721Ryp; dicht in

{f € C°(M)|f(0) = f(L) =0}
beziiglich der C°-Norm ist.

2. Sei L > 0 und sei M = R/LZ = S} ein Kreis mit Umfang L. Der
Figenwert A\g = 0 hat die Vielfachheit mult(0) = 1, die zugehdrigen
Figenfunktionen sind die konstanten Funktionen. Fir j = 1,2, ... erhdlt
man

Aj = (?)2, mult();) =2

mit den Figenfunktionen

@i(zr) = sin (27;‘jx), ©;(z) = cos (27;7:5)

Aus dem Satz folgt, dass

Reo & @R%‘ ® @R%’
j=1 j=1

dicht in L*(S}) beziiglich der L*-Norm ist.

Satz 6.5 (Stone-Weierstrass). Sei M ein kompakter topologischer Raum.
Fine Unteralgebra A C C>®(M,K), wobei K = R oder C ist, ist dicht in
C°(M,K), falls die drei folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. A enthdlt konstante Funktionen, d.h. 1 € A,
2. feA=feA, fallsK=C,

3. A trennt Punkte, d.h. fir alle x,y € M mit x # y gibt es ein f € A
mat f(x) # f(y)-

Beweis. siehe [6], 7.3.1. O

Beispiel 6.6. Flache Tori: Sei I' C R™ eine Untergruppe von R", die diskret
und isomorph zu Z" ist, ein sogenanntes Gitter. Der Quotient R™/T" mit der
Quotiententopologie ist kompakt und tragt die Struktur einer Mannigfaltig-
keit. Die euklidische Metrik auf R™ induziert eine riemannsche Metrik g auf
R™/T'. Das Paar (R"/T, g) heifst der flache Torus zum Gitter T".
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Es gibt eine Basis (by, ..., b,) von R", so dass

I'= { Zajbj|a1’ ey Ay € Z}
j=1

Sei (b7, ..., b)) die dazu duale Basis von R™, d.h. fiir alle i, j gelte (b, b;) = ;.
Das zu ' duale Gitter ist definiert durch

"= {Zajbﬂal, ey € Z} —{z Ry ET: (z,7) € Z}.
7j=1

Satz 6.7. Der Laplace-Operator hat auf R" /T das Spektrum
{4n*|y*] v € T}
und ein Figenwert X hat die Multiplizitdt
mult(\) = #{y € T*[A = 42},
insbesondere mult(0) = 1 und mult(\) gerade, falls A > 0.

Beweis. a) Wir komplexifizieren
A: C®(M,R)— C*(M,R)

und erhalten

Ac: C%(M,C)— C%(M,C),

definiert durch Ac(u + iv) := Au + iAwv.
b) Fiir jedes v € I'* definieren wir die Funktion

i R"=C, f(x):= errilva),

Die Funktionen f, sind I'-periodisch, und daher existieren Funktionen

F,: R"/I'-C,
so dass
R™ Al C
R™/T
kommutiert.

18



c) Sei ey, ..., e, die Standardbasis von R". Fiir jedes v € I'* gilt

(AcFy)om = Ac(Fyom)
= A(Cf'y

- 82 2mi(y,x
_ _Z(axj)2€ (v,z)

j=1

- a : Ty, T
= = 5wl )
j=1

= Z47T2<7,€j><% ej) fy
j=1

= 4IPS,
— 4|y|?Fy o

und daher AcF, = 472||v|]*F,.
d) Wir zeigen, dass (F,|y € I'*) eine orthogonale Familie ist. Seien dazu
Y1 # 72 € I'*. Dann gilt

(E,,F,,) = / @) Fy(2) du
R" /T

_ / o (b oo b ) Py (bt + o+ £ab)| det(br, oo )| dtr.
[0,1]"

_ / exp <2m'<72 . Ztim) | det(br, ..., by)|dty...dt
[0,1]" i=1

Es gibt ein ¢ mit (yo — v,b;) # 0, 0.E. i = 1. Es folgt

=0
A
7~ ™~

1
(nyl, F’YQ) = / e?wit1<’72—'yl,bl>dt1
0

X / exp (27’(’@(’72 — V1, Z tlbz>> | det(bl, ceey bn)|dt2dtn,
[0,1]~1 i=2

und daher gilt fiir v, # 72, dass (F,,, F,,) = 0 ist und insbesondere F,,, F.,
linear unabhéngig sind.

e) Da fiir alle yy,v2 € I'* gilt ., F,, = F, 4+,, ist A := ®,cp-CF, eine
Unteralgebra von C°(R"/T, C). Offensichtlich enthilt A konstante Funktio-
nen. Da fiir alle v € I'* gilt FW = F_,, ist A abgeschlossen unter komplexer
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Konjugation. Weiterhin trennt A Punkte, denn seien z #€ R"/I". Dann gibt

es ty,...,t, € R, so dass
Yy—Tr = thbj,
j=1

und so dass nicht alle ¢; ganze Zahlen sind. Wéhle ein j mit ¢; ¢ Z. Dann
gilt

Fy: () - .
J — €2m<bj Y=T) _ 627rztj 1.
Fy: () ?
Nach Satz 6.5 ist A dicht in C°(R"/T, C). Daher gibt es keine weiteren Ei-
genfunktionen von A. O

Wir fragen nun, ob das Spektrum von A den flachen Torus bis auf Isome-
trie bestimmt. Hierbei sind zwei flache Tori R"/T'; und R"/I"y genau dann
isometrisch, wenn es eine Isometrie A: R" — R™ gibt, so dass A(I';) = 'y
gilt.

Im Fall n = 1 lautet die Antwort auf obige Frage “Ja”, denn wie wir

bereits gesehen haben, hat A auf S} = R/LZ das Spektrum {4TE |k € Z}.

Satz 6.8. Flache Tori der Dimension 2 mit demselben Spektrum von A sind
1sometrisch.

Beweis. Sei I' C R? ein Gitter. Wir rekonstruieren I'* und somit I' aus dem
Spektrum wie folgt

1. Rekonstruiere die Lénge des ersten Basisvektors.
2. Rekonstruiere die Lange des zweiten Basisvektors.
3. Rekonstruiere den Winkel zwischen diesen.
Dies geschieht in den folgenden beiden Lemmata. O]

Definition 6.9. Fin Vektor v € I'* heifit primitiv, falls fir alle k € Z und
fir alle v € T mit kv =~ folgt, dass k = +1 gilt.

Lemma 6.10. Zu jedem primitiven Vektor v € I'* gibt es einen primitiven
Vektor v € T, so dass I'* = Zry & 7.

Beweis. Sei by, bl eine Basis von I'*. Dann gibt es 7,5 € Z, so dass 7 =
rb} + sb3. Da v primitiv ist, sind 7, s teilerfremd. Daher existieren k, ¢ € Z,

so dass rk + s = 1, d.h.
r —/
det (S 1 ) =1#0
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Setzt man daher ¥ := —/¢b] + kb, so sind ~,7 linear unabhéngig und wegen
rk +fs =1 sind k, ¢ teilerfremd, d.h. 7 ist primitiv. n

Zu Schritt 1: Wéhle ein vy € I'* \ {0} mit kiirzester Lénge. Dann ist v,
primitiv. Nach dem Lemma gibt es ein primitives 71, so dass ['* = Z~, @ Z;.
Indem wir gegebenenfalls die Rollen von vy,7; vertauschen oder v; durch
—~1 ersetzen, konnen wir annehmen, dass

0< —(F,m) <l < 17l
Lemma 6.11. Unter dieser Voraussetzung gilt:
1. Fir alle a,b € Z\ {0} gilt ||ay, + byl > |71 + 7|
2. Falls fir a,b € Z\ {0} Gleichheit gilt, so folgt |a| = |b| = 1.

3. Falls fir a,b € Z \ {0} Gleichheit gilt und zusdtzlich (y1,71) # 0, so
folgt a =b=1 oder a =b=—1.

Beweis. Zu 1: Angenommen, es gébe a,b € Z \ {0}, so dass

I

la%1 4+ bn|)* < |y + >

Es folgt
a[Aal* = 2ab (71, )| + 0 l® < llvll? = 206y, A | + 1Al
und daher
(@® = AP + (0* = Dllnl* < 2(ad — 1| (v, 7). (4)
Nach Voraussetzung ist
(@® = Dlnl® < (@® = DR
und daher
(@® = DIFZ + @ = 1[Il

<
< 2(ab = D[{m, M)
< 2(Jabl — 1)l ]*

Es folgt (|a| — |b])? < 0, ein Widerspruch.

Zu 2: Analog zu oben erhilt man (|a| — [b])* < 0.

Zu 3: Wegen (7y1,71) # 0 folgt aus (4), dass ab > 0 gilt. Daher kénnen
wir in den folgenden Abschétzungen |ab| durch ab ersetzen. O

(a + 07 = 2)[I7
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Zu Schritt 2: Wahle einen kiirzesten Vektor 7, in I' \ Zv;. Dann ist 7
primitiv und von der Form v, = a¥; + by; mit a,b € Z. Nach dem Lemma
folgt

Y2 € {71, =Y, +M,—71 — "}

Zu Schritt 3: Die Lange des kiirzesten Vektors in I'\ (Z~; UZ~2) bestimmt
den Winkel.

7 Minimax-Prinzipien

Sei M zusammenhingend und kompakt mit glattem Rand OM, wobei OM =
() moglich ist. Seien

die Eigenwerte von A auf M fiir eines der Eigenwert-Probleme (Dirichlet,
Neumann, geschlossen). Alle Eigenwerte werden mit ihrer Multiplizitdt wie-
derholt. Sei B eine der Randbedingungen von oben. Wir verwenden die
Sprechweise

f Eigenfunktion zum Eigenwert A

<= [ Eigenvektor von A zum Eigenwert A\ mit Randbedingung B
und die Bezeichnung
CX(M) = {p € C®(M)|p erfiillt B}.
Wir definieren nun
Q: CF(M)xCFM)—=R, Qf h) = (Afh).
@ ist bilinear, symmetrisch und positiv semidefinit.

Satz 7.1 (Rayleigh). Sei 1, s, ... eine L2—Orth0@malbasis aus Eigenfunk-

tionen zu den Eigenwerten A\, Ag, .... Sei f € CF (M), f #0, und sei k € N,
so dass fir alle j € {1,....,k — 1} gilt (f,p;) = 0. Dann gilt

Qf, f)
A .
ST

Es qilt Gleichheit genau dann, wenn f eine Eigenfunktion zum Figenwert Ay
15t.
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Beweis. a) Schreibe f =) 7 ajp;, wobei a; = (f, ;). Es gilt

1£172 = )Y - aias(pin ) = > ol
1=1 j=1 j=1
Sei nun ay = ... = ap_1 = 0. Es folgt fiir alle £ > k

l y4
0 < Q(f—zai%,f—zaj%')
= — 22 Oé] 90], ‘|‘ Z aza] 9017 SDJ

g jay b=l =\

J4
= Q(faf) _Z)\ja?
=k

und deshalb . .
QUL ) =D Nad = MY af = Al fll7e
j=k j=k

b) Gilt Q(f, ) = AxllfI|7:, so folgt

o0 [e.9]

2 _ 2
D_Aiaf =)o
j=k i=k

Fiir jedes j mit A\; > Ay ist daher a; = 0. Sei nun ¢ > k, so dass
A = )‘k—i-l =..=N< /\g+1.

Dann ist f = Zf:k ajp; und daher Af = A\ f.
¢) Sei umgekehrt Af = X\, f. Dann folgt sofort Q(f, f) = Xellf|32- ]

Satz 7.2 (Min-Max-Prinzip). Fir jedes k € N gilt
QU Sf)

min ma.
chOO(M) revi\{o} HfH

dim V'

Ak =
Sei V. C C%(M) ein Untervektorraum der Dimension k und sei f €

V'\ {0}. Dann gilt fiir jedes a > 0:

Qaf.af) _ QU 1)
lofl. ~ T/
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Es folgt
QU f) QUf. )
max ————> = max ——o—",
rev\or || fII3.  revilifle=t || f]3
und da {f € V||| f||zz = 1} kompakt ist, wird das Maximum angenommen.
Mit dem Minimax-Prinzip kann man die Eigenwerte beschreiben, ohne die

Eigenfunktionen zu kennen.

Beweis. a) Sei V C C$(M) ein Untervektorraum der Dimension k und sei
W =V nspan{py, ..., on_1}"

Dann ist dim W > 1, und daher existiert ein fyr € W mit fir £ 0. Weiter
gilt fiir alle j € {1,...,k — 1}, dass (fw, ;) = 0. Nach Satz 7.1 folgt

QUfw, fw)

MNe S =g
fwll72

und daher
. Q. f)
inf  max —-—=—.
Vo () reviioy || fI72

dim V=

A <

b) Sei Vp := span{¢1, ..., o} und sei f € V5 \ {0}, f = Zle a;p;. Es folgt

k k k
QUL ) =D aiciQpi ) = D hia} <\ > af = Ml fl172
=1 =1

2,j=1

und daher
QU 1) _

max ————

revoN{oy || I3, —
Wegen dim V) = k wird das Infimum in der letzten Ungleichung in Teil a)
angenommen und ist gleich A. O]

Satz 7.3 (Max-Min-Prinzip). Fir jedes k € N gilt

e Q0D
VCOF (M) feCy (R)\{0} ||f||L2
dim V=k—1 fLiv

Bemerkung 7.4. Aus dem Sobolevschen Einbettungssatz folgt, dass das In-
fimum angenommen wird.
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Beweis. a) Sei V C O (M) ein Untervektorraum der Dimension k& — 1 und
sei

W :=span{py, ..., o} NV
Dann ist dim W > 1 und daher existiert ein fo € W\ {0}. Wir schreiben
fo= Z _, a;;. Es folgt

k k
Q(fo, fo) = Z Qi Qi ) = > ol <\ Y af = Ml foll3:
=1 =1

i,j=1

und daher
QUL f) _
sup in
VCCOO(M) fecoo(]w)\{o} ||f||L2
dim Vb1 fl

b) Sei Vj := span{¢1, ..., px_1}. Dann folgt nach Satz 7.1

Q(f, f)

A < in
recxr@nop |17

Wegen dim Vy = k — 1 wird das Supremum in der letzten Ungleichung in Teil
a) angenommen und ist gleich Ay. ]

8 Knotengebiete

Definition 8.1. Sei f: M — R glatt. Dann heifst f~1(0) Knotenmenge von
f. Die Zusammenhangskomponenten von M \ f~1(0) nennt man Knotenge-
biete.

Die Menge f~1(0) ist abgeschlossen. Aufierdem benutzen wir ohne Beweis
die folgende Aussage: Falls f eine Eigenfunktion zu einem Wert A # 0 ist,
dann ist das Innere der Menge f~'(0) leer. Diese Aussage gilt auch, wenn
A =0 ist und M zusammenhéngend ist.

Satz 8.2 (Courantscher Knotengebietssatz). Sei M eine kompakte zusam-
menhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand OM , wobei eventuell
OM = (). Seien 0 < \; < Xy < ... die Dirirchlet-Eigenwerte und @1, @, ... die
zugehorigen Eigenvektoren. Dann hat @y hochstens k Knotengebiete.

Beispiel 8.3. Sei M = [0, L]. Dann gilt A\, = L2 > und gy(z) = sin(ZEL) fir
alle k > 1. Man sieht, dass ¢ genau k Knotengebiete hat.

Korollar 8.4. ¢, hat genau ein Knotengebiet, d.h. es gilt 1 > 0 oder
p1 < 0.
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Sei nun 0.B.d. A. ¢; > 0 und sei ¢y, @s, ... eine L2-Orthononormalbasis
aus Eigenvektoren. Falls fiir ein k£ > 2 gilt ¢ > 0, so ist

0= [ prpndV > 0 oder o7 (R {0}) N (R {0)) =D,
M
Im ersten Fall ergibt sich ein Widerspruch, im zweiten Fall folgt

P11 (0) U (0) = M

und daher M \ ¢7'(0) C ¢, '(0). Jedoch ist M \ ¢;'(0) offen. Es folgt M \
©7(0) = 0 und daher ¢; = 0. Auch dies ist ein Widerspruch. Wir haben
daher folgendes gezeigt.

Korollar 8.5. Sei k > 2. Dann ezistieren x1,x9 € M, so dass px(z1) <0 <
or(x2), d. h. @ wechselt das Vorzeichen.

Weiter erhalten wir folgendes Korollar.
Korollar 8.6. Es gilt \{ < \s.

Beweis. Sonst wire ¢, eine Eigenfunktion zum Eigenwert \; und daher g >
0 oder ¢y < 0. O

Nun zum Beweis des Knotengebietssatzes. Sei M eine Riemannsche Man-
nigfaltigkeit und sei Q2 C M offen. Sei C2°(€2) der Raum der glatten Funk-
tionen mit kompaktem Trager in €).

Definition 8.7. Der Grundton von () ist definiert als
QU )

A(Q) = in .
0= o 20 TS

Lemma 8.8. Ist Q zusammenhdingend, beschrinkt und mit glattem Rand OS2,
s0 ist \*(QY) der kleinste Dirichlet-Eigenwert von §).

Beweis. Zeige zunédchst \(2) < A*(€2). Nach dem Max-Min-Prinzip 7.3 gilt
fiir den kleinsten Dirichlet-Eigenwert

@ - w QU

inf s
recg@.r20 || f117,

Wegen C°(Q) C CF () folgt A\ () < A (Q).

Zeige nun A\;(2) > A*(2). Man kann die Beweisidee kurz folgendermafsen
zusammenfassen. Wir definieren auf C'%(€2) die Norm

Iflle =V QU )+ [ f]lr2
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und bezeichnen mit Hy(2) die Vervollstdndigung von C3(2) beziiglich der
Norm ||.||. Dann ist C2°(€2) dicht in Hy(2) und die Abbildung

WQWWMWM%fHHME

hat eine stetige Fortsetzung Hy(Q2) \ {0} — R.
Wir geben aber jetzt einen ausfiihrlichen Beweis der Abschitzung. Sei
e > 0. Wir wihlen eine glatte Funktion ¢.: R — [0, 1] mit

I, t>e 3 ..
w:(t) = { 0, t<: und [pl(t)] < g fiir alle ¢.

Definiere nun

pe i Q=R p(z) = p(d(z,00)).

Hierbei bezeichnet d(x,02) den Riemannschen Abstand zwischen x und 0.
Die Funktion = +— d(z,09) ist glatt, falls z nahe genug an 02 liegt, da 0<
nach Voraussetzung glatt ist. Daher ist die Funktion p. glatt, falls € > 0 klein
genug ist. In diesem Fall gilt | grad p.(x)| = |¢L(z)| fiir alle z € Q.

Sei nun 6 > 0 und sei f € OF () mit

Q(f, f)
1F11Z2

Zum Beispiel kann man f = ¢; wéhlen. Sei nun

<\(Q) +0.

U.(0Q) = {x € Q|d(x,00) < €}.

Setze h. = p.f € C°(€). Wir benutzen, dass fiir alle a,b € R gilt (a + b)? <
2a? + 2b% und folgern

IAelaX (@) < Qherhe) = [ erad i av

= /]fgradp5+,0€gradf]2d\/
0

= / |fgradp€+p5gradf|2dv+/ | grad f|*dV
U=(09) 0

\Ue(69)

< 2/ |fgradp5\2dV+2/ pz\gradf|2d\/
U.(69) U=(89)

+ / | grad f|*dV
Q\U:(99)

< 2/ |fgradp6|2d\/+/ |gradf|2dV—|—/|gradf|2dV.
U.(69) Ue(99) Q
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Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass p? < 1 gilt. Der dritte Term auf
der rechten Seite ist gleich Q(f, f). Wir zeigen im Folgenden, dass die ersten
beiden Terme gegen 0 gehen fiir ¢ — 0.

Um den ersten Term abzuschétzen, bemerken wir zunéchst

9
/ |/ grad p.[?dV < = f2av.
U:(09) €% JU(80)

Wir wihlen dann auf U, (092) lokale Koordinaten (r, y), wobei r(x) = d(z, 092)
und y: U.(9Q) — R"~! dazu transversale Koordinaten seien. Dann gilt

)
f(ry) :/0 a—‘:(s,y)ds

und daher [f(r,y)| < || grad f[|r7, wobei wir fiir ein stetiges Vektorfeld X
auf (2 definieren
| X || e == sup | X (p)].
peQ
Es folgt

9
/ feradp.[?dV < =
Ue(89) €% Ju.(69)

< 9l grad £ vol(U.(0)).

I grad f|[7-e” dV

Wegen vol(U.(0f2)) < Ce geht dies gegen 0 fiir e — 0.
Um den zweiten Term abzuschatzen, bezeichnen wir mit . (ao) die cha-
rakteristische Funktion der Menge U, (952). Dann gilt

/ | grad f]Z dV = / | grad fIQXUE(aQ) dV =0
Ue(09) Q

fiir e — 0 nach dem Satz von der dominierten Konvergenz. Fiir eine Folge

(£n)nen mit £, — 0 erhélt man ndmlich eine Folge (| grad f*xv., (99))nen, die

punktweise konvergiert und durch |grad f|* € L'(Q) dominiert wird.
Insgesamt erhalten wir somit

IhellZ2A™(Q) < Q(F, £) + O(e) < (M(Q) + ) flIZ2 + O(e).

Wir bilden nun den Limes ¢ — 0 und benutzen, dass nach dem Satz von der
dominierten Konvergenz gilt lim._o || a7, = || f]|72. Es folgt

IFIZ2A(9) < (M () + 0)IIfIIZ:

und daher fiir 6 — 0 die gewiinschte Abschétzung. ]
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Lemma 8.9. Sei M eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand
und sei u eine Eigenfunktion zum Dirichlet-Eigenwert \. Sei 0 C M ein
Knotengebiet von w. Dann gilt \*(2) = A.

Beweis. a) Ist 0 ein reguldrer Wert von wu, so ist u~'(0) eine glatte Hy-

perflache. Insbesondere hat €2 einen glatten Rand. Es folgt A*(Q2) = A1(§2)

nach Lemma 8.8. Nun ist aber u|g € CF(2) eine Eigenfunktion zum Wert

A > A (92). Es folgt A*(Q) < A

b) Nun sei 0 ein singuldarer Wert von u und es sei 0.B.d. A. u > 0 auf
Q2. Nach dem Satz von Sard gibt es eine Folge (¢;);eny mit £, — 0, so dass
fir alle j gilt €; > 0 und €;4; < ¢; und so dass fiir alle j der Wert ¢; ein
reguldrer Wert von w ist. Fiir j € N definieren wir

Q; = {z € Qu(x) > ¢}

Fiir alle j gilt dann € C €;4,. Weiter ist Ujen{); = Q. Wir definieren fiir

j € N die Funktion u; :=u —¢;: @ — R. Dann gilt u;|g € CF(Q;) und
Au; = Au = du = A, + Aej.

Wegen Q; C 2 gilt A*(2) < A*(€2;). Da 052; glatt ist, diirfen wir im Folgen-
den partiell integrieren. Weiter benutzen wir Satz 7.1 und Lemma 8.8 und
erhalten

)\/ ujudV = /
Q; Q

J

ujAudV:/ ujAujdV:/Q | grad u;|* dV

J Q]

> n@) [ @av-x) [ v

J J

> )\*(Q)/ u?dv.
Q

J

Wir wollen nun den Limes j — oo bilden. Dazu benutzen wir

/ ujudV:/ u2dV—€j/ udV—>/u2dV,

J J J

fiir j — o0, da fﬂ udV fiir j — oo beschrénkt bleibt. Weiter gilt

[ ullz2@) = lujllzz) | < llu — ujill2) < g4/ vol(2) — 0

/ude—>/u2dV
0 0
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fiir j — oco. Aus der obigen Abschitzung folgt daher A > A*(2).
¢) Sei nun § > 0. Wahle f € C(Q) mit L0 < A\*(Q) + 6. Da suppf

I1£117 2
eine kompakte Teilmenge von €2 ist und u > 0 fm Inneren von gilt, ist
Up = Mingeqpps w() > 0. Fiir hinreichend grofte j ist €; < up und daher
suppf C ;. Fiir diese j gilt dann ﬁ;ﬁ’gf) > A*(€;). Es folgt mit Lemma 8.8
L2
N(Q) 46 > lim M (©) = lim A (). (5)
j—o0 j—o0

Sei v; eine Dirichlet-Eigenfunktion auf €2; zum Eigenwert A;(€2;). Auf den
Zusammenhangskomponenten, auf denen v; < 0 gilt, ersetzen wir v; durch
—v; und konnen daher annehmen, dass v; > 0 auf €; gilt. Unter Benutzung
der Dirichlet-Randbedingung und wegen u|sq, = ¢; folgt

)\/ vjudV = /vjAudV

J J

= /Q<gradvj,gradu) dV—/ v;0,udA

J 082

= /(gradvj,gradu) dv
Q,

J

= /uAvjdV—i-/ ud,v; dA
Q; 09,

J

= >\1<Q_])/ v;uU dV + gj d,vj dA

Q;

S )\1(9_]) / ;U dV.
£

Es folgt A < A\(©;) und im Limes j — oo folgt A < A*(Q2) + § wegen (5).
Fiir 0 — 0 erhalten wir die Behauptung. O]

Beweis von Satz 8.2. Angenommen, es gébe k+1 Knotengebiete G, ..., Giy1
fir die Eigenfunktion ). Nach Lemma 8.9 folgt A*(G;) = A fiir jedes j. Sei
e > 0. Fur jedes j € {1, ..., k} wéhle u; € C°(G;) mit

<N(G)) +e= N\ +e.

172
Wihle (o, ..., ax) # (0, ...,0), so dass fir f. := Zle aju; gilt
0= (1, fo) = ... = (P11, fc).
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Dies ist moglich, da die Gleichungen in der Form

(or,ur) ... (o1, up) ay 0

(r—1,u1) .. (Pr—1,uk) Qy, 0

geschrieben werden kénnen und die Matrix auf der linken Seite eine lineare
Abbildung R* — R*1 beschreibt. O.B.d. A. sei ||f.||z: = 1. Da die Triiger
der u; paarweise disjunkt sind, gilt Q(u;,u;) = 0 fiir alle j # k. Nach Satz
7.1 folgt

/\k S feafa Za Q uj7uj

< (Mte) Zaf-llujlliz =\t e)llfellze = M +e.

J=1

Wir schreiben nun

f€:90€+wea %OEEE)\;N %6 @E)\'

A> Ak

Sei X' der erste Eigenwert, der grofser als )\ ist. Dann folgt mit Satz 7.1

Mte > QUf) = /M LALAV = /M (e + Y2)A (e + 1) AV

= / (PeApe + VA + 9 A + - Ap. ) AV
M —_ =

=0 =0
= )‘kHSOEH%? + Q(¢£7¢£)
——
ST
Me(ll@=lZe + 9ell7z) + (N = M) llex 172
= M+ (N = M)l 72

Es folgt H%Hm < v — 0 fiire — 0.
Sei nun ¢ € E,, und sei (g;);en eine Folge, so dass €; — 0 und ||¢., —
©llr2 — 0 fiir 7 — oo. Dann folgt

I1fe; = @llzz = lle, — @ll72 + 1, ll7 — 0

fiir j — oo. Es gilt ||¢|| 2 = im0 || f,[|22 = 1. Da fiir alle j gilt f. |q,,, =
0, folgt ¢|q,,, = 0. Weiter gilt Ap = App. Mit dem folgenden Satz iiber
eindeutige Fortsetzung folgt ein Widerspruch. O
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Satz 8.10 (Satz tiber eindeutige Fortsetzung von Aronszajn, [2]). Sei M
eine zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit, uw € C(M) mit
Au = du. Ist Q C M offen, Q # 0 und u|qg = 0, dann gilt bereits u = 0 auf
M.

Bemerkung 8.11. Ohne Satz 8.10 kann man zeigen: Falls die Eigenfunktion
wr ¢ Knotengebiete besitzt, so folgt Ay < Ag. Insbesondere falls A\py1 > Mg,
dann folgt { < k.

9 Der Laplace-Operator auf Spharen

Sei R > 0 und S"(R) := {z € R""!|||z|| = R}. Wir definieren das Einheits-
normalenfeld

v: S"R)—R"™. y(z):=

S

Ab jetzt schreiben wir S™ := S™(R).

Proposition 9.1. Sei f € C°(R"™). Dann gilt auf S™:
AR = A (fls0) = 0,0,f — 0],

Beweis. Ergénze ey := v zu einem lokalen Orthonormal-Rahmen (eg, e, ..., €;,)
entlang S™, d.h. fiir jedes x € S™ existiert eine offene Umgebung U C S™ von
x, so dass fiir alle y € U das System (eg(y), ..., en(y)) eine Orthonormalba-
sis von R™™! ist. Dann ist fiir jedes y € U das System (e1(y), ..., e,(y)) eine
Orthononormalbasis von T,5™. Es gilt

AP = =N 0,00 + Y (VE e grad™ T ),
i=0 i=0
Asnf - - Z aeiaeif + Z<vesinei7 gradsn f>
1=1 i=1

Hierbei ist nach Definition grad®” f die Orthogonalprojektion von gradR"+1 f
auf T'S™. Es folgt fiir alle ¢ > 1:

(i, grad™” f) = (e;, grad™"" f)

und daher .
grad™ " f = (e, f)e: = (0, f)v + grad™” f.

1=0
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Fir alle 4,5 > 1 ist nach Definition Vi"ej die Orthogonalprojektion von
VE™ e, auf T'S™. Es folgt fiir alle 4, j,k > 1

€

mn n+1
(V% er) = (Ve ejen),

<v§"+1€j7 V> = 887; <€j7 y> _ <6j; v§n+ly> _ _<€j7 vR‘n+1y>.

Weiter gilt fiir alle z € S™ die Gleichung dv|,(e;) = ¢ und daher

Rn+1 1

(Ve, ej,v)= —E<€ja€z’>~

Insbesondere folgt

VE e v) = —=.
zzl< e; € ’V> R
Fiir alle t € R und fiir alle x € S™ gilt

x +tv(x) r+tr/R x

lz+tv(@)l e +tz/RI ]

und daher
n d d x + tv(z)
R+
= — t _ — _— =
Vo gile=o? @ @) = Gl o
Es folgt
A = —0,0,f = 0,0ef + (Vi v grad™ " f)
i=1
+ > (VE e grad™ f) + Y (VE e, v)0, f
i=1 =1
= ASF_9,0,f— 2
[ =00uf = 2.
und daher die Behauptung. ]

Bemerkung 9.2. Genauso zeigt man allgemein das Folgende: Sei (M, g)
eine (n + 1)-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit, gebldttert durch
eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit N. Sei H := Hv das mittlere

Krimmungsvektorfeld, wobei v ein lokales Finheitsnormalenfeld sei. Sei Y =
V. Dann gilt fir alle f € C*°(M)

AM(.ﬂN) = AN(.ﬂN) _auauf+an+naﬁf
= —(V*)(v.v) +ndgf, (6)
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wobei wir fir XY € X(M) definieren
(V2A)(X,Y) := OxOy f — vy [.
Die Zahl (V2f)(X,Y)|, hingt dann nur von den Werten von X und Y im

Punkt p sowie von f ab.

Beispiel 9.3. Es sei Py, der Raum aller homogenen Polynome vom Grad k
auf R"L. Sei p € Py.. Dann gilt fiir alle x € R"* und alle r > 0:
plrz) = r'p(z).
Wir differenzieren nach r und erhalten
0
or
Wir differenzieren noch einmal nach r und erhalten

T (vtra)) = —Eptra) + £ L (o)) = EEptra

(p(re) = kr*~p(a) = “p(ra).

Sei nun p harmonisch, d. h. A¥""' p = 0. Dann gilt

0= (A% Plowcry = AP plouiry) — pplsn — 22 p)
= P)lsn(r) = Plsn(R) 8r2p sn R@rp Sn.

Ab jetzt sei R =1 und S™ := S™(1). Dann folgt
A" (p| )—a—Ql +n£| =k(n+k—1)p|

Wir definieren )
Hy = {p € Po] A¥" p = 0}.

Die Einschrinkungsabbildung
Pr — C(S™), p+> plsn

ist injektiv. Wir schreiben Py|sn und Hg|sn fir die Bilder von Py und Hy, in
C>(S™).

Satz 9.4. Das Spektrum von S™(R) besteht aus den Figenwerten

k(n+k—1)

Ak - R2 Y

kENQ,

mit Multiplizitit {503 (n + 2k — 1).
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Bemerkung 9.5. Sei (M, g1) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei C' >
0 und g5 = Cgy. Dann gilt A% = C~1A9%. Daher ist X\ genau dann ein
A

Eigenwert von A%, wenn & ein Eigenwert von A% ist. Es geniigt daher,

Satz 9.4 fiir den Fall R =1 zu beweisen.

Lemma 9.6. Fir alle k € Ny gilt

Por = Hop @ r*Hop oD ... ©1r*H,
Popsr = Hopr1 ®r*Hor1 ® ... ©r2FH,.

Beweis. Wir benutzen Induktion iiber k. Der Fall £ = 0 ist klar, denn: Falls
p € Py oder p € Py, so gilt AR""'p =0.

Sei nun £ > 1 und die Behauptung gelte fiir £ — 1. Sei weiter m = 2k
beziehungsweise m = 2k + 1. Zu zeigen ist

P = Hom B 17°Pps.

Offensichtlich gilt P,,, D H,, ® r*P,,_s, zu zeigen bleibt “C”. Nach Beispiel
9.3 gilt
Honlsn C EY = ker(AS" — \,),

wobei A, = m(n+m—1). Dar = 1 auf S und nach Induktionsvoraussetzung
gilt

Pralsn = Hpoo|sn ® r*Hm_alsn & ... ® r**Hop|sn
C EY @®FE]  &..6 Ef:/l.
Da die ) alle verschieden sind, ist EY @ ... ® Efon/l eine direkte orthogonale

Summe. Daher ist die Summe H,,|s» @& Pp_2|sn direkt und orthogonal und
die Summe H,,, ® r?P,,_ ist direkt.

Zu zeigen bleibt P,, C H,, ® r?P,,_o. Dafiir reicht es zu zeigen, dass
Poialsn C Honlsn B Pry_z|sn gilt. Sei daher p € Py, so dass p|gn senkrecht auf
Prn_sz|gn steht. Zu zeigen ist AR p = 0 und dafiir reicht es zu zeigen, dass
(AR p)|gn = 0 gilt. Es ist (AR p)|gn € Ppu_a|s» und nach Induktionsvor-
aussetzung gilt

Pr—2|sn = Him—2|sm © Hm—a|sr @ ... & Hoy1|sn.

Es geniigt daher zu zeigen, dass fiir alle k£ > 1 und fiir alle h € H,,,_9 gilt
Jn (AR p)|guh|gn AV = 0. Nach Proposition 9.1 und Beispiel 9.3 gilt

AR plgn = A (plgn) — m(m — 1)p|gn — nmp|ga.
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Es folgt

/ (AF" ) sl AV
Sn Sn
= ook — M) / plgehlgn dV = 0
Sn

und daher die Behauptung. O

Beweis von Satz 9.4. Nach dem letzten Lemma gilt

A= (@Pk>\sn — P Hylsn € CO(5™).

k>0 k>0
A ist eine Unteralgebra mit 1 von C°(S™). Seien nun
r=(2°..,2"esS", y=0°". ,y")es"

mit x # y. Dann existiert ein 4 mit 2° # 4*. Fiir die Funktion p;: R"*! — R,
pi(x) = 2t gilt p; € Py = Hy und pi(x) # pi(y). Wir haben daher gezeigt,
dass A Punkte separiert. Nach dem Satz von Stone-Weierstrass 6.5 folgt,
dass A dicht ist in C?(S™). Daraus folgt

- g2 ——L?
P Hel, =L =EPES .

k>0 k>0

Da fiir alle k > 0 gilt Hy|sn C E, folgt daraus k > 0 gilt Hy|sn = E
fiir alle k. Wir haben gezeigt, dass die Eigenwerte genau die A\, sind mit
Multiplizitat dim H. Im Folgenden wollen wir diese Dimension berechnen.
Fiir alle & > 2 gilt

Pr =Mk © Pr—2
und daher
dim Pk — dimPk,g, k > 2
dim Py, k=0,1.

Fiir alle £ € Ny gilt dim Py, = (nzk) und daher dim H; wie behauptet. O

dimHy = {
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10 Lichnerowicz-Abschatzung

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, schreibe g = (.,.). Sei V der
Levi-Civita-Zusammenhang auf (M, g). Dann gilt fiir alle XY, Z € I'(T'M)
und fiir alle f € C*(M):

(X,)Y]=VxY - VyX, Oxyf=0x0f—0vOxf.
Fiir Vektorfelder X, Y, Z € I'(T'M) definieren wir
R(X, Y)Z =VxVyZ —VyVx7 — V[XJ/]Z € F(TM)

Der Wert (R(X,Y)Z), im Punkt p € M héngt nur von den Werten X, Y, Z,
ab. Setzen wir daher X,,Y,, 7, € T,M zu Vektorfeldern X,Y,Z € I'(T'M)
fort, so ist die Abbildung

R,: T,M xT,MxT,M—T,M, (X,,Y,,2,)~ (R(X,Y)Z),

wohldefiniert und trilinear. Sie heifst der Riemannsche Kriimmungstensor im
Punkt p. Der Ricci-Tensor ist definiert als die Spur

Ric(X,Y) :=Spur(Z — R(Z,X)Y).
Fir alle X, Y € I'(T'M) gilt Ric(X,Y) = Ric(Y, X).

Satz 10.1 (Lichnerowicz). Sei (M,g) eine kompakte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit der Dimension n und es existiere ein k > 0 so dass fiir alle
X € I(TM) gilt Ric(X, X) > k(X,X). Dann erfillt der erste positive Ei-
genwert \y von A die Ungleichung

AL >

n—1

Beispiel 10.2. Set M = S™ mit der Standardmetrik. Dann gilt fir alle
X,Y € I(TM) die Gleichung Ric(X,Y) = (n — 1)(X,Y). Wir haben im
letzten Kapitel gesehen, dass A\ = n qilt. In diesem Fall gilt in Satz 10.1
Gleichheit.

Definition 10.3. Sei f € C>*(M). Wir definieren die Hessesche im Punkt
p € M durch

Hessf]p : TpM X TpM — R, (Xp, Yb) —> (axayf)p — (vayf)p,

wobei X,Y € I'(T'M) Fortsetzungen von X, Y, zu glatten Vektorfeldern sind.
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Man rechnet nach, dass der Ausdruck auf der rechten Seite nur von X, Y,
abhéngt. Weiter berechnen wir

<VX grad f7 Y> = aX <grad f7 Y> - <grad fa VXY>
= 6X8yf - 8vxyf = Hessf|p(X, Y)

Weiter gilt
Hessf\p(X, Y) — HGSSf|p<Y, X) = 8X8yf — ayaxf — avxyfvyxf = O,
d.h. Hessf/|, ist symmetrisch.

Proposition 10.4 (Bochner-Lichnerowicz-Formel). Fir alle f € C°°(M)
qilt

—%A(| grad f|*) = [Hessf|* — (grad(Af), grad f) + Ric(grad f, grad f).

Beweis. Wiahle p € M und zeige die Gleichung in p. Wahle eine Orthonor-
malbasis von T, M und verschiebe jeden Basisvektor parallel entlang radialer
Geodatischer durch p. Erhalte dadurch einen lokalen Orthonormalrahmen
e, ..., e, auf einer offenen Umgebung U von z, so dass zusédtzlich im Punkt
p fir alle 4, j gilt: V.,e;|, = 0. Dann folgt

[ei7 ej”p = V€i6j|17 - vﬁjeih” =0.

Nach der Formel (3) fiir den Laplace-Operator in einem lokalen Orthonor-
malrahmen gilt fiir jedes X € I'(T'M) im Punkt p:

AIXP)y = =D 00, (X P) s + ) _(Veieily, grad(1X[)],)

i=1 =1

= —2 Z a€¢<V€iX7 X>|p

i=1

= = Z(2<v5iveiX7 X)p + 2||VeiX||2|p)
i=1

Weiter gilt fiir jedes X € T'(T'M) im Punkt p und fiir alle i, j, k:
<V61veg’X7 €k>|p = aei <ver7 €k>|p - <ver|p7 Veiek’p>'
——

=0

Setzt man nun X = grad f, so gilt im Punkt p fiir alle 7, j, k:
(Ve, Ve, grad f,ex)|p = (O Hessf(ei, ex))]p = (Ve, Ve, grad f, e:),
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und daher
1 n
—5A(grad [P, = D [Ve grad ],
i=1

+ Z (V.. Ve, grad f,e)(grad f, e,
i,k=1

= > (Ve grad f,e)’],
e e

L=l =Hessf(ej,e;)

+ ) (Ve Ve, grad f,e:)(0e, f)lp- (7)

ik=1
Weiter gilt fiir alle i, k:

R(eia ek‘) grad f|p = veivek grad f|p - Vekvei gra‘d f|p - \v[ei,ek} grad f|]i

=0

und daher

n

Z <veivek grad f7 ei>(a€kf> |p

ik=1

= Z <v€kv€i grad f, ei>(aekf)|p + Z <R(€i’ ek) grad f, €i><aekf>|p
ik=1 ik=1

= D (0(Ve grad £,e) (D, Nl + D Ric(ex, grad £) (e, £,
ik=1 k=1

= D (O Hessf(es, ) (0o, f)lp + Ric(grad f, grad f)],
ik=1

= D (0,20 f)lp + Ric(grad £, grad )],
k=1

Zusammen mit (7) folgt die Behauptung. O

Beweis von Satz 10.1. Integriere die Bochner-Lichnerowicz-Formel {iber M
und benutze

/MA(\ grad f|*)dV =0, /M<grad(Af),grad f)dv = /M(Af)2 dVv.
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Erhalte dann
/ (Af)*dV = / |Hessf|* dV —|—/ Ric(grad f, grad f) dV.
M M M

Seinun Af = Ay f. Nach Voraussetzung gilt fiir alle X € I'(T'M): Ric(X, X) >
k(X, X). Wir erhalten dann

)\%/ f2dv > /|Hessf|2dV+k/(gradf,gradf)dv
M M M
= /\Hessf\de+k)\1/ f*av. (8)
M M

Es gilt
Af = —Spur(Hessf) = —(Hessf, Z e; ®er),
i=1

wobel e, ..., e, ein lokaler Orthononormalrahmen ist und ej, ..., e; die dazu
dualen Felder von Linearformen. Weiter ist (.,.) auf der rechten Seite das von
g induzierte Skalarprodukt auf den symmetrischen Bilinearformen. Nach der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

n

* *
g e; ®e;

=1

2

|Af]? < |Hessf|? = n|Hessf|?.

Eingesetzt in (8) ergibt sich

)\2
A%/ deVZ—l/ f2dV+k>\1/ f2dv.
M n Jm M

Es folgt Ay > 2L + k und daher \; > k. O

11 Cheeger-Ungleichung

Sei (M, g) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit und sei 2 eine
offene und zusammenhingende Teilmenge von M, so dass £ kompakt ist.
Weiter sei der Rand von 2 glatt.

Sei f € C°(Q)NC>®(Q). Eine Zahl ¢t € R heikt ein regulirer Wert von
f, falls fiir jedes z € Q mit f(z) =t gilt: grad f|, # 0. Wir bezeichnen mit
Reg(f) C R die Menge aller reguldren Werte von f.

Nach dem Satz von Sard hat die Menge R \ Reg(f) das Maf Null. Daher
ist Reg(f) dicht in R. Da die Bedingung grad f|, # 0 eine offene Bedingung
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ist, ist Reg(f) auch offen in R. Nach dem Satz vom reguldren Wert ist fiir
jedes t € Reg(f) die Menge f~'(t) N Q eine (n — 1)-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von Q. Weiter ist f~'(¢) N Q kompakt. Es ist moglich, dass
1) NQ =0 gilt.

Seien nun a,b € R, so dass (a,b) C Reg(f) und sei ¢ty € (a,b), so dass
o) # 0. Sei X := £ auf f~1((a,b)). Sei ¢ > 0 und fiir t € (—¢,¢)

~ lgrad f|?
sei
o, M—->M
der Fluss von X, d.h. fiir alle x € M und fiir alle t € (—¢, ¢) gilt
C0a) = Xow, Bole) =
7 0u(@) = Xay@),  Dofz) = .

Wir definieren
U ) x (a,b) = M, W(q,t):= P (q).
Die Abbildung W ist eine injektive Immersion. Weiter gilt fiir alle (¢,t) €
fH(to) x (a,b)
@ (a.1)) = {arad £, X)ugen) = 1
und fiir alle g € f~1(ty):
f(¥(g, o)) = f(q) = to.

Es folgt, dass fiir alle t € (a,b) gilt f(V(q,t)) =t.

Sind ¢y, ..., ¢,—1 lokale Koordinaten auf f~1(ty), so liefert ¥ lokale Koordi-
naten qi, ..., ¢,_1,t auf f=1((a,b)) C Q. Fiir die Komponenten g,; der Metrik
gilt

o 0 1
Jut <8t’0t> (X X) | grad f|?

sowie g, = 0 fiir « = 1,...,n — 1. Insgesamt erhalten wir

e O
(glj) = <gra0 fl gfl(t)) .
Fiir die Volumenformen dV von M und dA™® von f ~1(t) folgt

1
| grad f|

dv = dAT 'O gy

Fiir t € R definieren wir
Q) :={peQl|fp)| >t}, T(t):=0Q(t)
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sowie

V(t) :=vol,(2t)), A(t) :=vol,_1(I'(2)).
Dann gilt der folgende Satz.

Satz 11.1 (Koflachenformel). Sei h: Q@ — R messbar, so dass h|grad f| €
LY(Q2). Dann gilt
/h\gradfydvz/ (/ hdA)dt.
Q 0 (1)
Insbesondere gilt

/ngradfldV:/ooo(/F(t)dA>dt:/oooA(t)dt.

Die Funktion V: R — R ist glatt auf Reg(|f|) und es gilt

oy 1
Vi) = /F@ Farad 7] ®)

Beweis. Zu zeigen bleibt die letzte Gleichung. Es gilt

& 1
Vit :/ dv :/ / ———dA dt.
Q o) ¢+ Jrw |erad f

Durch Differenzieren erhélt man die gewiinschte Gleichung. O

Im Folgenden verwenden wir die Bezeichnungen
V .=vol,, A:=vol,_;.

Definition 11.2. Sei (M, g) eine nicht-kompakte zusammenhdingende Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit. Die Zahl

A(0Q
H(M) = inf {%‘Q CC M,Q offen, relativ kompakt, 02 glatt, ) # @}

heifit Cheeger-Konstante von M.
Beispiel 11.3. 1. Bild von M mit $H(M) klein.

2. Sei B(r) := {z € R"|||z|| < r}, M := B(1). Sei 0 < r < 1 und sei
Q:=B(r) C B(1). Es gilt

A(0Q) = r"AOB(1)), V() =r"V(B(1))
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und

V(B(1)) = / A(0B(p)) dp = ADB(1)) / p1dp = HOBR)

Es folgt
A@Q) _nrt n o
V(Q) 1

fir r — 1 und daher $H(M) < n.

Die isoperimetrische Ungleichung im R™ besagt: Se: Q C R™ mit glattem
Rand. Dann gilt

A(OQ)" > A(OB(1))"
V(@ T V(B
Sei nun Q C B(1). Dann ist V() < V(B(1)) und somit

A(0Q) ( L A@ﬁ)n>1/n
V() V)t

S ( 1 A9 (1)>">1/":A(<9B(1))

- A\V(BA) V(B!

Es folgt $H(B(1)) > n. Insgesamt folgt H(B(1)) = n.

Satz 11.4 (Cheeger-Ungleichung). Sei (M, g) eine nicht-kompakte zusam-

menhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fir den Grundton von M gqilt
2

dann \*(M) > w.

Beweis. Sei € > 0. Wiahle u € C(M), so dass

[, lgradul?dV |
Mf v < AY(M) +e.
M

Es gilt

[y [grad(u?)[dV 2 [y, lugrad u|dV
[y u?dV Jy u?dV
2(f,, w*dV)V2([,, | grad u[*dV)/?2
- [y urdV
_ 2<fM |fgrzc21§\|;d\/>1/2 ~s
M

(M) + €.
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Fir Q(t) = {z € Mu(z)? > t} gilt 9Q(t) = {x € Mu(z)* = t}. Nach
Definition von $(M) und mit der Koflichenformel fiir f = u* und h = 1
folgt

/M | grad(u2)|dV = /0 T A00) di
> 900 [ yew)a--s0n [ o

=V(t)

Im letzten Schritt haben wir partiell integriert und benutzt, dass V(t) = 0
gilt, falls t grof genug ist. Mit (9) und der Koflichenformel fiir f = u? und
h = folgt

| grad (u?)]

—53M/ tV'(t)dt = M/ / dAdt
(M) 0 Q o0(t) |g1"ad
— H(M) / / g
oo | grad(u?)]
= H(M) / u*dV.
M
Insgesamt erhalten wir

hulemle VY > sy

AN (M) + ) > (

Im Limes € — 0 folgt die Behauptung. m

Proposition 11.5. Sei (M, g) eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltig-
keit der Dimension n mit m (M) = {0}. Es ezistiere ein k > 0, so dass fir die
Schnittkrimmung K™ von (M, g) gelte KM < —k%. Dann gilt $ > (n—1)k.

Beispiel 11.6. Wir bezeichnen mit R™' den Raum R"™! versehen mit der
nicht-ausgearteten Bilinearform (.,.) definiert durch

(] )=+ oy
=1

Fiir jedes r > 0 st die Menge

H"(r) :={z e R"'|{z, 1) = —r* 2" > 0}
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eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™*. Fiir jedes x € H™(r)
ist der Tangentialraum T, H"™(r) gegeben durch

T.H"(r) = {y € R™'[(z,y) = 0}

und die Einschrankung von (.,.) auf T,H"(r) ist positiv definit. Daher ist
H™(r) versehen mit der Einschrinkung von (.,.) eine Riemannsche Mannig-
faltigkeit. Die Schnittkrimmung von H"(r) ist konstant —%. Die Riemann-
sche Mannigfaltigkeit (H" :== H™(1),(.,.)) heifit n-dimensionaler hyperboli-
scher Raum.

Beweisidee zu Proposition 11.5. Wegen KM < —x? < 0 und 7 (M) = {0}
folgt aus dem Satz von Cartan-Hadamard, dass fiir jeden Punkt p € M die

Exponentialabbildung
exp,: 1,M —M

ein Diffeomorphismus ist. Sei nun M, die einfach zusammenhdngende voll-
standige n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnitt-
kriimmung —x2. Es gilt M,, = H "(%) Fiir jedes g € R™ ist die Exponential-
abbildung

exp, T,M,, — M,

ein Diffeomorphismus. Da T,M und T,M, beide diffeomorph zu R" sind,
erhalten wir einen Diffeomorphismus ¢: M — M,.

T,M =~ R" = T,M,

exp,, exp,

IR

M M,

)

Sei r: M — R die Abbildung = — d™(p, z), wobei d” den Riemannschen
Abstand auf (M, g) bezeichne. Es gilt fiir alle x € M:
r(z) = d"(q, ¢(2)) = || exp, " (z) [rn-

Fir r > 0 sei
S(r) = {x € M|d"(p,x) = r}

die geodétische Sphére vom Radius r in M. Aus der Formel (6) fiir den
Laplace-Operator auf Hyperflachen folgt

AMp = A0 — 9.8,1 + Oy 4+ —10)HY, 0.r =(n—1)HY
. ~/ N grad r gradr S(’I’), Tt S(’I’)’
=0 =0 -0 =1
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wobei H g/(fr) die mittlere Kriimmung von S(r) in M bezeichne. Wegen K <
—r? folgt aus den Sitzen der Vergleichsgeometrie:

Hg(,y < Hy;

(y = —rcoth(kr) < =k

und daher —AMyr > k(n —1).
Sei nun 2 C M offen und relativ kompakt mit glattem Rand. Zu zeigen

ist ’L‘l/((a(%) > (n —1)k. Es gilt
(n— 1)V(Q) = / (n— 1)rdV < / (—AMPaV = [ (gradr, v) dA,
Q Q [5)9]

wobel v die dufRere Einheitsnormale auf 02 bezeichne. Wir wenden auf die
rechte Seite die Cauchy-Schwarz-Ungleichung an und erhalten (n—1)xkV (€2) <
A(0Q). O

Satz 11.7 (McKean). Sei (M, g) eine vollstindige Riemannsche Mannigfal-
tigkeit der Dimension n und sei k > 0. Es gelte m (M) = {0} und fir die

Schnittkriommung gelte K™ < —k%. Dann gilt fiir alle offenen Teilmengen
M c M:

_1)\2,.2
4
Beweis. Es gilt
M)2 —1)22
4 4
nach Proposition 11.5. O

Bemerkung 11.8. Sei (M,g) = (H",(.,.)) der hyperbolische Raum, sei
p € H" und sei M' = By(r) der geoditische Ball vom Radius r um p in H".
Es gilt KM = —1 und daher

W2 ey e = S

wobet wir die letzte Gleichheit ohne Beweis verwenden. Daher sind die Ab-
schétzungen in Satz 11.4, Proposition 11.5 und Satz 11.7 scharf.

Wir beweisen nun die Cheeger-Ungleichung auf geschlossenen Mannigfal-
tigkeiten. Eine Mannigfaltigkeit M heifst geschlossen, wenn sie kompakt ist
und OM = () gilt.
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Definition 11.9. Die Cheeger-Konstante einer geschlossenen Riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g) ist

. A(S)
M) :=inf
A = . VT o))
wobetr das Infimum dber alle Hyperfliichen S gebildet wird, die abgeschlossen
und glatt sind und die M in mindestens zwei Zusammenhangskomponenten
zerlegen:

M\S=Q UM\
mit Qy und M \ Qp offen in M und nichtleer.

Satz 11.10 (Cheeger-Ungleichung, geschlossener Fall). Sei (M, g) eine ge-
schlossene zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit und sev Ay der
H(M)?

kleinste positive Dirichlet-Eigenwert. Dann gilt Ay > =7—.

Beweis. Jede Eigenfunktion zu A\; hat zwei Knotengebiete 21, Q09 C M, wobei

Qy = M\ Q. O.B.d. A. gelte V(Q;) < V(£). Nach Lemma 8.8 und Satz
11.4 gilt

H(2)?
YR
Fiir jede offene relativ kompakte Teilmenge 2 CC 2; mit glattem Rand gilt

V(Q) < V(Q) < V(M\ Q) < V(M \ Q)

A=A () >

und daher
_ A(0Q) )
H(2) mf{min{V(Q),V(M\Q)}‘QCQl wie oben}
, A(0Q) )
—_— >
mf{ V) ‘Q C Q, wie oben} > H(M).
Die Behauptung ist gezeigt. O]

12 Die isoperimetrische Konstante und die Sobolev-
Konstante

Definition 12.1. Sei (M, g) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfal-
tigkeit, M sei nicht kompakt.

A(DQ)"

J(M) = inf{m

Q CccC M, Q offen, 0N glatt}
heifst isoperimetrische Konstante von (M, g).
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Beispiel 12.2. Sei (M,g) = (R?, gown). Fiir jede offene relativ kompakte
Teilmenge Q C R? gilt

A(0Q) > 4nV(Q)
und Gleichheit genau dann, wenn Q eine Kreisscheibe ist. Wir erhalten J(R?) =
. Sei nun (M, g) = (R", geuna). Dann gilt

A(0B1(0))"

T = VB, (o))

Definition 12.3. Sei (M, g) eine n-dimensionale nicht-kompakte Riemann-
sche Mannigfaltigkeit. Dann heifst

o (fy lgrad f|dV)"
rece(). 20 ([, | f]/ (= DdV)n1

s(M) =

die Sobolev-Konstante der Einbettung H' — L™/(=1)
Satz 12.4 (Federer-Fleming). Sei (M, g) wie oben. Dann gilt s(M) = J(M).

Beweis. a) Sei Q2 CC M offen und 02 glatt. Sei ¢ > 0. Wahle f. € C& (M)
mit

L felana =0

2. fo=1auf{z € Q|d(z,00) > ¢}
3.0< <1

4. |grad f.| < = iiberall.

Dann gilt

V({z € Qd(z,00) > }) = v

/{$EQ| d(z,00)>¢c}
< / |f5|"/("‘1)dV§/dV:V(Q).
M Q

Da die linke Seite fiir e — 0 gegen V(Q2) konvergiert, folgt

([ 1epemmav)™ - ey

fiir € = 0. Definiere F: M — R durch

| d(z,0Q), fallsxze€Q
Flx) = { —d(z,89), falls 2 ¢ Q.
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In einer kleinen Umgebung von 0 ist F' glatt und dort gilt | grad F| = 1.
Aus der Kofldchenformel folgt

1

———dA = A(09Q).
o |grad F| (0)

1
. - < —
lim ~V({z € Q| d(z,00) < }) /8
Weiter gilt
l+e
hm/ |grad f|dV < 11 - V({z € Qld(z,00) <e}) = A(0Q).
Es folgt

ABQ)" > lim / | erad fgydv)n

> s(0) lim ( / Eav) T = sy,

5—>0

Da (2 beliebig ist, folgt s(M) < J(M).
b) Sei f € C*(M), f # 0. Wir verwenden wieder die Notation

Q) = {z € M||f(x)| > t}, V() =V (Q)), At):=A@UL)).

Aus der Koflachenformel und der Definition der isoperimetrischen Konstante
folgt

/ | grad £ dV = / T AW dt > S / Ve (10)
M 0 0

Weiter gilt

(@)
/ fMD AV = / / M=) g qv
M M Jo n—1
n / = /) /
— $l/m av dt
n—1J Q)

n

- / /DY (4 dt, (11)
0

n—1

wobel wir im zweiten Schritt den Satz von Fubini benutzt haben. Es reicht
nun, die Ungleichung

(/oo V(t)("—l)/” dt>n > <n i : /oo tl/(n—l)v(t) dt) (12)
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zu zeigen. Zusammen mit (10) und (11) folgt dann némlich fiir alle f €
Ce (M), f # 0
d f|dv)»
(o lFP7D @y
und durch Bilden des Infimums die Behauptung. Um (12) zu zeigen, setzen
wir fiir T' e R

T n/(n—1) T
F(T) ::(/0 V(t)<”—1>/”dt> . G(T) = — /Otl/(”‘l)V(t)dt.

n—1

Zu zeigen ist limr_,o F(T) > limr, G(T). Es gilt F(0) = G(0) = 0 und
fir alle T'e R

T 1/(n—1)
F(T) = V(T)(”‘l)/”L< / V(t)m-D/n dt) .
0

n—1
sowie
¢(1) = - “ TV VV(T) = - - V()Y () Y
= v /0 vy dt)l/(nl) < F(T),

da die Funktion ¢ — V/(¢) monoton fallend ist. Es folgt die Behauptung. [J
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