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1 Vorwort
Das vorliegende Skript beruht auf einer Vorlesung von Bernd Ammann im
Sommersemester 2008 an der Universität Regensburg zum Thema Spektral-
geometrie. Andreas Hermann hat große Teile der Vorlesung getext und re-
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digiert, wofür ihm herzlich gedankt sei. Die Vorlesung selber beruht auf den
Mitschrieben von Bernd Ammann einer sehr ähnlichen Vorlesung von Chris-
tian Bär an der Universität Freiburg.

2 Die schwingende Saite
Wir betrachten eine schwingende Saite der Länge L > 0, die an beiden
Enden fest eingespannt ist. Wir gehen davon aus, dass die Auslenkungen
klein sind und somit die in der Physik üblichen Näherungen gute Ergebnisse
liefern. Die Auslenkung der Saite wird dann durch eine glatte Funktion u ∈
C∞([0, L]× R) beschrieben, welche die Gleichung

∂2u

∂x2
=
∂2u

∂t2
(1)

mit Dirichlet-Randbedingungen u(0, t) = u(L, t) = 0 für alle t ∈ R löst. Wir
benutzen die Methode der Separation der Variablen und schreiben

u(x, t) = v(x)ϕ(t)

mit v ∈ C∞([0, L]) und ϕ ∈ C∞(R). Wir erhalten

v′′(x)ϕ(t) = v(x)ϕ′′(t) und daher
v′′(x)

v(x)
=
ϕ′′(t)

ϕ(t)

für alle x, t. Da die linke Seite nur von x und die rechte Seite nur von t
abhängt, sind beide Seiten gleich einer Konstanten −λ. Wir müssen daher
lösen

v′′(x) + λv(x) = 0.

1. Fall: λ < 0: Die allgemeine Ls̈oung ist dann gegeben durch

v(x) = a cosh(
√
|λ|x) + b sinh(

√
|λ|x)

mit Konstanten a, b ∈ R. Aus den Randbedingungen v(0) = v(L) = 0 erhal-
ten wir a = b = 0 und daher die uninteressante Lösung u ≡ 0.

2. Fall: λ = 0: Die allgemeine Lösung ist dann

v(x) = ax+ b

mit Konstanten a, b ∈ R. Aus den Randbedingungen v(0) = v(L) = 0 erhal-
ten wir wieder a = b = 0 und daher wieder u ≡ 0.

3. Fall: λ > 0: Die allgemeine Lösung ist dann

v(x) = a cos(
√
λx) + b sin(

√
λx)
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mit Konstanten a, b ∈ R. Wegen v(0) = 0 erhalten wir a = 0. Aus v(L) = 0
ergibt sich sin(

√
λL) = 0 und daher L = πk√

λ
mit k ∈ N.

Wir betrachten jetzt die zweite Differentialgleichung

ϕ′′(t) + λϕ(t) = 0

im interessanten Fall λ > 0. Die allgemeine Lösung ist dann

ϕ(t) = r cos(
√
λt) + s sin(

√
λt)

mit Konstanten r, s ∈ R. Insgesamt erhalten wir daher

u(x, t) = (r cos(
√
λt) + s sin(

√
λt)) sin(

√
λx)

mit
√
λ = πk

L
, k ∈ N. Allgemeiner ist eine Reihe der Form

u(x, t) =
∞∑
k=1

(
rk cos

(πkt
L

)
+ sk sin

(πkt
L

))
sin
(πkx
L

)
eine Lösung, falls die Koeffizienten rk, sk für k → ∞ schnell genug gegen 0
konvergieren. Diese Koeffizienten hänge können aus Anfangsdaten bestimmt
werden:

u0(x) := u(0, x) =
∞∑
k=1

rk sin
(πkx
L

)
,

u1(x) :=
∂u

∂t
(0, x) =

∞∑
k=1

πksk
L

sin
(πkx
L

)
.

Wir sehen an diesem Beispiel, dass die Menge der möglichen Werte λ
gleich der Menge der Eigenwerte von − ∂2

∂x2
ist. Physikalisch ausgedrückt ist

jedes solche λ ein Quadrat einer Schwingungsfrequenz.
Wir können die Gleichung (1) auch mit anderen Randbedingungen be-

trachten. Beispielsweise wird durch eine Lösung umit den gemischten Dirichlet-
Neumann-Randbedingungen u(0, t) = 0, ∂u

∂x
(L, t) = 0 für alle t ∈ R die

Schwingung der Luftsäule in einer Klarinette beschrieben. Wenn wir wie oben
vorgehen, erhalten wir u wie oben mit L = (2k+1)π

2
√
λ

, k ∈ N0. Die möglichen
Frequenzen sind somit von der Form (2k+1)π

2L
mit k ∈ N0.

Wir wollen die Gleichung (1) noch mit den periodischen Randbedingun-
gen u(0, t) = u(L, t) und ∂u

∂x
(0, t) = ∂u

∂x
(L, t) für alle t ∈ R betrachten. Wir

benutzen Separation der Variablen und erhalten eine Konstante λ wie oben.
1. Fall: λ < 0: Wir erhalten wieder u ≡ 0.
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2. Fall: λ = 0: Dann ist v′′(x) = 0 und ϕ′′(t) = 0 für alle x, t. Daher ist u
konstant, kann aber von null verschieden sein.

3. Fall: λ > 0: Wir schreiben die allgemeine Lösung jetzt als

v(x) = a sin(
√
λx) + b cos(

√
λx)

mit Konstanten a, b ∈ R. Die Randbedingung u(0, t) = u(L, t) für alle t
ergibt

v(0) = b, v(L) = a sin(
√
λL) + b cos(

√
λL) = b.

Die Randbedingung ∂u
∂x

(0, t) = ∂u
∂x

(L, t) für alle t ergibt

v′(0) = a
√
λ, v′(L) = a

√
λ cos(

√
λL)− b

√
λ sin(

√
λL) = a

√
λ.

Insgesamt erhalten wir(
cos(
√
λL) − sin(

√
λL)

sin(
√
λL) cos(

√
λL)

)(
a
b

)
=

(
a
b

)
.

Die Matrix auf der rechten Seite beschreibt eine Drehung um den Winkel√
λL. Falls eine nichttriviale Lösung (a, b) existiert, so folgt

√
λL ∈ 2πZ und

daher λ = 4π2k2

L2 mit k ∈ N.
In all diesen Beispielen kann man die Länge L “heraushören”, d.h. L kann

aus dem Spektrum von − ∂2

∂x2
bestimmt werden.

3 Die schwingende Membran
Sei Ω ⊂ R2 offen und beschränkt und sei der Rand ∂Ω stückweise glatt. Eine
am Rand von Ω fest eingespannte Membran wird durch eine Funktion u:
Ω× R→ R beschrieben, welche die Wellengleichung

∆u = −∂
2u

∂t2

mit den Dirichlet-Randbedingungen u|∂Ω ≡ 0 löst. Hier ist ∆ der Laplace-
Operator

∆ = −
2∑
i=1

∂2

∂x2
i

.

Wenn wir wieder die Methode der Separation der Variablen benutzen, redu-
ziert sich die Wellengleichung zu

∆v = λv
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mit λ ∈ R. Die explizite Berechnung der Eigenwerte von ∆ auf einer belie-
bigen Teilmenge Ω ⊂ R2 wie oben ist im allgemeinen schwierig. Wir werden
uns in dieser Vorlesung unter anderem mit Abschätzungen dieser Eigenwerte
beschäftigen.

Ein Beispiel, in dem man die Eigenwerte explizit bestimmen kann, ist das
Rechteck Ω = (0, L1)× (0, L2). Wir benutzen jetzt den Separationsansatz

v(x1, x2) = w1(x1)w2(x2)

und erhalten
w′′1(x1)

w1(x1)
+
w′′2(x2)

w2(x2)
= −λ

und daher
w′′1(x1)

w1(x1)
= −λ− w′′2(x2)

w2(x2)
.

Da die linke Seite nur von x1 und die rechte Seite nur von x2 abhängt, sind
beide Seiten gleich einer Konstanten −µ. Die Gleichung

w′′1(x1) + µw1(x1) = 0

mit den Randbedingungen w1(0) = 0 = w1(L1) liefert nur im Fall µ > 0 eine
nichttriviale Lösung. Daher sei ab jetzt µ > 0. Es folgt √µ = πk

L1
mit k ∈ N.

Ebenso liefert die Gleichung

w′′2(x2) + (λ− µ)w2(x2) = 0

mit den Randbedingungen w2(0) = 0 = w2(L2) nur im Fall λ − µ > 0 eine
interessante Lösung. Daher sei ab jetzt λ > µ. Es folgt

√
λ− µ = π`

L2
mit

` ∈ N und daher

λ =
π2`2

L2
2

+
π2k2

L2
1

mit k, ` ∈ N. Sei L1 ≤ L2. Dann sind der kleinste Eigenwert λ1 und der
zweitkleinste Eigenwert λ2 von ∆ gleich

λ1 = π2
( 1

L2
1

+
1

L2
2

)
, λ2 = π2

( 1

L2
1

+
4

L2
2

)
.

Wir erhalten daraus

L1 =

√
3π2

4λ1 − λ2

, L2 =

√
3π2

λ2 − λ1

.

Die Längen des Rechtecks sind daher durch das Spektrum von ∆ bestimmt.
Daher kann man fragen, ob das Spektrum von ∆ bereits die Form von Ω
bestimmt. Dies wollen wir im Folgenden näher untersuchen.
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4 Der Laplace-Operator auf Riemannschen Man-
nigfaltigkeiten

Sei Mn ⊂ Rn+k eine Untermannigfaltigkeit und sei i: M ↪→ Rn+k die In-
klusion. Eine Funktion f : M → R heißt glatt, wenn es eine glatte Funktion
F : Rn+k → R gibt, so dass F ◦ i = f . Den Raum aller glatten Funktionen
auf M bezeichnen wir mit C∞(M). Weiter sei X(M) der Raum aller glatten
Vektorfelder auf M .

Sei f ∈ C∞(M) und sei p ∈ M . Sei F : Rn+k → R eine glatte Funktion
mit F ◦i = f und sei gradF |p ∈ Rn+k der Gradient von F in p. Wir definieren
den Gradienten von f in p durch

grad f |p := projTpM(gradF |p) ∈ TpM,

wobei projTpM : Rn+k → TpM die orthogonale Projektion sei. Dies ist unab-
hängig von der Wahl von F , denn: Wähle c: (−ε, ε)→ M mit c(0) = p und
ċ(0) = v ∈ TpM . Dann gilt

〈projTpM(gradF |p), v〉 = 〈gradF |p, v〉 =
d

dt

∣∣
t=0
F (c(t)) =

d

dt

∣∣
t=0
f(c(t)).

Da v ∈ TpM beliebig ist und die rechte Seite nicht von der Wahl von F
abhängt, folgt die Behauptung.

Wir erhalten daher einen Operator

grad : C∞(M)→ X(M), f 7→ grad f

Sei M kompakt. Für f1, f2 ∈ C∞(M) sei

(f1, f2)L2(M) :=

∫
M

f1(x)f2(x) dµM(x).

Dies definiert ein Skalarprodukt auf C∞(M). Für X1, X2 ∈ X(M) sei

(X1, X2)L2(M) :=

∫
M

〈X1(x), X2(x)〉 dµM(x).

Dies definiert ein Skalarprodukt auf X(M). Weiter sind durch

‖f‖L2(M) :=
√

(f, f)L2(M), ‖X‖L2(M) :=
√

(X,X)L2(M)

Normen auf C∞(M) und X(M) definiert.
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Der Operator grad: C∞(M)→ X(M) besitzt einen (formal) adjungierten
Operator

div : X(M)→ C∞(M),

der wie folgt definiert ist: Sei X ∈ X(M), p ∈M . Definiere

(divX)(p) := −Spur(Y 7→ (∇YX)p︸ ︷︷ ︸
∈End(TpM)

).

Ist e1, ..., en eine Orthonormalbasis von TpM , so gilt

(divX)(p) := −
n∑
i=1

〈ei,∇eiX〉p.

Lemma 4.1. Der Operator div: X(M)→ C∞(M) ist (formal) adjungiert zu
grad: C∞(M) → X(M), d.h. für alle X ∈ X(M) und für alle f ∈ C∞(M)
mit kompaktem Träger gilt

(divX, f)L2(M) = (X, grad f)L2(M).

Beweis. in Kapitel 5.

Es gilt für alle X, Y ∈ X(M), f ∈ C∞(M):

1. div(X + Y ) = div(X) + div(Y )

2. div(fX) = fdiv(X) − 〈grad f,X〉, denn sei p ∈ M und e1, ..., en eine
Orthonormalbasis von TpM

div(fX) = −
n∑
i=1

〈ei,∇ei(fX)〉

= −
n∑
i=1

〈ei, f∇eiX − (∂eif)X〉

= fdiv(X)−
n∑
i=1

〈ei, X〉〈ei, grad f〉

= fdiv(X)− 〈grad f,X〉.

Wir definieren den Laplace-Beltrami-Operator als

∆ := ∆M := div grad .

Wichtige Eigenschaften: Seien f, h ∈ C∞(M). Dann gilt
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a) ∆(f + h) = ∆f + ∆h

b) div(f gradh) = f∆h− 〈grad f, gradh〉

c) ∆(fh) = (∆f)h+ (∆h)f − 2〈grad f, gradh〉

Beweis. a) und b) sind klar. c) folgt aus

∆(fh) = div(grad(fh)) = div(f gradh+ h grad f)

= f∆h− 〈grad f, gradh〉+ h∆f − 〈grad f, gradh〉.

Ausdruck von ∆ in lokalen Koordinaten

Sei p ∈M und sei ψ: V → U := Bε(p)∩M eine lokale Parametrisierung von
M um p mit einer offenen Teilmenge V ⊂ Rn. Wir definieren die Koordina-
tenvektorfelder ∂i ∈ X(U), i ∈ {1, ..., n} durch

∂i|q :=
d

dt

∣∣
t=0
ψ(ψ−1(q) + tEi).

Für i, j ∈ {1, ..., n} definieren wir die Koeffizienten der Metrik durch

gij : U → R, gij(q) := 〈∂i|q, ∂j|q〉.

Die Einträge der inversen Matrix (gij)
−1
ij bezeichnen wir mit gij. Für i, j, k ∈

{1, ..., n} definieren wir die Christoffel-Symbole Γkij: U → R durch die Glei-
chung

∇∂i∂j =
n∑
k=1

Γkij∂k.

Es folgt für alle i, j, k:

Γkij =
1

2

n∑
m=1

gkm(∂igjm + ∂jgim − ∂mgij) = Γkji.

Seien ξ1, ..., ξn: U → R, so dass grad f =
∑n

j=1 ξ
j∂j auf U . Dann gilt

∂if = 〈grad f, ∂i〉 =
n∑
j=1

ξj〈∂j, ∂i〉 =
n∑
j=1

ξjgij

Es folgt für alle j: ξj =
∑n

i=1 g
ij∂if und daher

grad f =
n∑

i,j=1

(gij∂if)∂j.
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Sei nun e1, ..., en eine Orthonormalbasis von TqM . Dann gibt es eine inver-
tierbare Matrix A = (aij)ij ∈ GL(n,R), so dass für alle i ∈ {1, ..., n} gilt

∂i|q =
n∑
k=1

aikek.

Es folgt für alle i, j ∈ {1, ..., n}

gij =
n∑

k,`=1

aikaj`〈ek, e`〉 =
n∑
k=1

aikajk = (AAT )ij.

Wir schreiben A−1 = (bij)ij. Es folgt für alle k: ek =
∑n

`=1 bk`∂`|q. Sei nun
C ∈ End(TqM). Dann gilt

Spur(C) =
n∑
i=1

〈ei, Cei〉

=
n∑

i,k,`=1

bikbi`〈∂k|q, C∂`|q〉

=
n∑

k,`=1

(A−TA−1)k`〈∂k|q, C∂`|q〉

=
n∑

k,`=1

gk`〈∂k|q, C∂`|q〉.

Beispielsweise folgt daraus für jedes X ∈ X(M) auf U :

div(X) = −
n∑

i,j=1

gij〈∂i,∇∂jX〉.

Seien nun ξ1, ..., ξn: U → R, so dass X =
∑n

j=1 ξ
j∂j auf U . Dann folgt

div(X) = −
n∑

i,j,k=1

gij〈∂i,∇∂j(ξ
k∂k)〉

= −
n∑

i,j,k=1

gij〈∂i, (∂jξk)∂k + ξk∇∂j∂k〉

= −
n∑

i,j,k=1

gijgik∂jξ
k −

n∑
i,j,k,`=1

gijξkΓ`jkgi`

= −
n∑
i=1

∂iξ
i −

n∑
i,k=1

Γiikξ
k.
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Insbesondere für X = grad f und ξj =
∑n

i=1 g
ij∂if erhalten wir mit

0 = ∂k

n∑
`=1

gi`g`r =
n∑
`=1

(∂kg
i`)g`r +

n∑
`=1

gi`∂kg`r

zunächst

∂kg
ij = −

n∑
r,s=1

gi`gjr∂kg`r

und daraus (summiere über alle doppelten Indizes)

∂iξ
i = (∂ig

ki)∂kf + gki∂i∂kf

= −gkrgis(∂igrs)∂kf + gki∂i∂kf

= −gkrgis(〈∇∂i∂r, ∂s〉+ 〈∂r,∇∂i∂s〉)∂kf + gki∂i∂kf

= −gkrgisΓ`irg`s∂kf − gkrgisΓ`isg`r∂kf + gki∂i∂kf

= −gkrΓiir∂kf − gisΓkis∂kf + gki∂i∂kf.

Auf U ⊂M gilt daher

∆f = −
n∑

i,j=1

gij∂i∂jf +
n∑

i,j,k=1

gijΓkij∂kf. (2)

In der Literatur findet man auch folgenden Ausdruck von ∆ auf U :

∆f = − 1√
det(g)

n∑
i,j=1

∂i(
√

det(g)gij∂jf).

Mit Hilfe der Produktregel rechnet man nach, dass dieser Ausdruck mit (2)
übereinstimmt. Für die Ableitung der Determinante verwendet man dabei
die folgende Aussage:

Lemma 4.2 ([3]). Sei t 7→ g(t) eine differenzierbare Kurve von invertierba-
ren n× n-Matrizen. Dann gilt

d

dt
det(g) = det(g)Spur

(
g−1 d

dt
g
)
.

Beispiel 4.3. Sei M = Rn. Als lokale Parametrisierung können wir dann
ψ = idRn wählen. Weiter gilt in jedem Punkt von Rn, dass gij = δij für alle
i, j. Daher gilt Γkij ≡ 0 für alle i, j, k. Es folgt

∆f = −
n∑
i=1

∂2f

∂x2
i

.
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Ausdruck von ∆ in lokalen Orthonormalrahmen

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n. Dann gibt es
zu jedem p ∈ M eine offene Umgebung U von p in M , so dass auf U ein lo-
kaler Orthononormalrahmen existiert. Ein solcher besteht aus Vektorfeldern
e1, ..., en, so dass in jedem x ∈ U die Vektoren e1|x, ..., en|x eine Orthonor-
malbasis von TxM bilden, d. h. in jedem x ∈ U gilt

g(ei|x, ej|x) = δij.

Ist f ∈ C∞(M), so folgt für alle x ∈ U

grad f |x =
n∑
i=1

〈grad f |x, ei|x〉ei|x =
n∑
i=1

(∂eif)|xei|x.

Nach Definition der Divergenz folgt

∆f = −
n∑

i,k=1

〈ei,∇ei((∂ekf)ek)〉

= −
n∑

i,k=1

(∂ei∂ekf)〈ei, ek〉 −
n∑

i,k=1

(∂ekf)〈ei,∇eiek〉

= −
n∑
i=1

∂ei∂eif +
n∑

i,k=1

(∂ekf)〈∇eiei, ek〉

= −
n∑
i=1

∂ei∂eif +
n∑

i,k=1

〈∇eiei, grad f〉. (3)

5 Integralformeln
Satz 5.1 (Stokes). Sei M orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit
Rand ∂M . Sei ω eine stetig differenzierbare (n − 1)-Form auf M mit kom-
paktem Träger und sei i ∂M ↪→M die Inklusion. Dann gilt∫

M

dω =

∫
∂M

i∗ω.

Beweis. siehe z.B. [9], [8].

Satz 5.2 (Divergenzsatz von Gauß). Sei M wie oben, nicht notwendig ori-
entiert, sei ν das äußere Einheits-Normalenfeld des Randes. Dann gilt für
alle X ∈ X(M) = Γ(TM) mit kompaktem Träger

−
∫
M

div(X) dµM =

∫
∂M

〈X, ν〉 dµ∂M ,
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wobei M := M \ ∂M .

Beweis mit Hilfe von 5.1. Sei M orientiert. Sei p ∈ ∂M . Sei e1, ..., en ein
positiv orientierter Orthonormalrahmen von TM definiert auf einer offenen
Umgebung U ⊂ M von p, so dass e1 = ν auf U gelte. Das Volumenmaß
der Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, 〈., .〉) ist auf U gegeben durch die
n-Form

dµM = vol = e∗1 ∧ ... ∧ e∗n.
Das Volumenmaß der Riemannschen Mannigfaltigkeit (∂M, 〈., .〉) ist auf U
gegeben durch die (n− 1)-Form

dµ∂M = area = vol(ν, .) = e∗2 ∧ ... ∧ e∗n.

Sei X ∈ X(M) gegeben und seien X1, ..., Xn−1 ∈ X(M). Setze

ω(X1, ..., Xn−1) := vol(X,X1, ..., Xn−1).

Dann ist ω eine (n− 1)-Form auf M .
Behauptung: dω = −div(X)vol.
Beweis: Es reicht, wenn wir überprüfen: Für alle p ∈ M und für alle

Vektorfelder X1, ..., Xn ∈ X(M) mit

1. X1(p), ..., Xn(p) positiv orientierte Orthonormalbasis von TpM

2. ∇XXi|p = 0 für i = 1, ..., n

gilt dω(X1, ..., Xn)|p = −div(X)vol(X1, ..., Xn)|p. Wegen

[Xi, Xj]|p = ∇XiXj|p −∇XjXi|p = 0

und nach Definition von d gilt

dω(X1, ..., Xn)|p =
n∑
i=1

(−1)i+1∂Xiω(X1, ..., X̂i, ..., Xn)|p

+
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj], X1, ..., X̂i, ..., X̂j, ..., Xn)|p

=
n∑
i=1

(−1)i+1∂Xivol(X,X1, ..., X̂i, ..., Xn)|p.

Für alle Y, Y1, ..., Yn ∈ X(M) gilt nun

∇Y vol(Y1, ..., Yn) =
n∑
i=1

vol(Y1, ..., Yi−1,∇Y Yi, Yi+1, ..., Yn).
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Es folgt

dω(X1, ..., Xn)|p =
n∑
i=1

(−1)i+1vol(∇XiX,X1, ..., X̂i, ..., Xn)|p

=
n∑

i,k=1

(−1)i+1〈∇XiX,Xk〉vol(Xk, X1, ..., X̂i, ..., Xn)|p

=
n∑
i=1

(−1)i+1〈∇XiX,Xi〉(−1)i+1vol(X1, ..., Xn)|p

= −div(X)vol(X1, ..., Xn)|p.

Wir haben somit gezeigt, dass

dω = −div(X)vol = −div(X) dµM .

Die Differentialform i∗ω ist eine (n−1)-Form auf ∂M . Seien nunX1, ..., Xn−1 ∈
X(∂M)

i∗ω(X1, ..., Xn−1) = ω(X1, ..., Xn−1)

= vol(X,X1, ..., Xn−1)

= vol(〈X, ν〉ν,X1, ..., Xn−1)

= 〈X, ν〉 dµ∂M(X1, ..., Xn−1).

Die Behauptung folgt für den Fall, dass M orientiert ist. Falls M nicht ori-
entiert ist, sei M̃ die orientierte Überlagerungsmannigfaltigkeit. Dann gilt

−
∫
M

div(X) dµM = −1

2

∫
M̃

div(X̃) dµM̃

=
1

2

∫
∂M̃

〈X̃, ν̃〉 dµ∂M̃

=

∫
∂M

〈X, ν〉 dµ∂M .

Korollar 5.3. Ist M kompakt ohne Rand, so gilt für alle X ∈ X(M)∫
M

div(X) dµM = 0.

Zum Beweis von Lemma 4.1 zeigen wir nun folgendes Lemma.
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Lemma 5.4. Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand ∂M , sei
M := M \ ∂M . Sei X ∈ X(M), f ∈ C∞(M) und es gelte

1. supp(f) ⊂M und supp(f) kompakt oder

2. supp(X) ⊂M und supp(X) kompakt.

Dann gilt ∫
M

div(X) dµM =

∫
M

〈X, grad f〉 dµM .

Beweis. Setze Y := fX. Dann ist Y |∂M ≡ 0. Nach dem Satz von Gauß folgt

0 =

∫
∂M

〈Y, ν〉 dµ∂M

= −
∫
M

div(Y ) dµM

= −
∫
M

div(fX) dµM

=

∫
M

〈grad f,X〉 dµM −
∫
M

fdiv(X) dµM .

Satz 5.5 (Greensche Formeln). Sei M kompakt mit Rand ∂M , f ∈ C2(M),
h ∈ C1(M). a) Dann gilt∫

M

(h∆f − 〈grad f, gradh〉) dµM = −
∫
∂M

h∂νf dµ
∂M .

b) Falls sogar h ∈ C2(M) ist, gilt∫
M

(h∆f − f∆h) dµM = −
∫
∂M

(h∂νf − f∂νh) dµ∂M .

Beweis. b) folgt aus a) durch Vertauschen der Rollen von f und h. Nun zu
a): Sei X = h grad f . Dann folgt

div(X) = −〈grad f, gradh〉+ h∆f

und daher

−
∫
M

div(X) dµM =

∫
M

(h∆f − 〈grad f, gradh〉) dµM .

Andererseits folgt mit dem Satz von Gauß

−
∫
M

div(X) dµM =

∫
∂M

〈X, ν〉 dµ∂M =

∫
∂M

h∂νf dµ
∂M .
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6 Eigenwertprobleme
Wir unterscheiden folgende Probleme:

1. Dirichlet-Eigenwertproblem: Sei M eine zusammenhängende und kom-
pakte Mannigfaltigkeit mit Rand ∂M 6= ∅. Finde alle λ ∈ R und alle
ϕ ∈ C2(M)∩C0(M), so dass ϕ 6≡ 0 und ∆ϕ = λϕ aufM und ϕ|∂M ≡ 0.

2. Neumann-Eigenwertproblem: Sei M wie oben. Finde alle λ ∈ R und
alle ϕ ∈ C2(M) ∩ C0(M), so dass ϕ 6≡ 0 und ∆ϕ = λϕ auf M und
∂νϕ = 0 auf ∂M .

3. geschlossenes Eigenwertproblem: Sei M eine kompakte Mannigfaltig-
keit ohne Rand (geschlossene Mannigfaltigkeit). Finde alle λ ∈ R und
alle ϕ ∈ C2(M), so dass ϕ 6≡ 0 und ∆ϕ = λϕ auf M .

Sei λ ∈ R. In den ersten beiden Fällen schreiben wir

Eλ := {ϕ ∈ C2(M) ∩ C0(M)|∆ϕ = λϕ und Randbedingungen }

im dritten Fall
Eλ := {ϕ ∈ C2(M)|∆ϕ = λϕ}.

Gilt Eλ 6= {0}, so heißt λ ein Eigenwert, Eλ heißt der zugehörige Eigenraum,
und die Elemente von Eλ heißen Eigenfunktionen.

Lemma 6.1. Seien ϕ1, ϕ2 Eigenfunktionen zu den Eigenwerten λ1 6= λ2.
Dann gilt ∫

M

ϕ1ϕ2 dµ
M = 0.

Beweis. Es gilt∫
M

ϕ1∆ϕ2 dµ
M = λ2

∫
M

ϕ1ϕ2 dµ
M ,

∫
M

ϕ2∆ϕ1 dµ
M = λ1

∫
M

ϕ1ϕ2 dµ
M

und daher mit den Greenschen Formeln

(λ1 − λ2)

∫
M

ϕ1ϕ2 dµ
M =

∫
M

(ϕ2∆ϕ1 − ϕ1∆ϕ2) dµM

=

∫
∂M

(−ϕ2∂νϕ1 + ϕ1∂νϕ2) dµ∂M

= 0

in allen drei Problemen.
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Lemma 6.2. Für alle Eigenwerte λ gilt

1. λ ≥ 0

2. λ = 0 genau dann, wenn die zugehörigen Eigenfunktionen lokal kon-
stant sind.

Beweis. Es gilt

λ

∫
M

ϕ2 dµM︸ ︷︷ ︸
>0

=

∫
M

ϕ∆ϕdµM

=

∫
M

〈gradϕ, gradϕ〉 dµM︸ ︷︷ ︸
≥0

−
∫
∂M

ϕ∂νϕdµ
∂M︸ ︷︷ ︸

=0

.

Es folgt λ ≥ 0. Weiter sieht man: λ = 0 genau dann, wenn ϕ lokal konstant
ist.

Satz 6.3. In jedem der drei Eigenwertprobleme gilt folgendes

1. Die Eigenwerte bilden eine diskrete abzählbare unbeschränkte Teilmenge
in R:

0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ...→∞.

2. Für jeden Eigenwert λ gilt dimEλ <∞.

3. Für jeden Eigenwert λ gilt Eλ ⊂ C∞(M), d.h. die Eigenfunktionen sind
glatt und können auf ganz M definiert werden.

4. Die direkte Summe aller Eigenräume ⊕∞j=1Eλj ist dicht in C0(M) bezüg-
lich der C0-Topologie und damit insbesondere dicht in L2(M) bezüglich
der L2-Norm.

Der Hilbert-Raum L2(M) besitzt also eine Hilbert-Raum-Orthonormalbasis
aus Eigenfunktionen.

Beweis. siehe z.B. [1] für Gebiete in Rn.

Beispiel 6.4. 1. Sei L > 0 und sei M = [0, L]. Mit Dirichlet-Randbedin-
gungen sind die Eigenwerte und Eigenfunktionen von ∆ gegeben durch

λj =
(jπ
L

)2

, ϕj = sin
(jπ
L
.
)
, j = 1, 2, ...
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Aus der Fourier-Analysis oder aus dem letzten Satz ist bekannt, dass
⊕∞j=1Rϕj dicht in

{f ∈ C0(M)|f(0) = f(L) = 0}

bezüglich der C0-Norm ist.

2. Sei L > 0 und sei M = R/LZ = S1
L ein Kreis mit Umfang L. Der

Eigenwert λ0 = 0 hat die Vielfachheit mult(0) = 1, die zugehörigen
Eigenfunktionen sind die konstanten Funktionen. Für j = 1, 2, ... erhält
man

λj =
(2πj

L

)2

, mult(λj) = 2

mit den Eigenfunktionen

ϕj(x) = sin
(2πjx

L

)
, ϕ̃j(x) = cos

(2πjx

L

)
.

Aus dem Satz folgt, dass

Rϕ0 ⊕
∞⊕
j=1

Rϕj ⊕
∞⊕
j=1

Rϕ̃j

dicht in L2(S1
L) bezüglich der L2-Norm ist.

Satz 6.5 (Stone-Weierstrass). Sei M ein kompakter topologischer Raum.
Eine Unteralgebra A ⊂ C∞(M,K), wobei K = R oder C ist, ist dicht in
C0(M,K), falls die drei folgenden Bedingungen erfüllt sind:

1. A enthält konstante Funktionen, d.h. 1 ∈ A,

2. f ∈ A ⇒ f ∈ A, falls K = C,

3. A trennt Punkte, d.h. für alle x, y ∈ M mit x 6= y gibt es ein f ∈ A
mit f(x) 6= f(y).

Beweis. siehe [6], 7.3.1.

Beispiel 6.6. Flache Tori: Sei Γ ⊂ Rn eine Untergruppe von Rn, die diskret
und isomorph zu Zn ist, ein sogenanntes Gitter. Der Quotient Rn/Γ mit der
Quotiententopologie ist kompakt und trägt die Struktur einer Mannigfaltig-
keit. Die euklidische Metrik auf Rn induziert eine riemannsche Metrik g auf
Rn/Γ. Das Paar (Rn/Γ, g) heißt der flache Torus zum Gitter Γ.
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Es gibt eine Basis (b1, ..., bn) von Rn, so dass

Γ =
{ n∑

j=1

ajbj
∣∣a1, ..., an ∈ Z

}
.

Sei (b∗1, ..., b
∗
n) die dazu duale Basis von Rn, d.h. für alle i, j gelte 〈b∗i , bj〉 = δij.

Das zu Γ duale Gitter ist definiert durch

Γ∗ =
{ n∑

j=1

ajb
∗
j

∣∣a1, ..., an ∈ Z
}

= {x ∈ Rn|∀γ ∈ Γ : 〈x, γ〉 ∈ Z}.

Satz 6.7. Der Laplace-Operator hat auf Rn/Γ das Spektrum

{4π2|γ|2| γ ∈ Γ∗}

und ein Eigenwert λ hat die Multiplizität

mult(λ) = #{γ ∈ Γ∗|λ = 4π2|γ|2},

insbesondere mult(0) = 1 und mult(λ) gerade, falls λ > 0.

Beweis. a) Wir komplexifizieren

∆ : C∞(M,R)→ C∞(M,R)

und erhalten
∆C : C∞(M,C)→ C∞(M,C),

definiert durch ∆C(u+ iv) := ∆u+ i∆v.
b) Für jedes γ ∈ Γ∗ definieren wir die Funktion

fγ : Rn → C, fγ(x) := e2πi〈γ,x〉.

Die Funktionen fγ sind Γ-periodisch, und daher existieren Funktionen

Fγ : Rn/Γ→ C,

so dass
Rn fγ //

π ""

C

Rn/Γ
Fγ

<<

kommutiert.
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c) Sei e1, ..., en die Standardbasis von Rn. Für jedes γ ∈ Γ∗ gilt

(∆CFγ) ◦ π = ∆C(Fγ ◦ π)

= ∆Cfγ

= −
n∑
j=1

∂2

(∂xj)2
e2πi〈γ,x〉

= −
n∑
j=1

∂

∂xj
(2πi〈γ, ej〉e2πi〈γ,x〉)

=
n∑
j=1

4π2〈γ, ej〉〈γ, ej〉fγ

= 4π2‖γ‖2fγ

= 4π2‖γ‖2Fγ ◦ π

und daher ∆CFγ = 4π2‖γ‖2Fγ.
d) Wir zeigen, dass (Fγ|γ ∈ Γ∗) eine orthogonale Familie ist. Seien dazu

γ1 6= γ2 ∈ Γ∗. Dann gilt

(Fγ1 , Fγ2) =

∫
Rn/Γ

Fγ1(x)Fγ2(x) dµ

=

∫
[0,1]n

Fγ1(t1b1 + ...+ tnbn)Fγ2(t1b1 + ...+ tnbn)| det(b1, ..., bn)|dt1...dtn

=

∫
[0,1]n

exp
(

2πi〈γ2 − γ1,
n∑
i=1

tibi〉
)
| det(b1, ..., bn)|dt1...dtn

Es gibt ein i mit 〈γ2 − γ1, bi〉 6= 0, o.E. i = 1. Es folgt

(Fγ1 , Fγ2) =

=0︷ ︸︸ ︷∫ 1

0

e2πit1〈γ2−γ1,b1〉dt1

×
∫

[0,1]n−1

exp
(

2πi〈γ2 − γ1,
n∑
i=2

tibi〉
)
| det(b1, ..., bn)|dt2...dtn,

und daher gilt für γ1 6= γ2, dass (Fγ1 , Fγ2) = 0 ist und insbesondere Fγ1 , Fγ2
linear unabhängig sind.

e) Da für alle γ1, γ2 ∈ Γ∗ gilt Fγ1Fγ2 = Fγ1+γ2 , ist A := ⊕γ∈Γ∗CFγ eine
Unteralgebra von C0(Rn/Γ,C). Offensichtlich enthält A konstante Funktio-
nen. Da für alle γ ∈ Γ∗ gilt F γ = F−γ, ist A abgeschlossen unter komplexer
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Konjugation. Weiterhin trennt A Punkte, denn seien x 6=∈ Rn/Γ. Dann gibt
es t1, ..., tn ∈ R, so dass

y − x =
n∑
j=1

tjbj,

und so dass nicht alle tj ganze Zahlen sind. Wähle ein j mit tj /∈ Z. Dann
gilt

Fb∗j (y)

Fb∗j (x)
= e2πi〈b∗j ,y−x〉 = e2πitj 6= 1.

Nach Satz 6.5 ist A dicht in C0(Rn/Γ,C). Daher gibt es keine weiteren Ei-
genfunktionen von ∆.

Wir fragen nun, ob das Spektrum von ∆ den flachen Torus bis auf Isome-
trie bestimmt. Hierbei sind zwei flache Tori Rn/Γ1 und Rn/Γ2 genau dann
isometrisch, wenn es eine Isometrie A: Rn → Rn gibt, so dass A(Γ1) = Γ2

gilt.
Im Fall n = 1 lautet die Antwort auf obige Frage “Ja”, denn wie wir

bereits gesehen haben, hat ∆ auf S1
L = R/LZ das Spektrum {4π2k2

L2 |k ∈ Z}.

Satz 6.8. Flache Tori der Dimension 2 mit demselben Spektrum von ∆ sind
isometrisch.

Beweis. Sei Γ ⊂ R2 ein Gitter. Wir rekonstruieren Γ∗ und somit Γ aus dem
Spektrum wie folgt

1. Rekonstruiere die Länge des ersten Basisvektors.

2. Rekonstruiere die Länge des zweiten Basisvektors.

3. Rekonstruiere den Winkel zwischen diesen.

Dies geschieht in den folgenden beiden Lemmata.

Definition 6.9. Ein Vektor γ ∈ Γ∗ heißt primitiv, falls für alle k ∈ Z und
für alle γ̃ ∈ Γ∗ mit kγ̃ = γ folgt, dass k = ±1 gilt.

Lemma 6.10. Zu jedem primitiven Vektor γ ∈ Γ∗ gibt es einen primitiven
Vektor γ̃ ∈ Γ∗, so dass Γ∗ = Zγ ⊕ Zγ̃.

Beweis. Sei b∗1, b∗2 eine Basis von Γ∗. Dann gibt es r, s ∈ Z, so dass γ =
rb∗1 + sb∗2. Da γ primitiv ist, sind r, s teilerfremd. Daher existieren k, ` ∈ Z,
so dass rk + `s = 1, d.h.

det

(
r −`
s k

)
= 1 6= 0
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Setzt man daher γ̃ := −`b∗1 + kb∗2, so sind γ, γ̃ linear unabhängig und wegen
rk + `s = 1 sind k, ` teilerfremd, d.h. γ̃ ist primitiv.

Zu Schritt 1: Wähle ein γ1 ∈ Γ∗ \ {0} mit kürzester Länge. Dann ist γ1

primitiv. Nach dem Lemma gibt es ein primitives γ̃1, so dass Γ∗ = Zγ1⊕Zγ̃1.
Indem wir gegebenenfalls die Rollen von γ1, γ̃1 vertauschen oder γ1 durch
−γ1 ersetzen, können wir annehmen, dass

0 ≤ −〈γ̃1, γ1〉 < ‖γ1‖2 ≤ ‖γ̃1‖2.

Lemma 6.11. Unter dieser Voraussetzung gilt:

1. Für alle a, b ∈ Z \ {0} gilt ‖aγ̃1 + bγ1‖ ≥ ‖γ̃1 + γ1‖

2. Falls für a, b ∈ Z \ {0} Gleichheit gilt, so folgt |a| = |b| = 1.

3. Falls für a, b ∈ Z \ {0} Gleichheit gilt und zusätzlich 〈γ1, γ̃1〉 6= 0, so
folgt a = b = 1 oder a = b = −1.

Beweis. Zu 1: Angenommen, es gäbe a, b ∈ Z \ {0}, so dass

‖aγ̃1 + bγ1‖2 < ‖γ1 + γ̃1‖2.

Es folgt

a2‖γ̃1‖2 − 2ab |〈γ1, γ̃1〉|+ b2‖γ1‖2 < ‖γ1‖2 − 2|〈γ1, γ̃1〉|+ ‖γ̃1‖2

und daher

(a2 − 1)‖γ̃1‖2 + (b2 − 1)‖γ1‖2 < 2(ab− 1)|〈γ1, γ̃1〉|. (4)

Nach Voraussetzung ist

(a2 − 1)‖γ1‖2 ≤ (a2 − 1)‖γ̃1‖2

und daher

(a2 + b2 − 2)‖γ1‖2 ≤ (a2 − 1)‖γ̃1‖2 + (b2 − 1)‖γ1‖2

< 2(ab− 1)|〈γ1, γ̃1〉|
≤ 2(|ab| − 1)‖γ1‖2.

Es folgt (|a| − |b|)2 < 0, ein Widerspruch.
Zu 2: Analog zu oben erhält man (|a| − |b|)2 ≤ 0.
Zu 3: Wegen 〈γ1, γ̃1〉 6= 0 folgt aus (4), dass ab > 0 gilt. Daher können

wir in den folgenden Abschätzungen |ab| durch ab ersetzen.
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Zu Schritt 2: Wähle einen kürzesten Vektor γ2 in Γ \ Zγ1. Dann ist γ2

primitiv und von der Form γ2 = aγ̃1 + bγ1 mit a, b ∈ Z. Nach dem Lemma
folgt

γ2 ∈ {γ̃1,−γ̃1, γ̃1 + γ1,−γ̃1 − γ1}.

Zu Schritt 3: Die Länge des kürzesten Vektors in Γ\(Zγ1∪Zγ2) bestimmt
den Winkel.

7 Minimax-Prinzipien
SeiM zusammenhängend und kompakt mit glattem Rand ∂M , wobei ∂M =
∅ möglich ist. Seien

0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ...→∞

die Eigenwerte von ∆ auf M für eines der Eigenwert-Probleme (Dirichlet,
Neumann, geschlossen). Alle Eigenwerte werden mit ihrer Multiplizität wie-
derholt. Sei B eine der Randbedingungen von oben. Wir verwenden die
Sprechweise

f Eigenfunktion zum Eigenwert λ
:⇐⇒ f Eigenvektor von ∆ zum Eigenwert λ mit Randbedingung B

und die Bezeichnung

C∞B (M) := {ϕ ∈ C∞(M)|ϕ erfüllt B}.

Wir definieren nun

Q : C∞B (M)× C∞B (M)→ R, Q(f, h) := (∆f, h).

Q ist bilinear, symmetrisch und positiv semidefinit.

Satz 7.1 (Rayleigh). Sei ϕ1, ϕ2, ... eine L2-Orthonormalbasis aus Eigenfunk-
tionen zu den Eigenwerten λ1, λ2, .... Sei f ∈ C∞B (M), f 6≡ 0, und sei k ∈ N,
so dass für alle j ∈ {1, ..., k − 1} gilt (f, ϕj) = 0. Dann gilt

λk ≤
Q(f, f)

‖f‖2
L2

.

Es gilt Gleichheit genau dann, wenn f eine Eigenfunktion zum Eigenwert λk
ist.
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Beweis. a) Schreibe f =
∑∞

j=1 αjϕj, wobei αj = (f, ϕj). Es gilt

‖f‖2
L2 =

∞∑
1=1

∞∑
j=1

αiαj(ϕi, ϕj) =
∞∑
j=1

α2
j .

Sei nun α1 = ... = αk−1 = 0. Es folgt für alle ` ≥ k

0 ≤ Q(f −
∑̀
i=k

αiϕi, f −
∑̀
j=k

αjϕj)

= Q(f, f)− 2
∑̀
j=k

αj Q(ϕj, f)︸ ︷︷ ︸
=λjαj

+
∑̀
i,j=1

αiαj Q(ϕi, ϕj)︸ ︷︷ ︸
=λjδij

= Q(f, f)−
∑̀
j=k

λjα
2
j

und deshalb

Q(f, f) ≥
∞∑
j=k

λjα
2
j ≥ λk

∞∑
j=k

α2
j = λk‖f‖2

L2 .

b) Gilt Q(f, f) = λk‖f‖2
L2 , so folgt

∞∑
j=k

λjα
2
j = λk

∞∑
j=k

α2
j .

Für jedes j mit λj > λk ist daher αj = 0. Sei nun ` ≥ k, so dass

λk = λk+1 = ... = λ` < λ`+1.

Dann ist f =
∑`

j=k αjϕj und daher ∆f = λkf .
c) Sei umgekehrt ∆f = λkf . Dann folgt sofort Q(f, f) = λk‖f‖2

L2 .

Satz 7.2 (Min-Max-Prinzip). Für jedes k ∈ N gilt

λk = min
V⊂C∞

B
(M)

dimV=k

max
f∈V \{0}

Q(f, f)

‖f‖2
L2

.

Sei V ⊂ C∞B (M) ein Untervektorraum der Dimension k und sei f ∈
V \ {0}. Dann gilt für jedes α > 0:

Q(αf, αf)

‖αf‖2
L2

=
Q(f, f)

‖f‖2
L2

.
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Es folgt

max
f∈V \{0}

Q(f, f)

‖f‖2
L2

= max
f∈V,‖f‖L2=1

Q(f, f)

‖f‖2
L2

,

und da {f ∈ V | ‖f‖L2 = 1} kompakt ist, wird das Maximum angenommen.
Mit dem Minimax-Prinzip kann man die Eigenwerte beschreiben, ohne die
Eigenfunktionen zu kennen.

Beweis. a) Sei V ⊂ C∞B (M) ein Untervektorraum der Dimension k und sei

W := V ∩ span{ϕ1, ..., ϕk−1}⊥.

Dann ist dimW ≥ 1, und daher existiert ein fW ∈ W mit fW 6≡ 0. Weiter
gilt für alle j ∈ {1, ..., k − 1}, dass (fW , ϕj) = 0. Nach Satz 7.1 folgt

λk ≤
Q(fW , fW )

‖fW‖2
L2

und daher
λk ≤ inf

V⊂C∞
B

(M)

dimV=k

max
f∈V \{0}

Q(f, f)

‖f‖2
L2

.

b) Sei V0 := span{ϕ1, ..., ϕk} und sei f ∈ V0 \ {0}, f =
∑k

i=1 αiϕi. Es folgt

Q(f, f) =
k∑

i,j=1

αiαjQ(ϕi, ϕj) =
k∑
i=1

λiα
2
i ≤ λk

k∑
i=1

α2
i = λk‖f‖2

L2

und daher
max

f∈V0\{0}

Q(f, f)

‖f‖2
L2

≤ λk.

Wegen dimV0 = k wird das Infimum in der letzten Ungleichung in Teil a)
angenommen und ist gleich λk.

Satz 7.3 (Max-Min-Prinzip). Für jedes k ∈ N gilt

λk = max
V⊂C∞

B
(M)

dimV=k−1

inf
f∈C∞

B
(M)\{0}

f⊥V

Q(f, f)

‖f‖2
L2

.

Bemerkung 7.4. Aus dem Sobolevschen Einbettungssatz folgt, dass das In-
fimum angenommen wird.
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Beweis. a) Sei V ⊂ C∞B (M) ein Untervektorraum der Dimension k − 1 und
sei

W := span{ϕ1, ..., ϕk} ∩ V ⊥.

Dann ist dimW ≥ 1 und daher existiert ein f0 ∈ W \ {0}. Wir schreiben
f0 =

∑k
i=1 αiϕi. Es folgt

Q(f0, f0) =
k∑

i,j=1

αiαjQ(ϕi, ϕj) =
k∑
i=1

λiα
2
i ≤ λk

k∑
i=1

α2
i = λk‖f0‖2

L2

und daher
sup

V⊂C∞
B

(M)

dimV=k−1

inf
f∈C∞

B
(M)\{0}

f⊥V

Q(f, f)

‖f‖2
L2

≤ λk.

b) Sei V0 := span{ϕ1, ..., ϕk−1}. Dann folgt nach Satz 7.1

λk ≤ inf
f∈C∞B (M)∩(V ⊥0 \{0})

Q(f, f)

‖f‖2
L2

Wegen dimV0 = k−1 wird das Supremum in der letzten Ungleichung in Teil
a) angenommen und ist gleich λk.

8 Knotengebiete
Definition 8.1. Sei f : M → R glatt. Dann heißt f−1(0) Knotenmenge von
f . Die Zusammenhangskomponenten von M \ f−1(0) nennt man Knotenge-
biete.

Die Menge f−1(0) ist abgeschlossen. Außerdem benutzen wir ohne Beweis
die folgende Aussage: Falls f eine Eigenfunktion zu einem Wert λ 6= 0 ist,
dann ist das Innere der Menge f−1(0) leer. Diese Aussage gilt auch, wenn
λ = 0 ist und M zusammenhängend ist.

Satz 8.2 (Courantscher Knotengebietssatz). Sei M eine kompakte zusam-
menhängende Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand ∂M , wobei eventuell
∂M = ∅. Seien 0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ... die Dirirchlet-Eigenwerte und ϕ1, ϕ2, ... die
zugehörigen Eigenvektoren. Dann hat ϕk höchstens k Knotengebiete.

Beispiel 8.3. Sei M = [0, L]. Dann gilt λk = π2k2

L2 und ϕk(x) = sin(πkx
L

) für
alle k ≥ 1. Man sieht, dass ϕk genau k Knotengebiete hat.

Korollar 8.4. ϕ1 hat genau ein Knotengebiet, d. h. es gilt ϕ1 ≥ 0 oder
ϕ1 ≤ 0.
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Sei nun o. B. d.A. ϕ1 ≥ 0 und sei ϕ1, ϕ2, ... eine L2-Orthononormalbasis
aus Eigenvektoren. Falls für ein k ≥ 2 gilt ϕk ≥ 0, so ist

0 =

∫
M

ϕ1ϕk dV > 0 oder ϕ−1
1 (R \ {0}) ∩ ϕ−1

k (R \ {0}) = ∅.

Im ersten Fall ergibt sich ein Widerspruch, im zweiten Fall folgt

ϕ−1
1 (0) ∪ ϕ−1

k (0) = M

und daher M \ ϕ−1
1 (0) ⊂ ϕ−1

k (0). Jedoch ist M \ ϕ−1
1 (0) offen. Es folgt M \

ϕ−1
1 (0) = ∅ und daher ϕ1 ≡ 0. Auch dies ist ein Widerspruch. Wir haben

daher folgendes gezeigt.

Korollar 8.5. Sei k ≥ 2. Dann existieren x1, x2 ∈M , so dass ϕk(x1) < 0 <
ϕk(x2), d. h. ϕk wechselt das Vorzeichen.

Weiter erhalten wir folgendes Korollar.

Korollar 8.6. Es gilt λ1 < λ2.

Beweis. Sonst wäre ϕ2 eine Eigenfunktion zum Eigenwert λ1 und daher ϕ2 ≥
0 oder ϕ2 ≤ 0.

Nun zum Beweis des Knotengebietssatzes. SeiM eine Riemannsche Man-
nigfaltigkeit und sei Ω ⊂ M offen. Sei C∞c (Ω) der Raum der glatten Funk-
tionen mit kompaktem Träger in Ω.

Definition 8.7. Der Grundton von Ω ist definiert als

λ∗(Ω) = inf
f∈C∞c (Ω),f 6≡0

Q(f, f)

‖f‖2
L2

.

Lemma 8.8. Ist Ω zusammenhängend, beschränkt und mit glattem Rand ∂Ω,
so ist λ∗(Ω) der kleinste Dirichlet-Eigenwert von Ω.

Beweis. Zeige zunächst λ1(Ω) ≤ λ∗(Ω). Nach dem Max-Min-Prinzip 7.3 gilt
für den kleinsten Dirichlet-Eigenwert

λ1(Ω) = inf
f∈C∞B (Ω),f 6≡0

Q(f, f)

‖f‖2
L2

.

Wegen C∞c (Ω) ⊂ C∞B (Ω) folgt λ1(Ω) ≤ λ∗(Ω).
Zeige nun λ1(Ω) ≥ λ∗(Ω). Man kann die Beweisidee kurz folgendermaßen

zusammenfassen. Wir definieren auf C∞B (Ω) die Norm

‖f‖H :=
√
Q(f, f) + ‖f‖L2
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und bezeichnen mit H0(Ω) die Vervollständigung von C∞B (Ω) bezüglich der
Norm ‖.‖H . Dann ist C∞c (Ω) dicht in H0(Ω) und die Abbildung

(C∞B (Ω) \ {0}, ‖.‖H), f 7→ Q(f, f)

‖f‖2
L2

hat eine stetige Fortsetzung H0(Ω) \ {0} → R.
Wir geben aber jetzt einen ausführlichen Beweis der Abschätzung. Sei

ε > 0. Wir wählen eine glatte Funktion ϕε: R→ [0, 1] mit

ϕε(t) =

{
1, t ≥ ε
0, t ≤ ε

2

und |ϕ′ε(t)| ≤
3

ε
für alle t.

Definiere nun
ρε : Ω→ R, ρε(x) := ϕε(d(x, ∂Ω)).

Hierbei bezeichnet d(x, ∂Ω) den Riemannschen Abstand zwischen x und ∂Ω.
Die Funktion x 7→ d(x, ∂Ω) ist glatt, falls x nahe genug an ∂Ω liegt, da ∂Ω
nach Voraussetzung glatt ist. Daher ist die Funktion ρε glatt, falls ε > 0 klein
genug ist. In diesem Fall gilt | grad ρε(x)| = |ϕ′ε(x)| für alle x ∈ Ω.

Sei nun δ > 0 und sei f ∈ C∞B (Ω) mit

Q(f, f)

‖f‖2
L2

≤ λ1(Ω) + δ.

Zum Beispiel kann man f = ϕ1 wählen. Sei nun

Uε(∂Ω) = {x ∈ Ω|d(x, ∂Ω) < ε}.

Setze hε = ρεf ∈ C∞c (Ω). Wir benutzen, dass für alle a, b ∈ R gilt (a+ b)2 ≤
2a2 + 2b2 und folgern

‖hε‖2
L2λ∗(Ω) ≤ Q(hε, hε) =

∫
Ω

| gradhε|2 dV

=

∫
Ω

|f grad ρε + ρε grad f |2 dV

=

∫
Uε(∂Ω)

|f grad ρε + ρε grad f |2 dV +

∫
Ω\Uε(∂Ω)

| grad f |2 dV

≤ 2

∫
Uε(∂Ω)

|f grad ρε|2 dV + 2

∫
Uε(∂Ω)

ρ2
ε| grad f |2 dV

+

∫
Ω\Uε(∂Ω)

| grad f |2 dV

≤ 2

∫
Uε(∂Ω)

|f grad ρε|2 dV +

∫
Uε(∂Ω)

| grad f |2 dV +

∫
Ω

| grad f |2 dV.
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Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass ρ2
ε ≤ 1 gilt. Der dritte Term auf

der rechten Seite ist gleich Q(f, f). Wir zeigen im Folgenden, dass die ersten
beiden Terme gegen 0 gehen für ε→ 0.

Um den ersten Term abzuschätzen, bemerken wir zunächst∫
Uε(∂Ω)

|f grad ρε|2 dV ≤ 9

ε2

∫
Uε(∂Ω)

f 2 dV.

Wir wählen dann auf Uε(∂Ω) lokale Koordinaten (r, y), wobei r(x) = d(x, ∂Ω)
und y: Uε(∂Ω)→ Rn−1 dazu transversale Koordinaten seien. Dann gilt

f(r, y) =

∫ r

0

∂f

∂r
(s, y) ds

und daher |f(r, y)| ≤ ‖ grad f‖L∞r, wobei wir für ein stetiges Vektorfeld X
auf Ω definieren

‖X‖L∞ := sup
p∈Ω

|X(p)|.

Es folgt ∫
Uε(∂Ω)

|f grad ρε|2 dV ≤ 9

ε2

∫
Uε(∂Ω)

‖ grad f‖2
L∞ε

2 dV

≤ 9‖ grad f‖2
L∞vol(Uε(∂Ω)).

Wegen vol(Uε(∂Ω)) ≤ Cε geht dies gegen 0 für ε→ 0.
Um den zweiten Term abzuschätzen, bezeichnen wir mit χUε(∂Ω) die cha-

rakteristische Funktion der Menge Uε(∂Ω). Dann gilt∫
Uε(∂Ω)

| grad f |2 dV =

∫
Ω

| grad f |2χUε(∂Ω) dV→ 0

für ε → 0 nach dem Satz von der dominierten Konvergenz. Für eine Folge
(εn)n∈N mit εn → 0 erhält man nämlich eine Folge (| grad f |2χUεn (∂Ω))n∈N, die
punktweise konvergiert und durch | grad f |2 ∈ L1(Ω) dominiert wird.

Insgesamt erhalten wir somit

‖hε‖2
L2λ∗(Ω) ≤ Q(f, f) +O(ε) ≤ (λ1(Ω) + δ)‖f‖2

L2 +O(ε).

Wir bilden nun den Limes ε→ 0 und benutzen, dass nach dem Satz von der
dominierten Konvergenz gilt limε→0 ‖hε‖2

L2 = ‖f‖2
L2 . Es folgt

‖f‖2
L2λ∗(Ω) ≤ (λ1(Ω) + δ)‖f‖2

L2

und daher für δ → 0 die gewünschte Abschätzung.
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Lemma 8.9. Sei M eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand
und sei u eine Eigenfunktion zum Dirichlet-Eigenwert λ. Sei Ω ⊂ M ein
Knotengebiet von u. Dann gilt λ∗(Ω) = λ.

Beweis. a) Ist 0 ein regulärer Wert von u, so ist u−1(0) eine glatte Hy-
perfläche. Insbesondere hat Ω einen glatten Rand. Es folgt λ∗(Ω) = λ1(Ω)
nach Lemma 8.8. Nun ist aber u|Ω ∈ C∞B (Ω) eine Eigenfunktion zum Wert
λ ≥ λ1(Ω). Es folgt λ∗(Ω) ≤ λ.

b) Nun sei 0 ein singulärer Wert von u und es sei o. B. d.A. u > 0 auf
Ω. Nach dem Satz von Sard gibt es eine Folge (εj)j∈N mit εj → 0, so dass
für alle j gilt εj > 0 und εj+1 ≤ εj und so dass für alle j der Wert εj ein
regulärer Wert von u ist. Für j ∈ N definieren wir

Ωj := {x ∈ Ω|u(x) > εj}.

Für alle j gilt dann Ωj ⊂ Ωj+1. Weiter ist ∪j∈NΩj = Ω. Wir definieren für
j ∈ N die Funktion uj := u− εj: Ω→ R. Dann gilt uj|Ωj ∈ C

∞
B (Ωj) und

∆uj = ∆u = λu = λuj + λεj.

Wegen Ωj ⊂ Ω gilt λ∗(Ω) ≤ λ∗(Ωj). Da ∂Ωj glatt ist, dürfen wir im Folgen-
den partiell integrieren. Weiter benutzen wir Satz 7.1 und Lemma 8.8 und
erhalten

λ

∫
Ωj

uju dV =

∫
Ωj

uj∆u dV =

∫
Ωj

uj∆uj dV =

∫
Ωj

| graduj|2 dV

≥ λ1(Ωj)

∫
Ωj

u2
j dV = λ∗(Ωj)

∫
Ωj

u2
j dV

≥ λ∗(Ω)

∫
Ωj

u2
j dV.

Wir wollen nun den Limes j →∞ bilden. Dazu benutzen wir∫
Ωj

uju dV =

∫
Ωj

u2 dV − εj
∫

Ωj

u dV→
∫

Ω

u2 dV,

für j →∞, da
∫

Ωj
u dV für j →∞ beschränkt bleibt. Weiter gilt

| ‖u‖L2(Ω) − ‖uj‖L2(Ω) | ≤ ‖u− uj‖L2(Ω) ≤ εj
√

vol(Ω)→ 0

für j →∞ und daher ∫
Ω

u2
j dV→

∫
Ω

u2 dV
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für j →∞. Aus der obigen Abschätzung folgt daher λ ≥ λ∗(Ω).
c) Sei nun δ > 0. Wähle f ∈ C∞c (Ω) mit Q(f,f)

‖f‖2
L2
≤ λ∗(Ω) + δ. Da suppf

eine kompakte Teilmenge von Ω ist und u > 0 im Inneren von Ω gilt, ist
u0 := minx∈suppf u(x) > 0. Für hinreichend große j ist εj < u0 und daher
suppf ⊂ Ωj. Für diese j gilt dann Q(f,f)

‖f‖2
L2
≥ λ∗(Ωj). Es folgt mit Lemma 8.8

λ∗(Ω) + δ ≥ lim
j→∞

λ∗(Ωj) = lim
j→∞

λ1(Ωj). (5)

Sei vj eine Dirichlet-Eigenfunktion auf Ωj zum Eigenwert λ1(Ωj). Auf den
Zusammenhangskomponenten, auf denen vj < 0 gilt, ersetzen wir vj durch
−vj und können daher annehmen, dass vj ≥ 0 auf Ωj gilt. Unter Benutzung
der Dirichlet-Randbedingung und wegen u|∂Ωj ≡ εj folgt

λ

∫
Ωj

vju dV =

∫
Ωj

vj∆u dV

=

∫
Ωj

〈grad vj, gradu〉 dV −
∫
∂Ωj

vj∂νu dA

=

∫
Ωj

〈grad vj, gradu〉 dV

=

∫
Ωj

u∆vj dV +

∫
∂Ωj

u∂νvj dA

= λ1(Ωj)

∫
Ωj

vju dV + εj

∫
∂Ωj

∂νvj︸︷︷︸
≤0

dA

≤ λ1(Ωj)

∫
Ωj

vju dV.

Es folgt λ ≤ λ1(Ωj) und im Limes j → ∞ folgt λ ≤ λ∗(Ω) + δ wegen (5).
Für δ → 0 erhalten wir die Behauptung.

Beweis von Satz 8.2. Angenommen, es gäbe k+1 Knotengebiete G1, ..., Gk+1

für die Eigenfunktion ϕk. Nach Lemma 8.9 folgt λ∗(Gj) = λk für jedes j. Sei
ε > 0. Für jedes j ∈ {1, ..., k} wähle uj ∈ C∞c (Gj) mit

Q(uj, uj)

‖uj‖2
L2

≤ λ∗(Gj) + ε = λk + ε.

Wähle (α1, ..., αk) 6= (0, ..., 0), so dass für fε :=
∑k

j=1 αjuj gilt

0 = (ϕ1, fε) = ... = (ϕk−1, fε).
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Dies ist möglich, da die Gleichungen in der Form (ϕ1, u1) . . . (ϕ1, uk)
...

...
(ϕk−1, u1) . . . (ϕk−1, uk)


α1

...
αk

 =

0
...
0

 ,

geschrieben werden können und die Matrix auf der linken Seite eine lineare
Abbildung Rk → Rk−1 beschreibt. O.B. d.A. sei ‖fε‖L2 = 1. Da die Träger
der uj paarweise disjunkt sind, gilt Q(uj, uk) = 0 für alle j 6= k. Nach Satz
7.1 folgt

λk ≤ Q(fε, fε) =
k∑
j=1

α2
jQ(uj, uj)

≤ (λk + ε)
k∑
j=1

α2
j‖uj‖2

L2 = (λk + ε)‖fε‖2
L2 = λk + ε.

Wir schreiben nun

fε = ϕε + ψε, ϕε ∈ Eλk , ψε ∈
⊕
λ>λk

Eλ.

Sei λ′ der erste Eigenwert, der größer als λk ist. Dann folgt mit Satz 7.1

λk + ε ≥ Q(fε, fε) =

∫
M

fε∆fε dV =

∫
M

(ϕε + ψε)∆(ϕε + ψε) dV

=

∫
M

(ϕε∆ϕε + ψε∆ψε + ϕε∆ψε︸ ︷︷ ︸
=0

+ψε∆ϕε︸ ︷︷ ︸
=0

) dV

= λk‖ϕε‖2
L2 +Q(ψε, ψε)︸ ︷︷ ︸

≥λ′‖ψε‖2
L2

≥ λk(‖ϕε‖2
L2 + ‖ψε‖2

L2) + (λ′ − λk)‖ψε‖2
L2

= λk + (λ′ − λk)‖ψε‖2
L2 .

Es folgt ‖ψε‖2
L2 ≤ ε

λ′−λk
→ 0 für ε→ 0.

Sei nun ϕ ∈ Eλk und sei (εj)j∈N eine Folge, so dass εj → 0 und ‖ϕεj −
ϕ‖L2 → 0 für j →∞. Dann folgt

‖fεj − ϕ‖2
L2 = ‖ϕεj − ϕ‖2

L2 + ‖ψεj‖2
L2 → 0

für j →∞. Es gilt ‖ϕ‖L2 = limj→∞ ‖fεj‖L2 = 1. Da für alle j gilt fεj |Gk+1
≡

0, folgt ϕ|Gk+1
≡ 0. Weiter gilt ∆ϕ = λkϕ. Mit dem folgenden Satz über

eindeutige Fortsetzung folgt ein Widerspruch.
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Satz 8.10 (Satz über eindeutige Fortsetzung von Aronszajn, [2]). Sei M
eine zusammenhängende Riemannsche Mannigfaltigkeit, u ∈ C∞(M) mit
∆u = λu. Ist Ω ⊂ M offen, Ω 6= 0 und u|Ω ≡ 0, dann gilt bereits u ≡ 0 auf
M .

Bemerkung 8.11. Ohne Satz 8.10 kann man zeigen: Falls die Eigenfunktion
ϕk ` Knotengebiete besitzt, so folgt λ` ≤ λk. Insbesondere falls λk+1 > λk,
dann folgt ` ≤ k.

9 Der Laplace-Operator auf Sphären
Sei R > 0 und Sn(R) := {x ∈ Rn+1| ‖x‖ = R}. Wir definieren das Einheits-
normalenfeld

ν : Sn(R)→ Rn+1, ν(x) :=
x

R
.

Ab jetzt schreiben wir Sn := Sn(R).

Proposition 9.1. Sei f ∈ C∞(Rn+1). Dann gilt auf Sn:

∆Rn+1

f = ∆Sn(f |Sn)− ∂ν∂νf −
n

R
∂νf.

Beweis. Ergänze e0 := ν zu einem lokalen Orthonormal-Rahmen (e0, e1, ..., en)
entlang Sn, d.h. für jedes x ∈ Sn existiert eine offene Umgebung U ⊂ Sn von
x, so dass für alle y ∈ U das System (e0(y), ..., en(y)) eine Orthonormalba-
sis von Rn+1 ist. Dann ist für jedes y ∈ U das System (e1(y), ..., en(y)) eine
Orthononormalbasis von TySn. Es gilt

∆Rn+1

f = −
n∑
i=0

∂ei∂eif +
n∑
i=0

〈∇Rn+1

ei
ei, gradRn+1

f〉,

∆Snf = −
n∑
i=1

∂ei∂eif +
n∑
i=1

〈∇Sn

ei
ei, gradS

n

f〉.

Hierbei ist nach Definition gradS
n

f die Orthogonalprojektion von gradRn+1

f
auf TSn. Es folgt für alle i ≥ 1:

〈ei, gradS
n

f〉 = 〈ei, gradRn+1

f〉

und daher

gradRn+1

f =
n∑
i=0

(∂eif)ei = (∂νf)ν + gradS
n

f.
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Für alle i, j ≥ 1 ist nach Definition ∇Sn

ei
ej die Orthogonalprojektion von

∇Rn+1

ei
ej auf TSn. Es folgt für alle i, j, k ≥ 1

〈∇Sn

ei
ej, ek〉 = 〈∇Rn+1

ei
ej, ek〉,

〈∇Rn+1

ei
ej, ν〉 = ∂ei〈ej, ν〉 − 〈ej,∇Rn+1

ei
ν〉 = −〈ej,∇Rn+1

ei
ν〉.

Weiter gilt für alle x ∈ Sn die Gleichung dν|x(ei) = ei
R

und daher

〈∇Rn+1

ei
ej, ν〉 = − 1

R
〈ej, ei〉.

Insbesondere folgt
n∑
i=1

〈∇Rn+1

ei
ei, ν〉 = − n

R
.

Für alle t ∈ R und für alle x ∈ Sn gilt

x+ tν(x)

‖x+ tν(x)‖
=

x+ tx/R

‖x+ tx/R‖
=

x

‖x‖

und daher

∇Rn+1

ν ν =
d

dt

∣∣
t=0
ν(x+ tν(x)) =

d

dt

∣∣
t=0

x+ tν(x)

‖x+ tν(x)‖
= 0.

Es folgt

∆Rn+1

f = −∂ν∂νf −
n∑
i=1

∂ei∂eif + 〈∇Rn+1

ν ν, gradRn+1

f〉

+
n∑
i=1

〈∇Rn+1

ei
ei, gradS

n

f〉+
n∑
i=1

〈∇Rn+1

ei
ei, ν〉∂νf

= ∆Snf − ∂ν∂νf −
n

R
f,

und daher die Behauptung.

Bemerkung 9.2. Genauso zeigt man allgemein das Folgende: Sei (M, g)
eine (n + 1)-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit, geblättert durch
eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit N . Sei ~H := Hν das mittlere
Krümmungsvektorfeld, wobei ν ein lokales Einheitsnormalenfeld sei. Sei Y :=
∇νν. Dann gilt für alle f ∈ C∞(M)

∆M(f |N) = ∆N(f |N)− ∂ν∂νf + ∂Y f + n∂ ~Hf

= −(∇2f)(ν, ν) + n∂ ~Hf, (6)
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wobei wir für X, Y ∈ X(M) definieren

(∇2f)(X, Y ) := ∂X∂Y f − ∂∇XY f.

Die Zahl (∇2f)(X, Y )|p hängt dann nur von den Werten von X und Y im
Punkt p sowie von f ab.

Beispiel 9.3. Es sei Pk der Raum aller homogenen Polynome vom Grad k
auf Rn+1. Sei p ∈ Pk. Dann gilt für alle x ∈ Rn+1 und alle r > 0:

p(rx) = rkp(x).

Wir differenzieren nach r und erhalten

∂

∂r
(p(rx)) = krk−1p(x) =

k

r
p(rx).

Wir differenzieren noch einmal nach r und erhalten

∂2

∂r2
(p(rx)) = − k

r2
p(rx) +

k

r

∂

∂r
(p(rx)) =

k2 − k
r2

p(rx).

Sei nun p harmonisch, d. h. ∆Rn+1
p = 0. Dann gilt

0 = (∆Rn+1

p)|Sn(R) = ∆Sn(R)(p|Sn(R))−
∂2

∂r2
p|Sn −

n

R

∂

∂r
p|Sn .

Ab jetzt sei R = 1 und Sn := Sn(1). Dann folgt

∆Sn(p|Sn) =
∂2

∂r2
p|Sn + n

∂

∂r
p|Sn = k(n+ k − 1)p|Sn .

Wir definieren
Hk := {p ∈ Pk|∆Rn+1

p = 0}.
Die Einschränkungsabbildung

Pk → C∞(Sn), p 7→ p|Sn

ist injektiv. Wir schreiben Pk|Sn und Hk|Sn für die Bilder von Pk und Hk in
C∞(Sn).

Satz 9.4. Das Spektrum von Sn(R) besteht aus den Eigenwerten

λk =
k(n+ k − 1)

R2
, k ∈ N0,

mit Multiplizität (n+k−2)!
k!(n−1)!

(n+ 2k − 1).
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Bemerkung 9.5. Sei (M, g1) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei C >
0 und g2 = Cg1. Dann gilt ∆g2 = C−1∆g1. Daher ist λ genau dann ein
Eigenwert von ∆g1, wenn λ

C
ein Eigenwert von ∆g2 ist. Es genügt daher,

Satz 9.4 für den Fall R = 1 zu beweisen.

Lemma 9.6. Für alle k ∈ N0 gilt

P2k = H2k ⊕ r2H2k−2 ⊕ ...⊕ r2kH0

P2k+1 = H2k+1 ⊕ r2H2k−1 ⊕ ...⊕ r2kH1.

Beweis. Wir benutzen Induktion über k. Der Fall k = 0 ist klar, denn: Falls
p ∈ P0 oder p ∈ P1, so gilt ∆Rn+1

p = 0.
Sei nun k ≥ 1 und die Behauptung gelte für k − 1. Sei weiter m = 2k

beziehungsweise m = 2k + 1. Zu zeigen ist

Pm = Hm ⊕ r2Pm−2.

Offensichtlich gilt Pm ⊃ Hm ⊕ r2Pm−2, zu zeigen bleibt “⊂”. Nach Beispiel
9.3 gilt

Hm|Sn ⊂ ESn

λm := ker(∆Sn − λm),

wobei λm = m(n+m−1). Da r ≡ 1 auf Sn und nach Induktionsvoraussetzung
gilt

Pm−2|Sn = Hm−2|Sn ⊕ r2Hm−4|Sn ⊕ ...⊕ r2kH0/1|Sn
⊂ ESn

λm−2
⊕ ESn

λm−4
⊕ ...⊕ ESn

λ0/1
.

Da die λk alle verschieden sind, ist ESn

λm
⊕ ...⊕ESn

λ0/1
eine direkte orthogonale

Summe. Daher ist die Summe Hm|Sn ⊕ Pm−2|Sn direkt und orthogonal und
die Summe Hm ⊕ r2Pm−2 ist direkt.

Zu zeigen bleibt Pm ⊂ Hm ⊕ r2Pm−2. Dafür reicht es zu zeigen, dass
Pm|Sn ⊂ Hm|Sn ⊕Pm−2|Sn gilt. Sei daher p ∈ Pm, so dass p|Sn senkrecht auf
Pm−2|Sn steht. Zu zeigen ist ∆Rn+1

p = 0 und dafür reicht es zu zeigen, dass
(∆Rn+1

p)|Sn = 0 gilt. Es ist (∆Rn+1
p)|Sn ∈ Pm−2|Sn und nach Induktionsvor-

aussetzung gilt

Pm−2|Sn = Hm−2|Sn ⊕Hm−4|Sn ⊕ ...⊕H0/1|Sn .

Es genügt daher zu zeigen, dass für alle k ≥ 1 und für alle h ∈ Hm−2k gilt∫
Sn

(∆Rn+1
p)|Snh|Sn dV = 0. Nach Proposition 9.1 und Beispiel 9.3 gilt

∆Rn+1

p|Sn = ∆Sn(p|Sn)−m(m− 1)p|Sn − nmp|Sn .
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Es folgt ∫
Sn

(∆Rn+1

p)|Snh|Sn dV

=

∫
Sn
p|Sn∆Sn(h|Sn) dV −m(n+m− 1)

∫
Sn
p|Snh|Sn dV

= (λm−2k − λm)

∫
Sn
p|Snh|Sn dV = 0

und daher die Behauptung.

Beweis von Satz 9.4. Nach dem letzten Lemma gilt

A :=
(⊕
k≥0

Pk
)∣∣

Sn
=
⊕
k≥0

Hk|Sn ⊂ C0(Sn).

A ist eine Unteralgebra mit 1 von C0(Sn). Seien nun

x = (x0, ..., xn) ∈ Sn, y = (y0, ..., yn) ∈ Sn

mit x 6= y. Dann existiert ein i mit xi 6= yi. Für die Funktion pi: Rn+1 → R,
pi(x) = xi gilt pi ∈ P1 = H1 und pi(x) 6= pi(y). Wir haben daher gezeigt,
dass A Punkte separiert. Nach dem Satz von Stone-Weierstrass 6.5 folgt,
dass A dicht ist in C0(Sn). Daraus folgt

⊕
k≥0

Hk

∣∣
Sn

L2

= L2(Sn) =
⊕
k≥0

ESn
λk

L2

.

Da für alle k ≥ 0 gilt Hk|Sn ⊂ ESn

λk
, folgt daraus k ≥ 0 gilt Hk|Sn = ESn

λk
für alle k. Wir haben gezeigt, dass die Eigenwerte genau die λk sind mit
Multiplizität dimHk. Im Folgenden wollen wir diese Dimension berechnen.
Für alle k ≥ 2 gilt

Pk = Hk ⊕ Pk−2

und daher
dimHk =

{
dimPk − dimPk−2, k ≥ 2
dimPk, k = 0, 1.

Für alle k ∈ N0 gilt dimPk =
(
n+k
k

)
und daher dimHk wie behauptet.
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10 Lichnerowicz-Abschätzung
Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, schreibe g = 〈., .〉. Sei ∇ der
Levi-Civita-Zusammenhang auf (M, g). Dann gilt für alle X, Y, Z ∈ Γ(TM)
und für alle f ∈ C∞(M):

[X, Y ] = ∇XY −∇YX, ∂[X,Y ]f = ∂X∂Y f − ∂Y ∂Xf.

Für Vektorfelder X, Y, Z ∈ Γ(TM) definieren wir

R(X, Y )Z := ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z ∈ Γ(TM).

Der Wert (R(X, Y )Z)p im Punkt p ∈M hängt nur von den WertenXp, Yp, Zp
ab. Setzen wir daher Xp, Yp, Zp ∈ TpM zu Vektorfeldern X, Y, Z ∈ Γ(TM)
fort, so ist die Abbildung

Rp : TpM × TpM × TpM → TpM, (Xp, Yp, Zp) 7→ (R(X, Y )Z)p

wohldefiniert und trilinear. Sie heißt der Riemannsche Krümmungstensor im
Punkt p. Der Ricci-Tensor ist definiert als die Spur

Ric(X, Y ) := Spur(Z 7→ R(Z,X)Y ).

Für alle X, Y ∈ Γ(TM) gilt Ric(X, Y ) = Ric(Y,X).

Satz 10.1 (Lichnerowicz). Sei (M, g) eine kompakte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit der Dimension n und es existiere ein k > 0 so dass für alle
X ∈ Γ(TM) gilt Ric(X,X) ≥ k〈X,X〉. Dann erfüllt der erste positive Ei-
genwert λ1 von ∆ die Ungleichung

λ1 ≥
n

n− 1
k.

Beispiel 10.2. Sei M = Sn mit der Standardmetrik. Dann gilt für alle
X, Y ∈ Γ(TM) die Gleichung Ric(X, Y ) = (n − 1)〈X, Y 〉. Wir haben im
letzten Kapitel gesehen, dass λ1 = n gilt. In diesem Fall gilt in Satz 10.1
Gleichheit.

Definition 10.3. Sei f ∈ C∞(M). Wir definieren die Hessesche im Punkt
p ∈M durch

Hessf |p : TpM × TpM → R, (Xp, Yp) 7→ (∂X∂Y f)p − (∂∇XY f)p,

wobei X, Y ∈ Γ(TM) Fortsetzungen von Xp, Yp zu glatten Vektorfeldern sind.
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Man rechnet nach, dass der Ausdruck auf der rechten Seite nur von Xp, Yp
abhängt. Weiter berechnen wir

〈∇X grad f, Y 〉 = ∂X〈grad f, Y 〉 − 〈grad f,∇XY 〉
= ∂X∂Y f − ∂∇XY f = Hessf |p(X, Y ).

Weiter gilt

Hessf |p(X, Y )− Hessf |p(Y,X) = ∂X∂Y f − ∂Y ∂Xf − ∂∇XY−∇YXf = 0,

d. h. Hessf |p ist symmetrisch.

Proposition 10.4 (Bochner-Lichnerowicz-Formel). Für alle f ∈ C∞(M)
gilt

−1

2
∆(| grad f |2) = |Hessf |2 − 〈grad(∆f), grad f〉+ Ric(grad f, grad f).

Beweis. Wähle p ∈ M und zeige die Gleichung in p. Wähle eine Orthonor-
malbasis von TpM und verschiebe jeden Basisvektor parallel entlang radialer
Geodätischer durch p. Erhalte dadurch einen lokalen Orthonormalrahmen
e1, ..., en auf einer offenen Umgebung U von x, so dass zusätzlich im Punkt
p für alle i, j gilt: ∇eiej|p = 0. Dann folgt

[ei, ej]|p = ∇eiej|p −∇ejei|p = 0.

Nach der Formel (3) für den Laplace-Operator in einem lokalen Orthonor-
malrahmen gilt für jedes X ∈ Γ(TM) im Punkt p:

∆(|X|2)|p = −
n∑
i=1

∂ei∂ei(|X|2)|p +
n∑
i=1

〈∇eiei|p︸ ︷︷ ︸
=0

, grad(|X|2)|p〉

= −2
n∑
i=1

∂ei〈∇eiX,X〉|p

= −
n∑
i=1

(2〈∇ei∇eiX,X〉|p + 2‖∇eiX‖2|p)

Weiter gilt für jedes X ∈ Γ(TM) im Punkt p und für alle i, j, k:

〈∇ei∇ejX, ek〉|p = ∂ei〈∇ejX, ek〉|p − 〈∇ejX|p,∇eiek|p︸ ︷︷ ︸
=0

〉.

Setzt man nun X = grad f , so gilt im Punkt p für alle i, j, k:

〈∇ej∇ei grad f, ek〉|p = (∂ejHessf(ei, ek))|p = 〈∇ej∇ek grad f, ei〉|p
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und daher

−1

2
∆(| grad f |2)|p =

n∑
i=1

|∇ei grad f |2|p

+
n∑

i,k=1

〈∇ei∇ei grad f, ek〉〈grad f, ek〉|p

=
n∑

i,j=1

〈∇ei grad f, ej〉︸ ︷︷ ︸
=Hessf(ei,ej)

2|p

+
n∑

i,k=1

〈∇ei∇ek grad f, ei〉(∂ekf)|p. (7)

Weiter gilt für alle i, k:

R(ei, ek) grad f |p = ∇ei∇ek grad f |p −∇ek∇ei grad f |p −∇[ei,ek] grad f |p︸ ︷︷ ︸
=0

und daher
n∑

i,k=1

〈∇ei∇ek grad f, ei〉(∂ekf)|p

=
n∑

i,k=1

〈∇ek∇ei grad f, ei〉(∂ekf)|p +
n∑

i,k=1

〈R(ei, ek) grad f, ei〉(∂ekf)|p

=
n∑

i,k=1

(∂ek〈∇ei grad f, ei〉)(∂ekf)|p +
n∑
k=1

Ric(ek, grad f)(∂ekf)|p

=
n∑

i,k=1

(∂ekHessf(ei, ei))(∂ekf)|p + Ric(grad f, grad f)|p

=
n∑
k=1

(∂ek∆f)(∂ekf)|p + Ric(grad f, grad f)|p.

Zusammen mit (7) folgt die Behauptung.

Beweis von Satz 10.1. Integriere die Bochner-Lichnerowicz-Formel über M
und benutze∫

M

∆(| grad f |2) dV = 0,

∫
M

〈grad(∆f), grad f〉 dV =

∫
M

(∆f)2 dV.
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Erhalte dann∫
M

(∆f)2 dV =

∫
M

|Hessf |2 dV +

∫
M

Ric(grad f, grad f) dV.

Sei nun ∆f = λ1f . Nach Voraussetzung gilt für alleX ∈ Γ(TM): Ric(X,X) ≥
k〈X,X〉. Wir erhalten dann

λ2
1

∫
M

f 2 dV ≥
∫
M

|Hessf |2 dV + k

∫
M

〈grad f, grad f〉 dV

=

∫
M

|Hessf |2 dV + kλ1

∫
M

f 2 dV. (8)

Es gilt

∆f = −Spur(Hessf) = −〈Hessf,
n∑
i=1

e∗i ⊗ e∗i 〉,

wobei e1, ..., en ein lokaler Orthononormalrahmen ist und e∗1, ..., e∗n die dazu
dualen Felder von Linearformen. Weiter ist 〈., .〉 auf der rechten Seite das von
g induzierte Skalarprodukt auf den symmetrischen Bilinearformen. Nach der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

|∆f |2 ≤ |Hessf |2
∣∣∣ n∑
i=1

e∗i ⊗ e∗i
∣∣∣2 = n|Hessf |2.

Eingesetzt in (8) ergibt sich

λ2
1

∫
M

f 2 dV ≥ λ2
1

n

∫
M

f 2 dV + kλ1

∫
M

f 2 dV.

Es folgt λ1 ≥ λ1
n

+ k und daher λ1 ≥ n
n−1

k.

11 Cheeger-Ungleichung
Sei (M, g) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit und sei Ω eine
offene und zusammenhängende Teilmenge von M , so dass Ω kompakt ist.
Weiter sei der Rand von Ω glatt.

Sei f ∈ C0(Ω) ∩ C∞(Ω). Eine Zahl t ∈ R heißt ein regulärer Wert von
f , falls für jedes x ∈ Ω mit f(x) = t gilt: grad f |x 6= 0. Wir bezeichnen mit
Reg(f) ⊂ R die Menge aller regulären Werte von f .

Nach dem Satz von Sard hat die Menge R \Reg(f) das Maß Null. Daher
ist Reg(f) dicht in R. Da die Bedingung grad f |x 6= 0 eine offene Bedingung
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ist, ist Reg(f) auch offen in R. Nach dem Satz vom regulären Wert ist für
jedes t ∈ Reg(f) die Menge f−1(t) ∩ Ω eine (n − 1)-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von Ω. Weiter ist f−1(t) ∩ Ω kompakt. Es ist möglich, dass
f−1(t) ∩ Ω = ∅ gilt.

Seien nun a, b ∈ R, so dass (a, b) ⊂ Reg(f) und sei t0 ∈ (a, b), so dass
f−1(t0) 6= ∅. Sei X := grad f

| grad f |2 auf f−1((a, b)). Sei ε > 0 und für t ∈ (−ε, ε)
sei

Φt : M →M

der Fluss von X, d. h. für alle x ∈M und für alle t ∈ (−ε, ε) gilt

d

dt
Φt(x) = XΦt(x), Φ0(x) = x.

Wir definieren

Ψ : f−1(t0)× (a, b)→M, Ψ(q, t) := Φt−t0(q).

Die Abbildung Ψ ist eine injektive Immersion. Weiter gilt für alle (q, t) ∈
f−1(t0)× (a, b)

d

dt
f(Ψ(q, t)) = 〈grad f,X〉|Ψ(q,t) = 1

und für alle q ∈ f−1(t0):

f(Ψ(q, t0)) = f(q) = t0.

Es folgt, dass für alle t ∈ (a, b) gilt f(Ψ(q, t)) = t.
Sind q1, ..., qn−1 lokale Koordinaten auf f−1(t0), so liefert Ψ lokale Koordi-

naten q1, ..., qn−1, t auf f−1((a, b)) ⊂ Ω. Für die Komponenten gαt der Metrik
gilt

gtt = 〈 ∂
∂t
,
∂

∂t
〉 = 〈X,X〉 =

1

| grad f |2

sowie gαt = 0 für α = 1, ..., n− 1. Insgesamt erhalten wir

(gij) =

( 1
| grad f |2 0

0 gf
−1(t)

)
.

Für die Volumenformen dV von M und dAf−1(t) von f−1(t) folgt

dV =
1

| grad f |
dAf−1(t)dt

Für t ∈ R definieren wir

Ω(t) := {p ∈ Ω| |f(p)| > t}, Γ(t) := ∂Ω(t)
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sowie
V (t) := voln(Ω(t)), A(t) := voln−1(Γ(t)).

Dann gilt der folgende Satz.

Satz 11.1 (Koflächenformel). Sei h: Ω → R messbar, so dass h| grad f | ∈
L1(Ω). Dann gilt ∫

Ω

h| grad f |dV =

∫ ∞
0

(∫
Γ(t)

hdA
)

dt.

Insbesondere gilt∫
Ω

| grad f |dV =

∫ ∞
0

(∫
Γ(t)

dA
)

dt =

∫ ∞
0

A(t) dt.

Die Funktion V : R→ R ist glatt auf Reg(|f |) und es gilt

V ′(t) = −
∫

Γ(t)

1

| grad f |
dA. (9)

Beweis. Zu zeigen bleibt die letzte Gleichung. Es gilt

V (t) =

∫
Ω(t)

dV =

∫ ∞
t

∫
Γ(t)

1

| grad f |
dA dt.

Durch Differenzieren erhält man die gewünschte Gleichung.

Im Folgenden verwenden wir die Bezeichnungen

V := voln, A := voln−1.

Definition 11.2. Sei (M, g) eine nicht-kompakte zusammenhängende Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit. Die Zahl

H(M) := inf
{A(∂Ω)

V (Ω)

∣∣∣Ω ⊂⊂M,Ω offen, relativ kompakt, ∂Ω glatt, Ω 6= ∅
}

heißt Cheeger-Konstante von M .

Beispiel 11.3. 1. Bild von M mit H(M) klein.

2. Sei B(r) := {x ∈ Rn| ‖x‖ < r}, M := B(1). Sei 0 < r < 1 und sei
Ω := B(r) ⊂ B(1). Es gilt

A(∂Ω) = rn−1A(∂B(1)), V (Ω) = rnV (B(1))
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und

V (B(1)) =

∫ 1

0

A(∂B(ρ)) dρ = A(∂B(1))

∫ 1

0

ρn−1dρ =
A(∂B(1))

n
.

Es folgt
A(∂Ω)

V (Ω)
=
nrn−1

rn
=
n

r
→ n

für r → 1 und daher H(M) ≤ n.

Die isoperimetrische Ungleichung im Rn besagt: Sei Ω̃ ⊂ Rn mit glattem
Rand. Dann gilt

A(∂Ω̃)n

V (Ω̃)n−1
≥ A(∂B(1))n

V (B(1))n−1
.

Sei nun Ω̃ ⊂ B(1). Dann ist V (Ω̃) ≤ V (B(1)) und somit

A(∂Ω̃)

V (Ω̃)
=

( 1

V (Ω̃)

A(∂Ω̃)n

V (Ω̃)n−1

)1/n

≥
( 1

V (B(1))

A(∂B(1))n

V (B(1))n−1

)1/n

=
A(∂B(1))

V (B(1))
= n.

Es folgt H(B(1)) ≥ n. Insgesamt folgt H(B(1)) = n.

Satz 11.4 (Cheeger-Ungleichung). Sei (M, g) eine nicht-kompakte zusam-
menhängende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Für den Grundton von M gilt
dann λ∗(M) ≥ H(M)2

4
.

Beweis. Sei ε > 0. Wähle u ∈ C∞c (M), so dass∫
M
| gradu|2dV∫
M
u2dV

≤ λ∗(M) + ε.

Es gilt ∫
M
| grad(u2)|dV∫
M
u2dV

=
2
∫
M
|u gradu|dV∫
M
u2dV

≤
2(
∫
M
u2dV)1/2(

∫
M
| gradu|2dV)1/2∫

M
u2dV

= 2
(∫

M
| gradu|2dV∫
M
u2dV

)1/2

≤ 2
√
λ∗(M) + ε.
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Für Ω(t) = {x ∈ M |u(x)2 > t} gilt ∂Ω(t) = {x ∈ M |u(x)2 = t}. Nach
Definition von H(M) und mit der Koflächenformel für f = u2 und h = 1
folgt∫

M

| grad(u2)|dV =

∫ ∞
0

A(∂Ω(t)) dt

≥ H(M)

∫ ∞
0

V (Ω(t))︸ ︷︷ ︸
=V (t)

dt = −H(M)

∫ ∞
0

tV ′(t) dt.

Im letzten Schritt haben wir partiell integriert und benutzt, dass V (t) = 0
gilt, falls t groß genug ist. Mit (9) und der Koflächenformel für f = u2 und
h = u2

| grad(u2)| folgt

−H(M)

∫ ∞
0

tV ′(t) dt = H(M)

∫ ∞
0

∫
∂Ω(t)

t

| grad(u2)|
dA dt

= H(M)

∫ ∞
0

∫
∂Ω(t)

u2

| grad(u2)|
dA dt

= H(M)

∫
M

u2dV.

Insgesamt erhalten wir

4(λ∗(M) + ε) ≥
(∫

M
| grad(u2)|dV∫
M
u2dV

)2

≥ H(M)2.

Im Limes ε→ 0 folgt die Behauptung.

Proposition 11.5. Sei (M, g) eine vollständige Riemannsche Mannigfaltig-
keit der Dimension n mit π1(M) = {0}. Es existiere ein κ > 0, so dass für die
Schnittkrümmung KM von (M, g) gelte KM ≤ −κ2. Dann gilt H ≥ (n− 1)κ.

Beispiel 11.6. Wir bezeichnen mit Rn,1 den Raum Rn+1 versehen mit der
nicht-ausgearteten Bilinearform 〈., .〉 definiert durch

〈

x
0

...
xn

 ,

y
0

...
yn

〉 = −x0y0 +
n∑
i=1

xiyi.

Für jedes r > 0 ist die Menge

Hn(r) := {x ∈ Rn,1|〈x, x〉 = −r2, x0 > 0}
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eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn+1. Für jedes x ∈ Hn(r)
ist der Tangentialraum TxH

n(r) gegeben durch

TxH
n(r) = {y ∈ Rn,1|〈x, y〉 = 0}

und die Einschränkung von 〈., .〉 auf TxHn(r) ist positiv definit. Daher ist
Hn(r) versehen mit der Einschränkung von 〈., .〉 eine Riemannsche Mannig-
faltigkeit. Die Schnittkrümmung von Hn(r) ist konstant −1

r
. Die Riemann-

sche Mannigfaltigkeit (Hn := Hn(1), 〈., .〉) heißt n-dimensionaler hyperboli-
scher Raum.

Beweisidee zu Proposition 11.5. Wegen KM ≤ −κ2 < 0 und π1(M) = {0}
folgt aus dem Satz von Cartan-Hadamard, dass für jeden Punkt p ∈ M die
Exponentialabbildung

expp : TpM →M

ein Diffeomorphismus ist. Sei nun Mκ die einfach zusammenhängende voll-
ständige n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnitt-
krümmung −κ2. Es gilt Mκ = Hn( 1

κ
). Für jedes q ∈ Rn ist die Exponential-

abbildung
expq : TqMκ →Mκ

ein Diffeomorphismus. Da TpM und TqMκ beide diffeomorph zu Rn sind,
erhalten wir einen Diffeomorphismus ϕ: M →Mκ.

TpM ∼= Rn ∼= TqMκ

expp

∼=

ww
expq

∼=

((
M ϕ

∼= //Mκ

Sei r: M → R die Abbildung x 7→ dM(p, x), wobei dM den Riemannschen
Abstand auf (M, g) bezeichne. Es gilt für alle x ∈M :

r(x) = dMκ(q, ϕ(x)) = ‖ exp−1
p (x)‖Rn .

Für r > 0 sei
S(r) = {x ∈M |dM(p, x) = r}

die geodätische Sphäre vom Radius r in M . Aus der Formel (6) für den
Laplace-Operator auf Hyperflächen folgt

∆Mr = ∆S(r)r︸ ︷︷ ︸
=0

− ∂r∂rr︸ ︷︷ ︸
=0

+ ∂∇grad r grad rr︸ ︷︷ ︸
=0

+(n− 1)HM
S(r) ∂rr︸︷︷︸

=1

= (n− 1)HM
S(r),
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wobei HM
S(r) die mittlere Krümmung von S(r) in M bezeichne. Wegen KM ≤

−κ2 folgt aus den Sätzen der Vergleichsgeometrie:

HM
S(r) ≤ HMκ

S(r) = −κ coth(κr) ≤ −κ

und daher −∆Mr ≥ κ(n− 1).
Sei nun Ω ⊂ M offen und relativ kompakt mit glattem Rand. Zu zeigen

ist A(∂Ω)
V (Ω)

≥ (n− 1)κ. Es gilt

(n− 1)κV (Ω) =

∫
Ω

(n− 1)κdV ≤
∫

Ω

(−∆Mr)dV =

∫
∂Ω

〈grad r, ν〉 dA,

wobei ν die äußere Einheitsnormale auf ∂Ω bezeichne. Wir wenden auf die
rechte Seite die Cauchy-Schwarz-Ungleichung an und erhalten (n−1)κV (Ω) ≤
A(∂Ω).

Satz 11.7 (McKean). Sei (M, g) eine vollständige Riemannsche Mannigfal-
tigkeit der Dimension n und sei κ > 0. Es gelte π1(M) = {0} und für die
Schnittkrümmung gelte KM ≤ −κ2. Dann gilt für alle offenen Teilmengen
M ′ ⊂M :

λ∗(M ′) ≥ (n− 1)2κ2

4
.

Beweis. Es gilt

λ∗(M ′) ≥ λ∗(M) ≥ H(M)2

4
≥ (n− 1)2κ2

4

nach Proposition 11.5.

Bemerkung 11.8. Sei (M, g) = (Hn, 〈., .〉) der hyperbolische Raum, sei
p ∈ Hn und sei M ′ = Bp(r) der geodätische Ball vom Radius r um p in Hn.
Es gilt KM = −1 und daher

(n− 1)2

4
≤ λ∗(Bp(r))

r→∞→ λ∗(Hn) =
(n− 1)2

4
,

wobei wir die letzte Gleichheit ohne Beweis verwenden. Daher sind die Ab-
schätzungen in Satz 11.4, Proposition 11.5 und Satz 11.7 scharf.

Wir beweisen nun die Cheeger-Ungleichung auf geschlossenen Mannigfal-
tigkeiten. Eine Mannigfaltigkeit M heißt geschlossen, wenn sie kompakt ist
und ∂M = ∅ gilt.
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Definition 11.9. Die Cheeger-Konstante einer geschlossenen Riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g) ist

H(M) := inf
S

A(S)

min{V (Ω1), V (M \ Ω1)}
,

wobei das Infimum über alle Hyperflächen S gebildet wird, die abgeschlossen
und glatt sind und die M in mindestens zwei Zusammenhangskomponenten
zerlegen:

M \ S = Ω1 ∪M \ Ω1

mit Ω1 und M \ Ω1 offen in M und nichtleer.

Satz 11.10 (Cheeger-Ungleichung, geschlossener Fall). Sei (M, g) eine ge-
schlossene zusammenhängende Riemannsche Mannigfaltigkeit und sei λ1 der
kleinste positive Dirichlet-Eigenwert. Dann gilt λ1 ≥ H(M)2

4
.

Beweis. Jede Eigenfunktion zu λ1 hat zwei Knotengebiete Ω1,Ω2 ⊂M , wobei
Ω2 = M \ Ω1. O. B. d.A. gelte V (Ω1) ≤ V (Ω2). Nach Lemma 8.8 und Satz
11.4 gilt

λ1 = λ∗(Ω1) ≥ H(Ω1)2

4
.

Für jede offene relativ kompakte Teilmenge Ω ⊂⊂ Ω1 mit glattem Rand gilt

V (Ω) ≤ V (Ω1) ≤ V (M \ Ω1) ≤ V (M \ Ω)

und daher

H(Ω1) = inf
{ A(∂Ω)

min{V (Ω), V (M \ Ω)}

∣∣∣Ω ⊂ Ω1 wie oben
}

= inf
{A(∂Ω)

V (Ω)

∣∣∣Ω ⊂ Ω1 wie oben
}
≥ H(M).

Die Behauptung ist gezeigt.

12 Die isoperimetrische Konstante und die Sobolev-
Konstante

Definition 12.1. Sei (M, g) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfal-
tigkeit, M sei nicht kompakt.

J(M) := inf
{ A(∂Ω)n

V (Ω)n−1

∣∣∣Ω ⊂⊂M, Ω offen, ∂Ω glatt
}

heißt isoperimetrische Konstante von (M, g).

47



Beispiel 12.2. Sei (M, g) = (R2, geukl). Für jede offene relativ kompakte
Teilmenge Ω ⊂ R2 gilt

A(∂Ω) ≥ 4πV (Ω)

und Gleichheit genau dann, wenn Ω eine Kreisscheibe ist. Wir erhalten J(R2) =
4π. Sei nun (M, g) = (Rn, geukl). Dann gilt

J(Rn) =
A(∂B1(0))n

V (B1(0))n−1
.

Definition 12.3. Sei (M, g) eine n-dimensionale nicht-kompakte Riemann-
sche Mannigfaltigkeit. Dann heißt

s(M) := inf
f∈C∞c (M),f 6≡0

(
∫
M
| grad f |dV)n

(
∫
M
|f |n/(n−1)dV)n−1

die Sobolev-Konstante der Einbettung H1,1 ↪→ Ln/(n−1).

Satz 12.4 (Federer-Fleming). Sei (M, g) wie oben. Dann gilt s(M) = J(M).

Beweis. a) Sei Ω ⊂⊂ M offen und ∂Ω glatt. Sei ε > 0. Wähle fε ∈ C∞C (M)
mit

1. fε|M\Ω ≡ 0

2. fε ≡ 1 auf {x ∈ Ω| d(x, ∂Ω) ≥ ε}

3. 0 ≤ fε ≤ 1

4. | grad fε| ≤ 1+ε
ε

überall.

Dann gilt

V ({x ∈ Ω| d(x, ∂Ω) ≥ ε}) =

∫
{x∈Ω| d(x,∂Ω)≥ε}

dV

≤
∫
M

|fε|n/(n−1)dV ≤
∫

Ω

dV = V (Ω).

Da die linke Seite für ε→ 0 gegen V (Ω) konvergiert, folgt(∫
M

|fε|n/(n−1)dV
)n−1

→ (V (Ω))n−1

für ε→ 0. Definiere F : M → R durch

F (x) =

{
d(x, ∂Ω), falls x ∈ Ω
−d(x, ∂Ω), falls x /∈ Ω.
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In einer kleinen Umgebung von ∂Ω ist F glatt und dort gilt | gradF | = 1.
Aus der Koflächenformel folgt

lim
ε→0

1

ε
V ({x ∈ Ω| d(x, ∂Ω) ≤ ε}) =

∫
∂Ω

1

| gradF |
dA = A(∂Ω).

Weiter gilt

lim
ε→0

∫
M

| grad fε| dV ≤ lim
ε→0

1 + ε

ε
V ({x ∈ Ω| d(x, ∂Ω) ≤ ε}) = A(∂Ω).

Es folgt

A(∂Ω)n ≥ lim
ε→0

(∫
M

| grad fε| dV
)n

≥ s(M) lim
ε→0

(∫
M

|fε|n/(n−1)dV
)n−1

= s(M)V (Ω)n−1.

Da Ω beliebig ist, folgt s(M) ≤ J(M).
b) Sei f ∈ C∞c (M), f 6≡ 0. Wir verwenden wieder die Notation

Ω(t) := {x ∈M | |f(x)| > t}, V (t) := V (Ω(t)), A(t) := A(∂Ω(t)).

Aus der Koflächenformel und der Definition der isoperimetrischen Konstante
folgt ∫

M

| grad f | dV =

∫ ∞
0

A(t) dt ≥ J(M)1/n

∫ ∞
0

V (t)(n−1)/n dt. (10)

Weiter gilt ∫
M

|f |n/(n−1) dV =

∫
M

∫ |f(x)|

0

n

n− 1
t1/(n−1) dt dV

=
n

n− 1

∫ ∞
0

t1/(n−1)

∫
Ω(t)

dV dt

=
n

n− 1

∫ ∞
0

t1/(n−1)V (t) dt, (11)

wobei wir im zweiten Schritt den Satz von Fubini benutzt haben. Es reicht
nun, die Ungleichung(∫ ∞

0

V (t)(n−1)/n dt
)n
≥
( n

n− 1

∫ ∞
0

t1/(n−1)V (t) dt
)

(12)
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zu zeigen. Zusammen mit (10) und (11) folgt dann nämlich für alle f ∈
C∞c (M), f 6≡ 0:

(
∫
M
| grad f | dV)n

(
∫
M
|f |n/(n−1) dV)n−1

≥ J(M)

und durch Bilden des Infimums die Behauptung. Um (12) zu zeigen, setzen
wir für T ∈ R

F (T ) :=
(∫ T

0

V (t)(n−1)/n dt
)n/(n−1)

, G(T ) :=
n

n− 1

∫ T

0

t1/(n−1)V (t) dt.

Zu zeigen ist limT→∞ F (T ) ≥ limT→∞G(T ). Es gilt F (0) = G(0) = 0 und
für alle T ∈ R

F ′(T ) = V (T )(n−1)/n n

n− 1

(∫ T

0

V (t)(n−1)/n dt
)1/(n−1)

.

sowie

G′(T ) =
n

n− 1
T 1/(n−1)V (T ) =

n

n− 1
V (T )(n−1)/nV (T )1/nT 1/(n−1)

=
n

n− 1
V (T )(n−1)/n

(∫ T

0

V (T )(n−1)/n dt
)1/(n−1)

≤ F ′(T ),

da die Funktion t 7→ V (t) monoton fallend ist. Es folgt die Behauptung.
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