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1. Aufgabe (4 Punkte)

Es sei (M™, g) eine zusammenhéngende semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit der
Dimension m > 3 mit der Eigenschaft, dass in jedem Punkt p € M die Schnitt-
krmmung K (E) unabhéingig von der Ebene £ C T,M ist.

Zeigen Sie die Existenz einer glatten Funktion x : M — R, sodass

g(R(X,Y)Z,T) =K (g(Y7 Z)Q(Xv T) - g(X> Z)g(Y7 T))

fiir alle Vektorfelder X, Y, Z, T € X(M).

2. Aufgabe (4 Punkte)
Es seien M, N Riemannsche Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension, wobei N zu-
sammenhéingend sei.

a) Es seien h, l~z~: N — M lokale Isometrien, und es existiere ein Punkt p € N
mit h(p) = h(p) und d,h(v) = d,h(v) fiir alle v € T,N. Zeigen Sie, dass
dann schon h = h gilt.

b) Es sei f : M — M eine Isometrie. Zeigen Sie, dass die Zusammenhangs-
komponenten von Fix(f) = {p € M | f(p) = p} Untermannigfaltigkeiten
von M sind.

Hinweus: Verwenden Sie, dass fiir alle ¢ € M die Ezponentialabbildung exp, ein
lokaler Diffeomorphismus in einer Umgebung von 0 € T, M ist und dass (lokale)
Isometrien Geoddten auf Geoddten abbilden.

3. Aufgabe (4 Punkte)
Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und f : M — M eine Isometrie.

a) Zeigen Sie, dass f die Schnittkriimmung invariant ldsst. Das heifit, fiir alle
Punkte p € M und Ebenen E C T,M gilt K(d,f(F)) = K(E).

b) Zeigen Sie, dass S™ C R™™ mit der induzierten Metrik konstante Schnitt-
kriimmung hat.



4. Aufgabe (4 Punkte)

Es seien wug,u1,v9,v1 € R mit ug < u; und vy < wv;. Wir betrachten glatte
Funktionen f,g : (vg,v1) — R mit f'(v)? + ¢'(v)* # 0 und f(v) # 0 fiir alle
v € (vg,v1) und setzen

v : U = (ug,uq) X (vo,v1) — R?

(u,v)" (f(v)cosu,f(v)sinu,g(v))T

a) Zeigen Sie, dass ¢ eine Immersion ist, das heifit, in jedem Punkt p € U ist
d,¢ injektiv.

Das Bild S = ¢(U) ist die Fléche, die durch Rotation der Kurve v — (f(v), g(v))
entsteht. Die Bilder unter ¢ der Kurven u = konst. bzw. v = konst. heiflen
Meridiane bzw. Breitenkreise von S.

b) Zeigen Sie, dass die induzierte Metrik in den Koordinaten (u,v) durch
gn=1/>% g2=0 und gy = (f/)Q + (9/>2
gegeben ist.
c) Folgern Sie fiir die lokalen Gleichungen einer Geoditen, dass

Pu 2 dude
a2 T2 dt dt

und

d*v ff (d_“)2+ f'f"+499" (23)2 —0.

a2 (f)2 + (g2 \dt (f)? +(¢)?
d) Es sei v eine Geodite und B; der Breitenkreis, der durch ~v(t) verlauft.
Zeigen Sie, dass fiir den Winkel 5(¢t) € [0,7) zwischen B; und ~(¢) die

Clairaut-Gleichung
r(t) cos B(t) = konst.

gilt. Dabei bezeichnet r(¢) den Radius von B.
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