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Warnungen

Dies ist das Skript der Vorlesung Lineare Algebra 1, Regensburg, Wintersemester 2007/08. Es
fehlen noch Diagramme und Zeichnungen, die teilweise zum Verstédndnis sehr niitzlich wéren. Es
ist unwahrscheinlich, dass es ein Skript zur Linearen Algebra 2 gibt. Ich werde im Sommersemester
parallel zur Linearen Algebra 2 eine Vorlesung fiir mittlere Semester lesen, iiber ein Gebiet, in dem
nicht so viel Literatur existiert. Wenn ich also im Sommersemester ein Skript erstelle, dann zur
anderen Vorlesung.

Und schlieflich eine wichtige Bitte: Legen Sie das Skript nicht in eine Ecke mit dem ruhigen
Gewissen, es ja spiter lesen und durcharbeiten zu kénnen. Beginnen Sie sobald wie moglich, die
Liicken zu schlieen. Schwierige Beweise durchschauen Sie am besten, wenn Sie sich iiberlegen, was
der Beweis in konkreten Beispielen macht.






KAPITEL 1

Zahlen und Kongruenzen

1. Vorbemerkungen zur Axiomatik

Die natiirlichen Zahlen werden seit Jahrtausenden intuitiv benutzt und untersucht. Sie sind uns
vertraut, ohne dass wir aber wirklich wissen, was sie charakterisiert. So dhnlich war es mit vielen
mathematischen Konzepten, zum Beispiel dem mathematischen Konzept der unendlichen Summe.
Man nutzte viele Konzepte lange in einer vagen Bedeutung, ohne sich zu iiberlegen, wie man sie
definiert. Leider fiihrte dies zu wachsenden Problemen. Es gab unter anderem viele Diskussionen,
was denn der Wert der unendlichen Summe

1+ (-1)+14+(-1)+...
sei, manche Mathematiker vertraten die Ansicht es sei 0: mit der Begiindung
A+CE-)+A+C-1)+Q+-1))+...=04+0+0+...=0.

Dies erscheint iiberzeugend. Mit derselben Logik kann man aber auch begriinden, dass man den
Wert 1 erhalt:
I+(-D)+D)+(-)+1)+...=14+04+0+... = 1.

Derartige Probleme motivierten die Mathematiker, die Mathematik auf solide Grundlagen zu stel-
len. Diese Bewegungen, die man Axiomatik nennen kann, begann im Bereich der Geometrie bereits
mit Euklid von Alexandria (ca. 300 v. Chr.) und Aristoteles (384-322 v. Chr.). Wichtige Fort-
schritte in der Axiomatik der Geometrie und insgesamt der Axiomatik wurden im 19. Jahrhundert
vollbracht.

Das Ziel der Axiomatik ist es, die gesamte Mathematik aus wenigen Grundaussagen, sogenann-
te Axiomen, herzuleiten. Im Prinzip soll alles auf den Axiomen der Mengenlehre aufbauen, oft
versieht man Teilgebiete mit eigenen Axiomen, so zum Beispiel die natiirlichen Zahlen, wie wir
unten sehen werden. Die Axiome sind nicht mehr weiter beweisbar, sie werden einfach als gegeben
hingenommen, entweder weil man sie als evident, also offensichtlich ansieht, oder weil man sie
als Kennzeichen der Theorie ansieht. Aus diesen Axiomen werden dann Schlussfolgerungen gezo-
gen. Durch erlaubte Kombination von bereits bekannten wahren Aussagen erhilt man neue wahre
Aussagen. Eine Sammlung solcher Aussagen nennt man Beweis. Falls diese Aussagen interessant
erscheinen, nennt man solche hergeleiteten Aussagen dann Theorem, Lemma, Korollar, Proposi-
tion, Satz, Hilfssatz, Folgerung oder dhnlich. Hierbei ist im allgemeinen ein Satz oder ein Theorem
eine wichtige Aussage, ein Lemma oder ein Hilfssatz eine Aussage, die nur als Zwischenschritt
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8 1. ZAHLEN UND KONGRUENZEN

dient, und eine Proposition hat eine Mittelstellung. Erh&lt man eine Aussage nahezu unmittelbar
aus einem Theorem oder Satz, so nennt man dies eine Folgerung oder ein Korollar.

Damit die Aussagen nicht immer linger und linger werden, macht man Definitionen. Hierbei gibt
man mathematischen Objekten oder mathematischen Sachverhalten einen Namen. Die Mathemati-
ker sind im Prinzip recht frei in der Wahl ihrer Definitionen. So kénnte man die folgende Definition
machen: Ein Auto ist eine Menge, in der die Elemente 1, 2 und 3 enthalten sind. Ein Hund ist
eine Menge, in der die Elemente 1 und 2 enthalten sind. Man schliefit daraus, dass jedes Auto
einen Hund enthélt. Diese Definitionen sind natiirlich sehr irrefithrend, aber prinzipiell erlaubt.
Wir bemiihen uns die Dinge so zu benennen, dass sie etwas mit der , wirklichen Welt“ zu tun
haben. Um Koordinaten auf einer Kugel anzugeben, definiert man den Begriff einer ,, Karte*, und
ein ,,Atlas® ist dann definiert als Menge von Karten, so dass alles iiberdeckt wird. Diese Begriffe
sind dann zwar nicht genau das, was man damit umgangssprachlich meint, aber auch nicht vollig
ohne Zusammenhang. Die mathematischen Begriffe ,Halm“ oder ,,Garbe* der Mathematik haben
aber keinerlei Anwendungen in der Landwirtschaft, die , Knoten* der Mathematik sind aber nahe
an dem, was man alltagssprachlich als Knoten bezeichnet.

Viele Definitionen werden von allen Mathematikern gleich gemacht, es herrscht Konsens. Man ist
sich aber nicht einig, ob die Definition der natiirlichen Zahlen die Null einschlieflen soll oder nicht.
Fiir unsere Vorlesung gilt: die natiirlichen Zahlen sind

N={1,2,...}.

Die Menge Ny := N U {0} bezeichnen wir als natiirliche Zahlen mit Null. Dies ist eine der iibli-
chen Definitionen. Viele Mathematiker definieren hingegen die Menge der natiirlichen Zahlen als
{0,1,2...}. Das ist nicht weiter schlimm. Ob Null eine natiirliche Zahl ist oder nicht, ist Definiti-
onssache. Man schaut sich die Definition des Autors an und weif3, was er meint.

In zentralistischen Landern wie Frankreich ist klar geregelt: Null ist eine natiirliche Zahl. In
Deutschland besagt DIN 5473 ebenfalls, dass Null eine natiirliche Zahl ist. Lehrer in der Schu-
le sollten sich an diese DIN-Norm halten. An den deutschen Universitidten definiert man aber
zumeist die natiirlichen Zahlen ohne Null, und daran halten wir uns hier auch.

Anders ist es bei der Zahl 7. Dass der Wert dieser Zahl zwischen 3,1415 und 3,1416 liegt ist eine
Aussage und keine Definition. Deswegen ist es ldcherlich, dass der US-Bundesstaat Indiana 1897
den Wert von 7w auf 3,2 gesetzlich festlegen wollte, um Berechnungen zu vereinfachen und um es
den Schiilern einfacher zu machen.

In der Vorlesung konnen wir aber nicht alles streng axiomatisch einfiihren, da dies viel zu lange
dauern wiirde. Wir miissen einen Kompromiss zwischen der nétigen Strenge und angemessener
Kiirze finden. Wir wollen deswegen die natiirlichen, ganzen, rationalen und reellen Zahlen durch
Eigenschaften beschreiben. Diese Eigenschaften dienen dann als Axiome fiir die Theorie der jewei-
ligen Zahlensysteme, aus denen man dann die weiteren Eigenschaften herleiten kann. Man kann
auch zeigen, dass man mit Hilfe der Mengenlehre Modelle fiir diese Zahlen konstruieren und somit
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die Existenz von diesen Zahlen beweisen. Diesen Teil wollen wir hier iiberspringen. Ein Modell der
natiirlichen Zahlen und der reellen Zahlen wird in der Analysis konstruiert werden.

2. Natiirliche Zahlen

2.1. Die Peano-Axiome. Wir schreiben also N = {1,2,3,...} fiir die Menge der natiirlichen
Zahlen und Ny = NU {0} fiir die natiirlichen Zahlen mit Null.

Die natiirlichen Zahlen wurden von Dedekind (1888) und Peano (1889) axiomatisiert. Siehe [0
Kapitel 3 und 4] oder [2], Kapitel V] fiir mehr Details.

Axiome der natiirlichen Zahlen (Peano-Axiome)

(P1) 1 ist eine natiirliche Zahl.

(P2) Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es genau einen Nachfolger n*, der auch natiirliche Zahl ist.
(P3) Es gibt keine natiirliche Zahl deren Nachfolger 1 ist.

(P4) Jede natiirliche Zahl ist der Nachfolger von héchstens einer natiirlichen Zahl.

(P5) Falls S eine Menge von natiirlichen Zahlen ist, so dass

(a) 1€ S,

(b) Fiir jedes n in S ist auch nt in S enthalten,

dann ist S gleich der Menge der natiirlichen Zahlen.

In unserer Vorlesung verstehen wir unter dem Nachfolger einfach eine Abbildung N — N die die
obigen Eigenschaften erfiillen soll. Dies weicht etwas von der Analysis-Vorlesung ab!

Das letzte der Axiome ist notig, damit die natiirlichen Zahlen so klein wie moglich sind. Man kann
eine Menge M mit Nachfolger-Abbildung M — M, m — m™ konstruieren, die (P1)—(P4) erfiillt,
aber nicht (P5).

PROPOSITION 2.1. Jede natiirliche Zahl ungleich 1 ist der Nachfolger genau einer natirlichen
Zahl.

Beweis (Direkter Beweis). Wir wissen bereits, dass jede natiirliche Zahl der Nachfolger hchstens
einer natiirlichen Zahl ist. Zu zeigen bleibt also, dass jede natiirlichen Zahl n ungleich 1 Nachfolger
einer natiirlichen Zahl ist. Wir definieren:

T := {n € N|n ist Nachfolger einer natiirlichen Zahl}

und dann
S:=TU{l}.

Die Menge S erfiillt die Eigenschaften im Peano-Axiom (PH): 1 ist in S, und wenn n in S enthalten
ist, dann ist n eine natiirliche Zahl, und somit ist nt eine natiirliche Zahl, die Nachfolger einer
natiirlichen Zahl ist. Somit ist n™ in S. Axiom B besagt also, dass S gleich N ist. Daraus folgt
T =N oder T =N\ {1}. Also ist jede Zahl ungleich 1 Nachfolger einer natiirlichen Zahl. |
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Man kann den Beweis auch anders fithren, als sogenannten Widerspruchsbeweis.

Beweis (Widerspruchsbeweis). Wir nehmen an, die Aussage des Lemmas ist falsch, und
wollen daraus einen Widerspruch herleiten. Wenn die Aussage des Lemmas falsch ist,
dann kénnen wir annehmen: FEs gebe eine natiirliche Zahl n ungleich 1, die nicht Nachfolger
einer natiirlichen Zahl ist. Wir definieren S := N\ {n}. Die Menge S enthélt 1, dan # 1. Ist s € S,
so ist s auch eine natiirliche Zahl und somit ist auch der Nachfolger s* eine natiirliche Zahl. Da n
kein Nachfolger einer natiirlichen Zahl ist, folgt s™ # n und somit s™ € S. Die Menge S erfiillt also
die Eigenschaften in Peano-Axiom (PH) und somit gilt S = N. Zusammen mit n € Nund n ¢ S
ergibt sich ein Widerspruch. Da die Existenz einer Zahl n mit den obigen Eigenschaften zu
einem Widerpruch fiithren wiirde, wissen wir, dass es ein solches Gegenbeispiel nicht
gibt, und die Aussage des Lemmas ist somit bewiesen. O

In der bisherigen Art und Weise kommen wir aber leider nur langsam vorwérts. Man ldsst deswegen
Sétze, die sich aus dem Kontext ergeben, wie zum Beispiel die fett gedruckten Sitze weg. Wir
benutzen oben den Konjunktiv Présens ,,Es gebe* an Stelle vom Indikativ ,Es gibt“, um damit
eine Annahme auszudriicken. Man benutzt den Konjunktiv auch oft fiir Definitionen.

Wir vereinigen nun N mit einem weiteren Element, das wir 0 oder ,,Null“ nennen. Die Menge Ny
sei die Menge N U {0}, die Menge der natiirlichen Zahlen mit Null.

2.2. Rekursive Definitionen. Es erscheint uns intuitiv klar, wie man natiirliche Zahlen
addiert. Wenn man die Addition aber sauber definieren mdéchte, muss man mehr Aufwand be-
treiben, als man zunichst denkt. Eine Moglichkeit ist, fiir gegebenes n € N eine Abbildung
fn:N—= N,m— f,(m) rekursiv zu definieren.

Definitionsanfang
fn(1) :=nt
Definitionsschritt Wir nehmen an, dass f,,(m) definiert ist, dann setzen wir

fa(m™) = (fu(m))*.

Man muss mehrere Dinge iiberpriifen, um sicher zu sein, dass nun dies tatsdchlich eine wohl-
definierte Abbildung f, : N — N;m — f,(m) ergibt, was wir hier nicht in allen Einzelheiten
machen wollen. Es ist aber eine gute Ubung, sich zu iiberlegen, wie man dies im Detail macht.
Man benétigt Peano-Axiome (P1) und (P2), damit die obige Definition iiberhaupt Sinn ergibt.
Man braucht Peano-Axiom (P3) um sicherzustellen, damit dem Ausdruck f,(1), der bereits im
Definitionsanfang definiert wurde, nicht nochmal im Definitionsschritt etwas anderes zugeordnet
wird. Und schlieBlich benétigt man Peano-Axiom (P4), um zu zeigen, dass dem Ausdruck f,(m™)
nicht mehrere verschiedene Werte zugewiesen werden, was einen Widerspruch darstellen wiirde.
Ubrig bleibt die Frage:

Ist fn(m) nun bereits fiir alle m € N definiert?
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Wir definieren hierzu S, als die Menge aller natiirlicher Zahlen m, fiir die f,,(m) durch die obige
Definition definiert ist. Es gilt 1 € S,, (Definitionsanfang), und falls m in S,, ist, so ist auch m*™ € S,,
(Definitionsschritt). Peano-Axiom (PH) besagt also S, = N. Wir sehen also unter Benutzung aller
Peano-Axiome, dass die Abbildung f, : N — N, m +— f,,(m) auf N wohldefiniert ist.

Man schreibt dann letztendlich

2:=1"  3:=27 ... n+m:= fn(m).
Wir definieren auflerdem n 4+ 0 :=n und 0 + n := n.
Mit genau derselben Argumentation sehen wir:

SATZ 2.2 (Prinzip der rekursiven Definition). Sei F' : M — M eine Funktion. Wihle © € M.
Dann wird die Funktion f : N — M auf eindeutige Art und Weise durch die beiden folgenden
Zuordnungen festgelegt.

e Definitionsanfang
f)y:=x

e Definitionsschritt Wir nehmen an, dass f(m) definiert ist, dann setzen wir
f(m®) = F(f(m)).

Wenn wir f,,(1) :=n und f,(m+ 1) :=n+ f,(m) setzen, so erhalten wir mit

n-m:= fp(m)
eine rekursive Definition der Multiplikation auf N. Auflerdem setzen wir 0-n := 0 und n - 0 := 0.
Analog mit f,(1) :==nund f,(m+1) :=n- f,(m), n™ := f,(m) erhalten wir das Exponieren.
SATZ 2.3. (Ny,+,-) erfillt die folgenden Figenschaften:

(Aa) Addition ist assoziativ
Fiir alle x,y,z € Ngy gilt

(@ +y)+z=2+(y+2)

(Ak) Addition ist kommutativ

Fiir alle ©,y € Ny gilt

r+y=y—+ux

(Ma) Multiplikation ist assoziativ

Fiir alle z,y, z € Ny gilt

(x-y)-z=z-(y-2)

(Mk) Multiplikation ist kommutativ

Fiir alle ©,y € Ny gilt

€T - y pry y - I,
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(AMd) Addition und Multiplikation erfiillen das Distributivgesetz
Fiir alle x,y, z € Ny gilt

z-(y+z)=xz-y+xz-z

(y+z2) z=y-z+z-x
Den Beweis kann man mit vollstéindiger Induktion durchfiithren, die wir im n#chsten Abschnitt
kennenlernen werden. Es ist eine gute Ubung, einmal die Kommutativitdt der Addition durch
vollstindige Induktion oder direkt aus den Peano-Axiomen herzuleiten. Man sieht schnell, dass dies

etwas trickreicher ist, als man zunéchst gedacht hat. Ein Beweis der Kommutativitiat geht einfacher
und intuitiver mit etwas Mengenlehre. Deswegen wollen wir diesen Beweis hier {iberspringen.

Es gelten auch noch die folgenden Eigenschaften, die trivial erscheinen. Es wird spéter klar werden,
wieso wir sie als Eigenschaft formulieren.

(An) Addition hat neutrales Element
Es gibt ein Element 0 € Ny, so dass fiir alle z € N gilt

r+0=04+2x=n=x.

Man nennt 0 das neutrale Element der Addition.
(Mn) Multiplikation hat neutrales Element
Es gibt ein Element 1 € Ny, so dass fiir alle z € Ny gilt

z-1l=1.-z=u=z.
Man nennt 1 das neutrale Element der Multiplikation.

Summen- und Produktzeichen
Oft ist es sinnvoll iiber Ausdriicke der Form

ay+...+ay

zu reden. Um dies exakt zu machen, fiihren wir ein Symbol ein. Man definiert rekursiv

1
E aj 1= ai
j=1

und
n+1 n
Zaj = Zaj + apyi-
j=1 j=1

Analog hierzu

1
H a; = ai
J=1
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und
n+1 n
H aj 1= H aj cAp41-
j=1 j=1
Fakultdt
Wir definieren
0l:=1
nl:=Mm-1!n

Man nennt dies “n Fakultit”.

2.3. Vollstindige Induktion. Nehmen wir an, dass P, eine Aussage ist, die von einer
natiirlichen Zahl n abhéngt. Ein Beispiel ist:

n
P, < Z] =n(n+1)/2
j=1
Solche Aussagen zeigt man am besten mit einem Beweisprinzip, das sich vollstéindige Induktion
(oder manchmal auch rekursiver Beweis) nennt.

SATZ 2.4 (Vollstéindige Induktion). Sei P, eine Aussage, die von einem Parameter n € N
abhéngt. Wir nehmen an, dass Induktionssanfang und Induktionsschritt erfiillt sind:
Induktionsanfang: Die Aussage P ist wahr.

Induktionsschritt: Fir alle n € N gilt: Falls die Aussage P, wahr ist, so ist auch
P, 41 wahr.

Dann ist die Aussage P, fiir alle n € N wahr.

Dieser Satz ist wie viele Sétze in der Mathematik klar in einen so gedruckten Teil mit Voraussetzungen
und einen fett gedruckten Teil mit den Folgerungen geteilt. Es ist wichtig, in Aussagen immer
klar zu machen, was zu den Voraussetzungen und was zu den Folgerungen gehort.

Der Beweis ergibt sich direkt aus dem Peano-Axiom (PH):

Beweis. Sei S die Menge aller natiirlichen Zahlen n, fiir die P, wahr ist. Auf Grund des Induk-
tionsanfangs ist 1 in .S. Der Induktionsschritt besagt: wenn n € S, dann ist auch n 4+ 1 in S. Die
Menge S erfiillt also die Eigenschaften in Peano-Axiom (PH) und somit gilt S = N. O

Wenn man etwas fiir alle n € Ny zeigen will, kann man dies genauso machen, wenn man mit 0
anstelle mit 1 beginnt.

Beispiel. Wir wollen die Induktionsaussage

P, ij:n(nJrl)/Z

j=1
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fiir alle n € N zeigen.

Induktionsanfang: Wir zeigen die Aussage fiir n = 1:
1
di=1=1(1+1)/2
j=1

Induktionsschritt: Wir nehmen P, an, d. h.

Wir erhalten
n+1 n
Zj = Zj t(+1)=n(n+1)/2+n+1)=n+2)(n+1)/2=(n+1)((n+1)+1)/2

und somit Ppy1.

Durch vollstéandige Induktion gilt also P, fiir alle n € N.
2.4. Ordnung der natiirlichen Zahlen.

Eine Funktion
R: M x M — {wahr, falsch}, (n,m) — R(n,m) =nRm
nennt man Relation auf M.

Es gibt auf N eine Relation < mit den Eigenschaften

(1) Reflexivitit: Fiir alle m in N ist m < m wahr.
(2) Antisymmetrie: Fiir alle n und m in N gilt

n<mAm<n=n=m.
(3) Transitivitét: Fiir alle n, m und k in N gilt:

n<mAm<k=n<k.
(4) Totalitdat: Fiir alle n und m mit in N gilt

n<mVm<nVm=n

(5) Fir allen e Ngilt n <n+ 1.
(6) Fiir alle n € N gilt 1 <mn.
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Funktionen R : M x M — {wahr, falsch}, die (1) bis (3) erfiillen, nennt man Ordnungsrelationen.
Mehr dazu in der Analysis. Jede Ordnungsrelation, die (5) erfiillt, stimmt mit < {iberein, das heifit
die Relation < ist durch die Eigenschaften (1)—(3) und (5) eindeutig charakterisiert.

Fiir einen strengen Aufbau der natiirlichen Zahlen miisste man all diese Aussagen mit vollstdndiger
Induktion zeigen, was wir hier iiberspringen wollen.

DEFINITION 2.5. Sei R eine Ordnungsrelation auf M. Ein Minimum (beziehungsweise Maximum)
ist ein Element m € M, so dass mRn (bzw. nRm) fiir alle n € M.

Bemerkung. Wegen der Antisymmetrie gibt es hochstens ein Minimum.
Beispiele: Das offene Intervall (0,1) in R hat kein Minimum beziiglich <.
Die Menge M := {{a}, {b}, {a, b}} trigt die Ordnungsrelation C. Es existiert kein Minimum in M.

PROPOSITION 2.6. Sei A eine nichtleere Teilmenge von N, dann besitzt A ein Minimum.

Beweis. Wir nehmen an, A besitze kein Minimum. Zu zeigen ist, dass A die leere Menge ist. Wir
zeigen induktiv die Aussage

P, s {1,2,...,n}NA=0,
woraus die Aussage folgt.
Induktionsanfang: Angenommen 1 wire in A. Dann ist 1 das Minimum. Da es aber kein Minimum
in A gibt, folgt 1 & A, also P;.
Induktionsschritt: Es gelte P,. Fallsn+ 1 € A, so ist n + 1 ein Minimum von A. Da es aber kein
Minimum gibt, gilt n +1 ¢ A, und somit P, 1. a

Mit der Ordnungsrelation kann man eine stirkere Version der vollstdndigen Induktion zeigenﬂ

SATZ 2.7 (Erweiterte vollstindige Induktion). Sei P, eine Aussage, die von einem Parameter
n € N abhdngt. Wir nehmen an, dass der Induktionssanfang und der schwache Induktionsschritt
erfullt sind:

Induktionsanfang: Die Aussage Py ist wahr.

Schwacher Induktionsschritt: Fir allen € N gilt: Falls die Aussage fiir alle P, mitm € {1,2,...,n}
wahr ist, so ist auch P,41 wahr.

Dann ist die Aussage P, fiir alle n € N wahr.

Beweis. Wir definieren die Aussage
Qn & P, ist wahr fir alle m € {1,2,...,n}.
Offensichtlich gilt Q,, = P,,. Die Aussage ()1 ist dquivalent zu P;.

1Wir brauchen hier die Ordnungsrelation um die Menge
{1,2,...,n} :={k e N|k <n}

zu definieren.
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Wir nehmen an, dass P, den Induktionsanfang und den schwachen Induktionsschritt erfiillt. Der
schwache Induktionsschritt fiir P, impliziert offensichtlich den Induktionsschritt fiir Q,,. Wir sehen
also mit vollstdndiger Induktion, dass @, fiir alle n € N wahr ist, somit ist auch P, fiir alle n € N.

O

3. Die ganzen Zahlen

Wir schreiben
Z:=1{.,-2,-1,0,1,2,..} DNy
fiir die ganzen Zahlen. Die Addition und die Multiplikation setzen sich zu Abbildungen
+:ZXZ—17Z, (a,b)—a+b
L xXZ—1Z, (a,b)—a-b
fort, und die Eigenschaften (Aa), (Ak), (An), (Ma), (Mk), (Mn) und (AMd) gelten weiterhin, wenn
man Ny durch Z ersetzt. Auflerdem gilt

(Ai) Addition hat inverse Elemente
Zu jedem x € Z gibt es ein y € Z, so dass

r+y=y+z=0.

Man nennt y das Inverse von x beziiglich der Addition und schreibt normalerweise —x
anstelle von y.

Die ganzen Zahlen sind die kleinste Erweiterung der natiirlichen Zahlen, die diese Eigenschaften
hat.

Auch die Ordnung setzt sich auf Z fort und die Ordnungseigenschaften (1)—(5) gelten.

Eine mit Addition und Mulitplikation versehene Abbildung, die die Eigenschaften (Aa), (Ak), (An),
(Ai), (Ma), und (AMd) hat, nennt man Ring. Gilt zusétzlich (Mn), so spricht man von einem Ring
mit Fins, und wenn zusitzlich (Mk) gilt, so ist es ein kommutativer Ring. Diese Eigenschaften
bilden die Axiome der Ringtheorie.

Die ganzen Zahlen bilden somit einen kommutativen Ring mit Eins. Ein Ring, der die natiirlichen
Zahlen enthélt und kleinstmdoglich ist, stimmt ,,im wesentlichen* mit den ganzen Zahlen iiberein.

4. Die rationalen Zahlen

Die rationalen Zahlen sind .

Q= {E‘ZGZ, neN}.
Hierbei gilt

zﬂézm:yn.
m

SR
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Die Addition und die Multiplikation setzen sich zu Abbildungen
+:QxQ—-Q, (a,b)—a+bd
2 QxQ—-Q, (a,b)—a-b
fort, und die Eigenschaften (Aa), (Ak), (An), (Ai), (Ma), (Mk), (Mn) und (AMd) gelten weiterhin
fiir (Q,+,+). AuBlerdem gilt
(Mi) Multiplikation hat inverse Elemente
Zu jedem x € X \ {0} gibt es ein y € X, so dass
ry=y-x=1.
Man nennt y das Inverse von x beziiglich der Multiplikation und schreibt normalerweise

2~ 1 anstelle von v.

Die rationalen Zahlen sind die kleinste Erweiterung von Z, die diese Eigenschaften hat.
Auch die Ordnung setzt sich fort. Die Ordnung auf Q ist auch total.

Mit Addition und Multiplikation versehene Mengen mit mindestens 2 Elementen nennt man
Korper, falls die Eigenschaften (Aa), (Ak), (An), (Ai), (Ma), (Mk), (Mn), (Mi) und (AMd) erfiillt
sind. Diese Eigenschaften bilden die Axiome der Korpertheorie, aus denen alle weiteren Defini-
tionen und Eigenschaften der Korpertheorie hergeleitet werden. Jeder Korper, der die natiirlichen
Zahlen enthilt und , kleinstmoglich® ist, ist ,,im wesentlichen gleich® den rationalen Zahlen.

5. Die reellen Zahlen

Die reellen Zahlen R sind eine Erweiterung der rationalen Zahlen Q. Addition, Multiplikation und
die Ordnung setzen sich fort. Auch (R, +, ) ist ein Kérper. Um ihn zu charakterisieren, spielt die
Ordnung eine zentrale Rolle.

(g) Geordneter Korper
Auf R existiert eine totale Ordnungsrelation < fiir die gilt:
(a) Fiir alle z,y, 2R gilt: e <y=a+2<y+z.
(b) Fiir alle x,y, 2R gilt: s <y A0 < z = 2z < yz.

DEFINITION 5.1. Eine Teilmenge A C R heifit nach oben beschrinkt, falls es ein R € R gibt, so
dass fiir alle a € A die Aussage a < R gilt. Ein solches R heifit obere Schranke von A.

In den reellen Zahlen gilt das Axiom

(S) Supremumseigenschaft
Sei A eine nichtleere, nach oben beschréinkte Menge. Dann enthélt die Menge

{t € R|t ist obere Schranke von A}

ein Minimum.
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Dieses Minimum, die kleinste obere Schranke, nennt man das Supremum von A und notiert kurz
sup A. Analog erhélt man die grofite untere Schranke, die man Infimum inf A nennt. Ist A nicht nach
oben beschrinkt, so setzen wir sup A := 00, ist A nicht nach unten beschriankt, dann inf A := —o0.
Wir setzen auch sup® := —oo und inf §) := oco.

Zum Beispiel ist sup(0,1) = 1, sup[0,1] = 1, sup(0,2) N Q = 2, sup{—%|n €N} =0, supQ = cc.
Ein Korper mit Eigenschaft (g) heiit geordneter Kérper. Jeder geordnete Korper mit der Supre-
mumseigenschaft ist ,,im wesentlichen gleich“ den reellen Zahlen.
Die rationalen Zahlen erfiillen die Supremumseigenschaft nicht. Die Menge

A:={zeQl|a® <2}
ist nach oben und unten beschrénkt. Die Menge der rationalen oberen Schranken von A ist M :=

{zr € Q|2 > 0 und 22 > 2}. Die kleinste obere Schranke wiire also eine Wurzel von 2, die es aber
in Q nicht gibt.

Die bisher erwédhnten Zahlensysteme haben wir durch ihre grundlegenden Eigenschaften, ihre Axio-
me charakterisiert. Wichtig wére auch die Frage, ob es derartige Zahlensysteme {iberhaupt gibt.
Mathematisch prizise sollte man fragen, ob man mit Hilfe der Axiome der Mengenlehre Modelle
konstruieren kann, die diese Axiome erfiillen. Diese Frage wollen wir hier aber nicht niher erértern.
Bei den nun folgenden komplexen Zahlen und den Kongruenzen erscheint es uns aber didaktisch
besser, aus den reellen Zahlen bzw. ganzen Zahlen heraus ein Modell fiir die komplexen Zahlen
und Kongruenzen zu konstruieren anstelle sie axiomatisch zu beschreiben.

6. Die komplexen Zahlen

Die Zahl —1 besitzt keine Wurzel in R. Wir werden in der linearen Algebra sehen, dass es oft
sehr niitzlich ist, derartige Wurzeln ziehen zu kénnen. Auch die Physik des 20. Jahrhunderts ist
unvorstellbar ohne die Moglichkeit, eine Wurzel aus —1 ziehen zu kénnen.

Wir definieren die Menge der komplexen Zahlen
C:={(z,y) =,y eR}.
Auf dieser Menge definieren eine Addition und Multiplikation
+:CxC — C, (@1, 1) + (22,92) = (21 + 22,91 + y2)
CxC — C, (z1,91) - (v2,y2) = (T172 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1)

Beachten Sie: Innerhalb der Klammern stehen die bereits definierte Addition und Multiplikation
der reellen Zahlen. Zwischen den Klammern steht die neue Addition und Multiplikation.
Die Abbildung

I:R—C, r— (r,0)
ist offensichtlich injektiv. Sie bewahrt auflerdem Addition und Multiplikation, das heif}t

I(r+s)=1(r)+ I(s) I(rs) =1I(r)-I(s).
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1y

z=x+ 1y

ABBILDUNG 1. Komplexe Konjugation z — z

Wir wollen deswegen ab sofort R vermoge der Abbildung I mit dem Bild von [ identifizieren. Mit
dieser Identifikation gilt R = {(r,0) |r € R}, r = (r,0). Dann ist (C,+,-) eine Erweiterung von
(Ra =+, )

Man schreibt aufierdem 4 := (0, 1). In dieser Schreibweise gilt
x4 iy = (z,y) i =—1.

Man nennt nun x den Realteil Re(x + iy) der komplexen Zahl x + iy und y den Imagindrteil
Im(x + iy). Der Imaginiirteil y von z = x + iy verschwindet genau dann, wenn z € R C C. Man
nennt solche komplexe Zahlen deswegen reell. Komplexe Zahlen, deren Realteil verschwindet, nennt
man rein 1magindr.

Die Abbildung C — C, x+iy — x + iy := x—iy heiit komplexe Konjugation. Die Grofe |z| := v 2Z
nennt man den Betrag oder Absolutbetrag von z. Schreiben wir z = x + iy mit z,y € R, so gilt

|z] := V2% + y2.

Die geometrische Interpretation sehen wir in Abbildung [
PROPOSITION 6.1. Die komplezen Zahlen C mit der oben definierten Addition und Multiplikation

erfilllen die Eigenschaften (Aa), (Ak), (An), (Ai), (Ma), (Mk), (Mn), (Mi) und (AMd). In anderen
Worten, (C,+, ) ist ein Korper.
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Beweisskizze Das neutrale Element der Addition ist 0 = 0+4-0 = (0,0), das neutrale Element der
Multiplikation ist 1 = (1,0), somit gilt (An) und (Mn). Die Eigenschaften (Aa), (Ak), (Ai),(Mk)
und (AMd) sind offensichtlich. Die Eigenschaft (Ma) iiberpriift man durch nachrechnen. Die Exis-
tenz des Inversen beziiglich der Multiplikation (Mi) wollen wir im Detail zeigen. Hier zeigen wir
zuerst einen Hilfssatz.

HILFSSATZ 6.2. Fiir alle z,w € C gilt

|zw| = [2] [w].

Beweis des Hilfssatzes.

|zw| = \/ (z2w) (zw) = Vzwzw = /(22)(w) = |2 |w|.

a

Wir nehmen nun mal an, es gebe ein Inverses w von z, das heifit wz = 1. Multiplikation mit Z
ergibt dann

wiz? =wz=1-Z=7%.
Offensichtlich |z|? # 0, falls z # 0. Multiplikation mit der reellen Zahl % ergibt

|z

_Z
w = W
Wenn es also ein Inverses von z gibt, so ist es %
Beweis von (Mi). Sei z € C\ {0}. Wir definieren
_Z
w = W
Wir rechnen
Wz = 2 ﬁ =1
2> z[?
Und somit folgt (Mi). O

Wir definieren
21 < 29 & 29 — 21 ist eine positive reelle Zahl oder z; = 2.

Dies ist eine Ordnungsrelation, die aber nicht mehr total ist: es gilt weder 0 < ¢ noch 0 > ¢ noch
0 = 4. Die Zahl —1 hat nun zwei Quadratwurzeln: ¢ und —i. Allerdings ist es unklar, ob man nun
v —1:=1 oder v/—1 := —i definieren sollte. Die uns wohlvertraute Eigenschaft

Vrs=+rys  Vr,s>0
geht bei beiden Definitionen verloren fiir r = s = —1.

Wichtig fiir die komplexen Zahlen ist:
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SATZ 6.3 (Fundamentalsatz der Algebra, Gaufl 1799). Sei P : C — C eine Polynom-Funktion,
d.h. es gebe ag, ay, . ..,a, € Cmit P(2) = 37 ;a;z7. Dann ist P konstant (d.h. az = ... = a, =0)
oder es gibt eine Nullstelle z € C von P (d.h. (P(z) =0).

Der Beweis dieses Satzes ist etwas aufwéndiger und wird normalerweise in Analysis 3 oder 4
gemacht.

7. Kongruenzen

Sei n € N gegeben.

DEFINITION 7.1. Wir sagen z,y € Z sind kongruent modulo n, falls n die Differenz z — y teilt. Wir
schreiben dann z =y mod n.

Die Relation = erfiillt.
(1) Reflexivitit: Fiir alle x € Z gilt x =« mod n.
(2) Symmetrie: Fiir alle 2,y € Z gilt
(x=y modn) = (y==x modn).
(3) Transitivitit: Fiir alle z,y, z € Z gilt:
(x=y modn)A(y=z modn) = (r=z modn).

Solche Relationen nennt man Aquivalenzrelationen. Die Relation ist auch vertriglich mit Addition
und Multiplikation im folgenden Sinne.

LEMMA 7.2. Es gelte x =2’ mod n und y =%y mod n. Dann gilt auch x +y =2’ +7y mod n
und zy = 7'y’ mod n.

Beweis. Es gelte x = 2’ modn und y = v mod n. Dann z — 2’ = kn und y — ¢y = mn fiir
k,m € Z. Dann (x +y) — (x —y) = (k+m)n, also z + y = 2’ + ¢y mod n. Ferner gilt

xy—2'y =x(y—vy)+ (z—2")y = zmn + kny'.
O

Man kann nun mit Zahlen modulo n rechnen, das heifit anschaulich man ignoriert alle Vielfachen
von n. Formal bildet man Restklassen

r+nZ:={y€Z|r=y modn}.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent
(1) x=y mod n

(2) Es gibt k € Z mit = kn + y.
(3) xey+nZ
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(4) y €z +nk
(5) x+nZ=y+nZ

Man setzt Z/nZ := {x + nZ | x € Z}. Dies ist eine Menge mit n Elementen.
Beispiel: n = 2
0+nZ=1{..,-202.. ) 1+nZ=1{., —1,1,3,. .},

Z/nZ = {0 +nZ,1+nZ} = {{...,72,0,2,...},{...,71,1,3,...}}

Wenn die Zahl n aus dem Kontext klar ist, schreibt man oft auch T anstelle von x + nZ.

Fir n = 3:

+]0 1 2 o0 1 2
010 1 2 0|0 0 O
1{1 2 0 110 1 2
212 0 1 210 2 1
Fir n = 4:

+/0 1 2 3 |0 1 2 3
00 1 2 3 0|0 0 0 O
111 2 3 0 110 1 2 3
212 3 01 210 2 0 2
31301 2 310 3 21

Man definiert T+7% := z + y und T -7 := Ty. Es ist offensichtlich, dass (Z/nZ, +, -) ein kommutativer
Ring mit 1 ist, d.h. es gelten (Aa), (Ak), (An), (Ai), (Ma), (Mk), (Mn) und (AMd).

PROPOSITION 7.3. (Mi) gilt genau dann wenn n eine Primzahl ist. In anderen Worten: (Z/nZ,+,-)
ist ein Korper genau dann, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis kommt spiter (Kapitel 2 Folgerung 7).



KAPITEL 2
Gruppen, Ringe, Korper

1. Gruppen

DEFINITION 1.1. Eine Menge mit Verkniipfung ist ein Paar (X, o) , bestehend aus einer Menge X
und einer Abbildung

o: X x X — X, (z,y— xo0y)

Beispiele: (N, +), (N,-), (Z,+), (Z,-), (R,+), (Z/nZ,+) sind Mengen mit Verkniipfung.
DEFINITION 1.2. Eine Menge mit Verkniipfung (X, o) nennt man Gruppe, falls gilt

(Va) Assoziativitit
Fiir alle z,y,z € X gilt

(zoy)oz=mo(yox).

(Vn) Verkniipfung hat neutrales Element
Es gibt ein Element e € X, so dass fiir alle z € X gilt

roe=eoxr =2=x.

Man nennt e das neutrale Element.
(Vi) Verkniipfung hat inverse Elemente
Zu jedem x € X gibt es ein y € X, so dass

rToy=yoxr =e.
Man nennt y das Inverse von = normalerweise ! anstelle von y.

Gilt zusétzlich

(Vk) Kommutativitéit
Fiir alle z,y € X gilt

roy=youx,

so nennt man (X, o) eine kommutative Gruppe oder eine abelsche Gruppe.

23
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BEISPIELE.

(1) (Np,+) erfiillt (Aa) und (An), aber nicht (Ai), ist also keine Gruppe.
(2) Wenn wir Z, Q, R, C und Z/nZ mit der Addition versehen, dann sind dies abelsche
Gruppen.

(3) Wenn wir {1,—1}, Q*:=Q\ {0}, R* :=R\ {0}, C\ {0} und Q" :={g € Q| g > 0} mit
der Multiplikation versehen, so sind dies abelsche Gruppen.

Es ist sinnvoll, die Theorie der Gruppen zu studieren, da Gruppen oft in der Mathematik und
Physik vorkommen und wir diese Eigenschaften nicht immer wieder, sondern fiir alle Situationen
simultan studieren und beweisen wollen. Historisch wurde der Begriff einer Gruppe wichtig in den
Werken von Abel (1802-1829, Norwegen) und Galois (1811-1832, Paris). Diese Mathematiker konn-
ten u.a. zeigen, dass man die Nullstellen von Polynomen von Grad 5 oder grofler im Allgemeinen
nicht durch die Grundrechenarten (4,—,- und /) und durch Wurzelziehen berechnen kann.

LEMMA 1.3. Sei (X,0) eine Menge mit Verkniipfung, die (Vn) erfillt. Dann ist das neutrale
Element eindeutig.

Beweis. Seien e; und ey zwei neutrale Elemente. Es gilt dann
€1 = €1 0 €2 = €2,

und somit ist das neutrale Element eindeutig. O

Dieses Lemma ist streng genommen bereits notig, damit wir von dem neutralen Element e reden
diirfen. Wir benéstigen das Lemma auch, um der Eigenschaft (Vi) Bedeutung zu geben.

NICHT-KOMMUTATIVES BEISPIEL. Sei M eine Menge und Bij(M) die Menge aller Bijektionen von
M nach M. Als Verkniipfung auf X = Bij(M) wihlen wir die Verkettung von Abbildungen, d.h.
fiir f,g € Bij(M) und m € M gelte

(f o g)(m) = f(g(m)).
Dann ist (Bij(M), o) eine Gruppe, die Permutationsgruppe von M. Das neutrale Element ist die
Identitdt und das Inverse einer Abbildung f ist ihre Umkehrabbildung f~—'. Die Menge S, =
Bij({1,...,n}) nennt auch die symmetrische Gruppe zum Indezx n. Die Gruppe S3 kann man auch
als Symmetrie-Gruppe eines gleichseitigen Dreiecksverstehen.

Spiegelung an der Mittelsenkrechten von (12) und anschlieBende Spiegelung an der Mittelsenkrech-
ten von (23) ergibt eine Drehung um 120 Grad im Uhrzeigersinn. Vertauscht man die Reihenfolge,
erhdlt man eine Drehung um 120 Grad im Gegen-Uhrzeigersinn, siehe auch Abbildung [

LEMMA 1.4 (Kiirzungsregeln). Sei (G, o) eine Gruppe und x,y, z € G. Dann folgt aus xoy = xoz
bereits y = z (von links kiirzen). Ebenso folgt aus x o z = y o z bereits x =y (von rechts kiirzen).
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ABBILDUNG 1. Ein gleichseitige Dreieck, mit den Mittelsenkrechten zu (12) und zu (23)

Beweis. Wenn wir die Gleichung x o y = x o 2z von links mit z~! multiplizieren, so ergibt sich
— — 1 — 1 — —
y=eoy=x oxoy=x 0xroz=eoz=2z.

Dies ergibt die Linkskiirzungsregel. Die Rechtskiirzungsregel zeigt man analog. O

Aus den Kiirzungsregeln folgt unter anderem, dass das Inverse eindeutig ist. Somit ist die Schreib-
weise 7! nicht mehrdeutig.

PROPOSITION 1.5. Sei (X,0) eine endliche Menge mit Verkniipfung, die (Va), (Vn) und die
Rechtskiirzungsregel erfillt. Dann ist (X, o) bereits eine Gruppe.
Beweis. Sei x € X. Dann ist die Abbildung

re: X — X, Yy—yowx

auf Grund der Rechtskiirzungsregel injektiv. Da X eine endliche Menge ist, ist r, auch surjektiv.
Somit gibt es ein z € X mit e = r,(2) = z o x. Das Element z ist also Linksinverses zu z. Da x
beliebig gewihlt wurde, hat jedes Element ein Linksinverses. Mit der Ubungsaufgabe 4 auf Blatt
2 sieht man, dass (X, o) eine Gruppe ist. O



26 2. GRUPPEN, RINGE, KORPER

Die Proposition gilt auch, wenn man an Stelle der Rechtskiirzungsregel die Linkskiirzungsregel zur
Verfiigung hat.

Die Bedingung ,endlich® kann nicht weggelassen werden. Man sieht zum Beispiel, dass (Ng,+)
auch (Va), (Vn) und die Rechtskiirzungsregel erfiillt, aber keine Gruppe ist.

DEFINITION 1.6. Eine Teilmenge Y einer Menge mit Verkniipfung (X, o) heifit abgeschlossen
(beziiglich o), falls fiir alle x,y € Y auch zoy € Y.

Die Menge {0, 1} ist nicht abgeschlossen in (Np, +), aber abgeschlossen in (Np, -). Die Menge N ist
abgeschlossen in (Ng, +) und (Np, ). Die Menge der ganzen Zahlen Z ist abgeschlossen in (Q, +)

und (Q, -).

DEFINITION 1.7. Sei (G, 0) eine Gruppe. Sei H eine Teilmenge und x eine Verkniipfung auf H.
Man sagt (H, x) ist eine Untergruppe von (G, o) falls (H, x) eine Gruppe ist und

Toy=1x Xy Vz,y € H.

Wir schreiben dann meistens auch o an Stelle von x.

BEISPIELE. (Z,+) ist eine Untergruppe von (Q,+), dies eine Untergruppe von (R,+) und dies
von (C,+). Fiir n € Ny ist die Menge nZ := {nk |k € Z} mit der Addition eine Untergruppe von
(Z,+). Ist (K, o) eine Untergruppe von (H, o) und (H, o) eine Untergruppe von (G, o), so ist (K, o)
eine Untergruppe von (G, o). Die Relation ,ist Untergruppe von“ ist eine Ordnungsrelation auf
den Gruppen. Die Gruppe ({—1,1}, ) ist keine Untergruppe von (Z, +).

Das neutrale Element e von G und das neutrale Element ey sind gleich. Denn es gilt e o e =
e = eg o ey und aus der Rechtskiirzungsregel in G folgt ey = eg. Da in G die Kiirzungsregel
gilt, stimmt fiir jedes * € H das Inverse von x in G mit dem Inversen von x in H iiberein.

PROPOSITION 1.8. Sei (G,0) eine Gruppe, und H eine Teilmenge. Aquivalent sind:

(1) H mit der eingeschrinkten Verkniipfung o : H x H — H ist eine Untergruppe.
(2) (a) eq € H, und

(b) H ist abgeschlossen beziiglich o, und

(c) ist x € H, so ist auch 1 in H.
(3) (a) H ist nichtleer, und
(b) sind x,y € H, so ist auch x 1oy € H.
Beweits.
“(1) = (2)”: Kklar.
“(2) = (1)”: Die eingeschrinkte Verkniipfung ist offensichtlich assoziativ, das Element eq ist
auch das neutrale Element von H und Bedingung (c) garantiert ein Inverses. Die Menge H ist
mit der eingeschrinkten Verkniipfung also eine Gruppe und somit eine Untergruppe von (G, o).
“(2) = (3)”: klar.
“(3) = (2)”: Da H nicht leer ist, existiert ein # € H. Mit Aussage (3b) folgt e¢ = 2 toz € H
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also (2a). Wenden wir nun (3b) mit y = e an, so ergibt sich (2¢). Um die Abgeschlossenheit von
o zu zeigen, nehmen wir a,b € H her und wollen a o b € H zeigen. Zunéchst folgern wir aus dem
bereits bewiesenen (2c) die Aussage a=! € H. Wir wenden nochmal (3b) fiir z := a™! und y := b
an und sehen

aob=(a"')"tobe H.

Und alles zu zeigende ist gezeigt. O

Raum der Funktionen. Sei M eine Menge, (G, x) eine Menge mit Verkniipfung. Wir definieren
auf der Menge Abb(M, G) aller Abbildungen eine Verkniipfung X. Seien f,g € Abb(M,G) dann
definieren wir f X g € Abb(M, G) durch

(fWg)(m) = [f(m)xg(m)
fir alle m € M.
Ist (G, x) eine Gruppe, so ist (Abb(M,G),X) ebenfalls eine Gruppe. Das neutrale Element ist
die Abbildung M — G, m — ec und das Inverse von f ist die Abbildung m — (f(m))~'.

Die konstanten Funktionen, d.h. Funktionen der Form M — G m +— z fiir festes x bilden eine
Untergruppe von Abb(M, G).

Beispiel:
(1) Sei M =R, (Ga x) = (Rv +) und f(x) =z, 9(33) = 22. Dann ist
(fBg)(z) = f(z) +g(z) =2° +x
(2) Sei M =R, (Ga X) = (Rv ) und f(m) =, 9(33) = z2. Dann ist
(fEg)(x) = f(x) - gla) =2°

Man schreibt an Stelle von f oft (f(m))men. Wenn man diese Notation verwendet, nennt man
(f(m))menm ist eine Familie von Elementen von G und nennt M die Indezmenge der Familie.

Im Fall M = {1,2,...,n} interpretieren wir f als das n-Tupel, d.h. als geordnete Menge mit n
Elementen und schreiben (f(1), f(2),..., f(n)). Die 2-Tupeln interpretiert man auch als Paare.
Die Menge aller n-Tupeln schreiben wir als G™ oder

Gx...xG.
———

n-mal

Beispiel: (5,7,9) € R? steht fiir die Funktion {1,2,3} — R, 1 + 5, 2 + 7, 3 — 9. Man kann
(5,7,9) aber auch als Vektor im drei-dimensionalen Raum R? ansehen.

Additive und multiplikative Notation. Hiufig notiert man die Verkniipfung additiv, also +, oder
multiplikativ, also -. Man nennt die Gruppe dann eine additive bzw. multiplikative Gruppe. Das
Adjektiv ,additiv® ist somit im Gegensatz zu ,abelsch® oder ,assoziativ® keine Eigenschaft einer
Menge mit Verkniipfung, sondern bedeutet, dass die Verkniipfung + notiert wird. Man halt sich
normalerweise an die Konvention, dass die Verkniipfung + normalerweise abelsch (kommutativ)
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ist. Nicht-kommutative Gruppen werden immer multiplikativ notiert. Aber es gibt auch abelsche
multiplikative Gruppen, z. B. (R*, ).

Bei additiver Notation bezeichnet 0 das neutrale Element und —x das Inverse zu z. Fir n € N und
z € G definiert man

n-x:=x+zx+--+z 0-2:=0 (=n)-x:= —(n-x).
—_———

n—mal

Bei multiplikativer Notation wird der Multiplikationspunkt oft weggelassen, das neutrale Element
wird mit 1 bezeichnet und das Inverse zu  mit 2~!. Fiir n € N und = € G definiert man

i =g-xx =1 "= (™)L
n—mal
2. Ringe

DEFINITION 2.1. Ein Ring ist eine Menge R mit zwei Verkniipfungen + und -, so dass (R,+)
eine kommutative Gruppe ist ((Aa), (An), (Ai) und (Ak) gelten) und auflerdem (Ma) und (AMd)
gelten. Der Ring (R, +, -) ist kommutativ, falls (Mk) gilt, und er ist ein Ring mit 1, falls (Mn) gilt.

BEISPIELE.
(Z,4+,-), (Q,+,-) und (Z/nZ,+,-) sind kommutative Ringe mit 1.
(2Z,+,-) ist der Ring der geraden Zahlen. Er ist kommutativ, aber hat keine 1.

Eine Menge mit einem Element sei mit den einzigen moglichen Operationen Addition und Multi-
plikation versehen. Dies ist ein kommutativer Ring mit 1. Es gilt hier 0 = 1. Wir nennen ,,diesen®
Ring den Nullring.

n x n-Matrizen (néchstes Kapitel) bilden einen nicht-kommutativen Ring mit 1.

Es ist bereits bekannt, dass die Null und die Inversen der Addition eindeutig sind.

PROPOSITION 2.2. Es gilt in einem Ring (R, +,")

1) VreR:0-r=0=r7-0,
(2) Es existiert hichstens eine Eins in R,
(3) Falls eine Fins existiert und 0 =1, dann ist R der Nullring.

Beweis.
”(1)“:

0+0-r=0-r=0+0)-7=0-7+0-7
Wir diirfen in der Gruppe (R, +) kiirzen und erhalten

0=0-r.
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»(2)“: Seien e und ey zwei Einsen in R.
e1 =e1-e3 = es.
»(3)“: Wenn 0 = 1 gilt, dann sehen wir fiir jedes r € R:
r=1.-r=0-r=0.

Dies heifit R = {0}. |

DEFINITION 2.3. Sei (R,+,) ein Ring. Sei S eine Teilmenge und @ und ® zwei Verkniipfungen
auf S. Man sagt (S, ®, ®) ist ein Unterring (R, +,-) falls (S, ®, ®) ein Ring ist und
T+y=2dy Vo,y € H.
T Y=y Ve,y € H.

Falls R und S Ringe mit Einsen 1p und 1g sind und falls 1z = 1g, so nennt man ihn einen
Unterring mit 1.

Wir schreiben dann meistens auch + und - an Stelle von ® und ®.

BEISPIELE. (Z,+) ist ein Unterring mit 1 von (Q,+), dies ein Unterring mit 1 von (R, +). Die
Relation ,,ist Unterring von® ist eine Ordnungsrelation auf den Ringen.

Raum der Funktionen. Sei (R,+,-) ein Ring und M eine Menge. Mit derselben Konstruktion
wie oben erhalten wir eine Addition H und eine Multiplikation [ auf Abb(M, R). Dann ist
(Abb(M, R),H,[]) ebenfalls ein Ring. Er ist kommutativ bzw. mit 1, falls R kommutativ bzw.
mit 1 ist. Die konstanten Abbildungen bilden einen Unterring.

Achtung: Wir haben zwei 2 Multiplikationen auf R? = Abb({1,2},R): die soeben definierte und
die Multiplikation komplexer Zahlen.

Polynom-Funktionen. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Eine Funktion P : R — R heifit
Polynom-Funktion, falls es ein n € N und ay, . ..,a, € R gibt, so dass

P(r):= Z ajrj.
§=0

Wir bezeichnen die Menge der Polynom-Funktionen auf R mit Abbp, (R, R). Die Polynom-Funktionen
kann man mit B addieren, mit [J multiplizieren und mit o verketten. Man sieht leicht, dass
(Abbpg (R, R),H, ) ein Unterring von (Abb(R, R),H, ) ist.

Invertierbare Elemente Ein Element x eines Rings mit 1 (R, +,-) heifit invertierbar, falls es ein
y € R gibt mit yz = xy = 1. Falls @ und b Inverse ¢! und b~! besitzen, so ist b~ 'a~! ein Inverses
von ab. Da a ein Inverses von ¢~ ! ist und 1 invertierbar ist, ist

R* := {r € R|r invertierbar}

eine multiplikative Gruppe, die sogenannte Einheitengruppe.



30 2. GRUPPEN, RINGE, KORPER

BEISPIELE. ({—1,1},") ist die Einheitengruppe von (Z,+,-). (Q*,-) ist die Einheitengruppe von
(@7 =+, )

Nullteiler.

DEFINITION 2.4. Sei (R,+,-) ein Ring. Ein Element r» € R\ {0} heifit Nullteiler von R, falls es ein
s € R\ {0} gibt mit s = 0 oder sr = 0. Ein Ring ohne Nullteiler heifit nullteilerfrei.

BEISPIELE. (1) 2 ist ein Nullteiler von Z/6Z, denn 2 - 3 = 0.

2)f:R =R, f(z) = 1fir x > 0 und f(z) = 0 fir x < 0 ist ein Nullteiler von
(Abb(R,R),H,H). Wenn wir g(z) := f(—x) setzen, so gilt f(z)g(z) = fir alle z € R
und somit f[Hg=0.

(3) Sei p Primzahl. Angenommen k-7 = 0 in Z/pZ. Dann ist also km ein Vielfaches von p.
Somit teilt p entweder k oder m, also k = 0 oder @ = 0. Es gibt also keine Nullteiler in
Z]pZ.

(4) Ein Nullteiler in einem Ring mit 1 ist nie invertierbar, falls 0 # 1. Denn fiir invertierbares
x folgt aus zy = 0 die Bedingung

y=z lzy=2"10=0.
LEMMA 2.5. Fualls x kein Nullteiler ist, dann gilt fir y,z € R
(yr = zz) = (y = 2) (x von rechts kiirzen)

und
(xy = 22) = (y = 2) (x von links kiirzen)

Beweis. Aus yx = zx folgt (y — z)x = 0 und somit y — z = 0, d.h. y = z. Analog von links
kiirzen. i

Fiir Elemente z,y in einem kommutativen Ring gilt: sind « und y keine Nullteiler, dann ist auch
zy kein Nullteiler. Die Menge

Ry :={z € R\ {0} |z ist kein Nullteiler}
ist also abgeschlossen beziiglich der Multiplikation. Falls eine 1 existiert, haben wir 1 € R* C Ry.

SATZ 2.6. Sei (R,+,-) ein endlicher kommutativer Ring mit 1, 1 # 0. Dann ist (Rg,-) eine
Gruppe. Insbesondere ist jeder endliche, kommutative, nullteilerfreie Ring mit 1 und 1 # 0 bereits
ein Korper.

Beweis. Die Menge Ry ist endlich, nichtleer, beziiglich - abgeschlossen. Die Multiplikation ist
assoziativ, und wir kénnen von rechts kiirzen. Proposition [[H besagt, dass (R, -) eine Gruppe ist.
Falls (R, +, ) nullteilerfrei ist, so ist also jedes Element ungleich Null invertierbar. Somit sind alle
Korperaxiome erfiillt. O
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FOLGERUNG 2.7 (Proposition [[3)). Sei n € Ny. Dann ist Z/nZ genau dann ein Kéorper, wenn
n prim 1st.

Beweis. Falls n =0, dann ist Z/0Z im wesentlichen dasselbe wie Z, also kein Kérper.

Falls n = 1, dann besitzt Z/1Z ein Element, also kein Kérper.

Falls n prim ist, so ist Z/nZ ein endlicher, kommutativer, nullteilerfreier Ring mit 1, also ein
Korper.

Falls n > 4 nicht prim ist, so schreiben wir n = ab mit a,b > 2. Dann ist ab = 0 mod n, aber
a#0 modnund b# mod n. Somit gibt es Nullteiler und Z/nZ ist kein Korper. m]

3. Korper
In der folgenden Proposition prisentieren wir noch einmal die Definition und dquivalente Versionen
davon.

PROPOSITION 3.1. Sei K eine Menge mit zwei Verkniipfungen + und -. Aquivalent sind:

(1) (K,+,-) ist Korper

(2) K hat mindestens zwei Elemente und es gelten (Aa), (An), (Ai), (Ak), (Ma), (Mn), (Mi),
(ME), (AMd).

(3) (K,+) und (K\ {0},) sind kommutative Gruppen und es gilt (AMd).

(1) < (2) ist Definition, (2) < (3) fasst einfach nur zusammen.

BEISPIELE. Q, R, C, Z/pZ, p prim mit + und -.

DEFINITION 3.2. Sei (K, +,-) ein Korper. Wir sagen (K’, +, ) ist Unterkorper von (K, +, ), wenn

(K, +, ) ein Unterring ist und selbst Kérper ist.

Beispiel: Q ist Unterkorper von R.

Wenn (K', +, -) Unterkérper ist, so ist insbesondere (K’ \ {0}, -) eine Untergruppe von (K \ {0}, -).
Also ist die 1 von K auch die 1 von K'.






KAPITEL 3

Matrizen

In diesem Kapitel sei R immer ein kommutativer Ring mit 1 mit Addition 4+ und Multiplikation -.
Man denke an R, Z, C oder Z/nZ.

1. Definition

Sei n,m € N. Eine n x m-Matrix iiber R ist eine Abbildung
{1,2,...,n} x{1,2,...,m} — R
(i,4) — aij.
Die Menge aller n x m-Matrizen iiber R nennen wir Mat(n, m; R). Wir schreiben Matrizen norma-
lerweise in einer der folgenden Formen

ail @iz - Gim
azy G2 - G2m
A=1 . | = giepmyiet.my = (i)

anl an2 Qpm
Spezialfille:
Eine n x m-Matrix mit n = 1, nennt man Zeilenvektor.

(a1 aiz - aim).
Offensichtlich ist die Abbildung
Mz : R™ — Mat(1,m; R) (ri,ray .. yrm) = (r1 re oo )

bijektiv.

Eine n x m-Matrix mit m = 1, nennt man Spaltenvektor.
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Offensichtlich ist die Abbildung

Mg : R" — Mat(n,1; R) (ri,72y ...y 1) —

bijektiv.
In den meisten Biichern identifiziert man n-Tupel mit Spaltenvektoren vermoége Mg, also kurz:

R"™ = Mat(n, 1; R). Wir wollen dies spéter auch tun, aber zunéchst noch unterscheiden.

Eine n x m-Matrix heif3t quadratische Matriz, falls n = m.

2. Addition und Multiplikation von Matrizen

n x m-Matrizen werden wie Abbildungen Abb({1,2,...,n} x {1,2,...,m}, R) addiert. Man kann
sie nur addieren wenn die Zahl der Zeilen n und der Spalten m iibereinstimmt.

+ : Mat(n, m; R) x Mat(n, m; R) — Mat(n, m; R)

ail a2 - Qim bir bz - bim a1 +bi1 aia+biz - aim +bim

az1 G2 - G2m bar baa - bom a21 +ba1  aza+bao -+ aom +bam
+ . . . . =

an1 an2 e Anm bnl bn2 e bnm an1 + bnl an2 + bn2 e Anm + bnm

Auf Spaltenvektoren erhalten wir wieder die Addition auf R™.

Die Multiplikation ist anders: Man kann eine nqy x mi-Matrix mit einer no X mo-Matrix multipli-
zieren, falls

mi1 = na.
Wir definieren dann das Produkt

(Cij)ie{1, i }ge{lma} = (@ij)icf1, ..m}yjefl,om} * (Di)ie{1,....na} i1, ma)

durch die Formel
my
Cij ‘= Z aikbkj.
k=1

Beispiele: R = Z:

C(1-640-2+4-7\ _ (34
“\2:6+3-2+5.7) ~ \53

N
N —
w o
[SLENTN
~
~N N O
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(o) 9)=0315)-02)
(280 0)=(7)

Es gelten die Distributivgesetze und die Multiplikation ist assoziativ. Die Matrizen-Multiplikation

ist aber nicht kommutativ.

Wir definieren

1 0 0 0
01 0 0

1,=|0 1 0 € Mat(n, n; R).
0 0 O 1

Fiir eine n x m-Matrix A gilt dann
1,A= A1, =A.

3. Multiplikation mit Skalaren

Um Elemente von R von Matrizen € Mat(n, m; R) und Zeilen- und Spaltenvektoren zu unterschei-
den, nennt man die Elemente von R oft Skalare. Man kann Skalare mit Matrizen multiplizieren.
Sei A € R, (a;j) € Mat(n, m; R). Dann definieren wir

A (ay) = (()\%‘)>

5. 3 1\ _ (6 2
1 0/ \2 0
Achtung: Diese Multiplikation darf man nicht als Skalarmultiplikation bezeichnen, da dieser Begriff
etwas anderes bedeutet.

Offensichtlich gilt fiir A\, u € R, A, B € Mat(n,m; R), C € Mat(m, k; R):
AMAC) = (MA)C = ANC)
A = A(ud)
A+ u)A AA + uA
MA+B) = M+ AB

Beispiel:
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4. Transposition von Matrizen
Die Abbildung Mat(n, m; R) — Mat(m, n; R), die die Rolle von Zeilen und Spalten vertauscht, d.h.

die Matrix A = (aij)ie{1,....n}.je{1,...,m} auf die Matrix AT = (aji)ieq1,....m},jef1,...n) abbildet,
nennen wir die Transposition von Matrizen. Wir nennen A” die transponierte Matrix von A.

<123>T;§
4 5 6 5 6

(2) Fiir v € R" gilt (Ms(v))T = Mz(v) und (Mz(v))T = Mg(v).

BEISPIELE. (1)

Es gilt fiir Matrizen A, B € Mat(n, m; R) und C € Mat(m, k; R):

(1) (AT)T = A
(2) (A+B)T = AT + BT
(3) (AC)T = CT AT

5. Matrizen und lineare Abbildungen

Sei A = (a;j) eine n x m-Matrix. Dann definieren wir
L4 :Mat(m,1; R) = R™ — Mat(n,1;R)=R"
v = La(v):=Av
Es gilt dann fiir v,w € R™, p € R
Lalw+w)=La(v)+ La(w),
La(A) = ALa(v).
Abbildungen mit diesen beiden Eigenschaften heiflen linear. Wir nennen £ die zu A assoziierte

lineare Abbildung. Ob der Buchstabe L hier fiir ,, Linskmultiplikation* oder fiir ,linear* steht, darf
der Leser selbst entscheiden.

Umgekehrt sei £ : R™ — R™ eine lineare Abbildung. Wir definieren die Matrix A € Mat(n, m; R)
durch

1 0 0
0 1 0
A=|c| O c]|]0 |0
0 0 1

Man rechnet leicht nach, dass £4 = L. Also ist jede lineare Abbildung R™ — R™ durch eine
Matrix beschrieben.



5. MATRIZEN UND LINEARE ABBILDUNGEN 37

ABBILDUNG 1. Die Abbildungen L4, L, Lo und Lp

BEISPIELE.

(1) Gilt A =1,, € Mat(n,n; R), so ist L4 die Identitit von R™.
(2) R=R,n=m=2,

SR O R V) B | R

L4 ist die Spiegelung an der y-Achse, Lp ist die Drehung um 90 Grad im Gegenuhrzei-
gersinn um den Ursprung, L¢ ist die zentrische Streckung am Ursprung um den Faktor 2, und
Lp ist die Orthogonalprojektion auf die y-Achse, sieche Abbildung
(3) Ist A € Mat(3,1;R) = R3, dann ist £4 : R — R? die Parametrisierung einer Ursprungsgeraden
in Richtung des Spaltenvektors A. Falls A = 0, dann ist die parametrisierte Gerade degeneriert:
es ist ein Punkt, der Ursprung.
(4) Ist A € Mat(3,2;R), dann ist L4 : R? — R? die Parametrisierung einer Ursprungsebene in R3.

1 2
Falls A =0 € Mat(3,2;R) so degeneriert die Ebene zu einem Punkt. Im Fall A= [ 2 4| ist
1 2

1
das Bild von L4 eine Gerade in Richtung | 2
1
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Verkettung und Matrizen-Multiplikation: Es gilt fir A € Mat(n, m; R) und B € Mat(m, k; R):
Lap=LaoLp.

6. Lineare Gleichungssysteme

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem iiber R:

a11r1  Faipxrs +-o- FaimT, = b
a21r1y  +azerz +-o- FaamTm = b
Gn1T1  +an2r2 +-- FapmTm = by

Hierbei sind im Normalfall die a;; € R und die b; € R gegeben und die Gesamtheit der moglichen
z; € R ist zu bestimmen.

Wir fassen zusammen A := (a;;) € Mat(n,m; R), v = Mg(z1,...,Tm) und b = Mg(bi,...,by).
Dann ist das Gleichungssystem dquivalent zur Gleichung
Ax =b.

Ein Gleichungssystem heifit homogen, falls b = 0, und ansonsten inhomogen. Falls Az = b ein
Gleichungssystem ist, so heiit Az = 0 das zugehdrige homogene Gleichungssystem.

PROPOSITION 6.1. Sei Az = 0 ein lineares Gleichungssystem, A € Mat(n, m; R) gegeben, x €
R™ gesucht. Dann gilt fiir den Raum der Lisungen Lios(Ax = 0):

(1) Lis(Axz =0) ist eine Untergruppe von (R™,+).

(2) Falls x € Lés(Ax = 0) und A € R, dann gilt auch Az € Lis(Az = 0).
Insbesondere ist also 0 € R™ immer eine Losung.

Die konkrete Losungsmenge kann man mit dem Gaufschen Verfahren berechnen.

FRAGE: Sei L eine Teilmenge, die (1) und (2) erfiillt. Gibt es ein homogenes Gleichungssystem
iiber R, so dass L die Menge der Losungen ist?

Die Anwort ist Nein fiir R = Z, m = 1, L = 2Z. Wir werden sehen, dass die Antwort Ja ist, falls
ein R Korper ist. Falls R ein Korper ist, so nennt man eine Teilmenge, die die Eigenschaft (1) und
(2) besitzt, einen Untervektorraum von R™.

Beweis der Proposition. A0 = 0, also ist 0 € Los(Az = 0), und somit ist Los(Axz = 0) nicht leer.
Falls z,y € Los(Axz = 0), dann gilt Az = Ay = 0 und somit auch A(z —y) = Az — Ay =0—-0=0,
das heifit  — y € Los(Az = 0). Also ist Los(Az = 0) eine Untergruppe von (R™, +).

Ist z € Los(Az = 0) und A € R, so gilt A(Ax) = M(Az) = A0 = 0 und somit Az € Lés(Az =0). O
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Inhomogene Gleichungssysteme kénnen gar keine Losungen besitzen: Man sieht mit dem Gauflschen
Verfahren, dass das Gleichungssystem iiber R

x1 +2r9 = 1
201 +4x9 = 0
keine Losungen besitzt.

PROPOSITION 6.2. Angenommen I sei eine Losung des inhomogenen Systems Ax = b. Dann
gilt fiir die Menge aller Lisungen von Ax =b

Los(Az =b) ={Z + x|z € Lis(Az = 0)}.

Beweis. Seien # und & Losungen des inhomogenen Systems, dann ist A(Z —&) = Az —AZ =b—b=
0. Also ist £ — Z eine Losung des homogenen Systems Ax = 0. Es folgt

Los(Az =b) C{Z+ x|z € Los(Az = 0)}.

Umgekehrt sei z eine Losung des homogenen Systems und & eine Lésung des inhomogenen. Dann
folgt A(Z +x) = b+ 0 = b, und deswegen ist & + x auch eine Losung des inhomogenen Systems.
Es folgt
Los(Az =b) D {Z + x|z € Los(Az = 0)}.
O

Ob ein inhomogenes System eine Losung besitzt und falls ja, wieviele und welche kann man wie-
derum mit dem Gauflschen Verfahren berechnen.

BEISPIEL. Eine Ebene in R3 wird durch ein Gleichungssystem mit einer Zeile beschrieben, d. h.
durch eine Gleichung der Form Az = b, wobei A # 0 ein Zeilenvektor ist, € R? bzw. Spaltenvek-
tor, b € R. Man nennt A einen Normalenvektor der Ebene. Das zugehorige homogene Gleichungs-
system ist Az = 0. Losungen hiervon sind alle Vektoren, die senkrecht auf A7 stehen. Man sieht

leicht, dass
b

i=——A"
[ Al]%
eine spezielle Losung von Az = b ist. Somit liegt « auf der Ebene, genau dann wenn x — Z senkrecht
auf A7 steht.

BEISPIEL. Schnitt zweier Geraden im Raum. Wir nehmen an, dass

t—p+tu s q+ sw

) p1 q1 U1 w1 )
zwei Geraden in R® sind, p= | p2 | ,a= | @2 | €R3, v=[v2 | ,w= | w2 | € R*\{0}. Gesucht
b3 a3 U3 w3

ist die Menge der Schnittpunkte. Hierzu ist das System
p+tv=q+ sw
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zu losen. In Matrix-Schreibweise ergibt dies
U1 Wi " q1 —P1
V2 W2 ( s) = |92 — P2
v3  ws q3 — P3

Dieses System kann {iberhaupt keine Losungen haben. Dies tritt zum Beispiel auf, wenn die Geraden
parallel, aber nicht identisch sind. Parallel besagt, dass es A € R* gibt mit v = Aw. Es kann aber

1
auch keine Losungen geben, obwohl die Geraden nicht parallel sind. Beispiel p = [0 ], ¢ = 0,
0
0 0
p=|1],w=|0].In diesem Fall sagt man, die Geraden sind windschief zueinander.
0 1

Wenn es mindestens eine Losung tg, sg gibt, dann kann man das zugehorige homogene System
betrachten:

2 W2 ] =

U3 w3

Wenn die Geraden (also v und w) parallel sind, dann hat dieses homogene System einen 1-
dimensionalen Losungsraum. Die Geraden sind gleich, lediglich die Parametrisierungen sind evtl.
verschieden. Wenn v und w nicht parallel sind, so hat das homogene System nur die Null als
Losung. Der Schnittpunkt ist also eindeutig.

Um diese vier Falle zu unterscheiden, betrachtet man also am besten
Vi={tv+sw|t,s € R} d:=p-—gq.

V ist wieder ein Untervektorraum, er ist 1-dimensional (v, w parallel) oder sonst 2-dimensional.
Losungen gibt es gdw d € V.

Zusammenfassung
deV dag'v
dimV =1 | 1-dim Loésungsraum keine Losung
Geraden gleich Geraden parallel
dim V' = 2 | eindeutige Losung keine Losung
Geraden schneiden sich | Geraden windschief

7. Quadratische Matrizen

Sei n € N. Die Menge Mat(n,n; R) mit Matrizenaddition und Matrizenmultiplikation versehen,
bildet einen Ring: (Aa), (An), (Ai), (Ak) sind klar, (Ma) und (AMd) haben wir nachgerechnet.
Die Matrix 1,, ist eine 1 in diesem Ring von Matrizen. Er ist nicht kommutativ fiir n > 1.
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IR
()

FRAGE 7.1. Wenn A und B keine Nullteiler in Mat(n, n, ; R) sind, ist dann auch AB kein Nullteiler?
Wenn A Nullteiler in Mat(n, n; R) ist und B € Mat(n,n; R) beliebig, ist dann auch AB Null oder
ein Nullteiler?

Es gibt viele Nullteiler, z. B.

Wiederholung: Eine Matrix A € Mat(n,n; R) nennen wir invertierbar, falls es ein B € Mat(n,n; R)
gibt mit AB = BA = 1,,. Die invertierbaren Matrizen bilden eine multiplikative Gruppe, also sind
die Inversen eindeutig. Man nennt B kurz das Inverse von A oder die inverse Matriz zu A. Alle
Nullteiler sind nicht invertierbar.
FRAGE 7.2. Ist jede nicht invertierbare Matrix ein Nullteiler?

. . . 2 0
Die Antwort ist ,Nein“, wenn R = Z, denn 0 2
Nullteiler in Mat(2,2;Z).

) € Mat(2,2;Z) ist weder invertierbar noch

FRAGE 7.3. Sei A € Mat(n,n; R). Sind folgenden Aussagen dquivalent?

(1) A ist invertierbar,
(2) A besitzt ein Rechtsinverses, d. h. es gibt ein B € Mat(n,n; R) mit AB = 1,,
(3) A besitzt ein Linksinverses, d. h. es gibt ein B € Mat(n,n; R) mit BA = 1,7

FRAGE 7.4. Wenn ein Rechtsinverses existiert, ist es eindeutig?
Im folgenden betrachten wir vor allem Matrizen iiber Kérpern. Wir werden sehen, dass dann die
Antwort auf all diese Fragen ,,Ja“ sein wird.

Geometrische Interpretation: Falls eine lineare Abbildung £4 : R™ — R"™ durch eine Matrix A €
Mat(n,n; R) beschrieben wird, dann ist die Suche nach einer Inversen B gleichbedeutend zu der
Suche nach einer Umkehrabbildung Lp.






KAPITEL 4

Vektorraume

In diesem Kapitel werden Vektorrdume definiert und untersucht. Ziele: systematische Beschreibung
von Gleichungssystemen, Beschreibung von Untervektorrdumen ohne den umgebenden Raum, Be-
reitstellung grundlegender Konzepte der mathematischen Physik (QM, PDG, etc).

In diesem Kapitel sei K mit Addition und Multiplikation versehen immer ein Korper.

1. Definition und elementare Eigenschaften

DEFINITION 1.1. Ein Vektorraum iiber K (oder K-Vektorraum) ist eine Menge V' versehen mit
einer Addition

+:VxV =YV, (v,w) v+ w
und einer Multiplikation mit Skalaren
G KxV =V, Av)— v

mit den folgenden Eigenschaften

(1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
(2) Firalleve Vgilt1-v=w.
(3) (Assoziativitit): Fiir alle A\, p € Kund v € V gilt

(Ap)-v=A-(u-v).
(4) (Distributivitédt) Fiir alle A, p € K und v,w € V gilt
A+p)v = XNv+p-v
A(v+w) = Av+Aw
Es versteht sich von selbst, dass mit 1 die 1 von K gemeint ist.

Beachten Sie, dass (V) keine Menge mit Verkniipfung im obigen Sinne ist: die Multiplikation ist
auf K x V und nicht auf V' x V definiert

Elemente eines Vektorraums nennt man Vektoren, Elemente des Korpers Skalare.

43
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BEISPIELE.

(1) Auf K™ fithren wir die folgende Multiplikation mit Skalaren ein. Fiir A\, z1,22,...,2, € K
definieren wir
A (21,22, .y ) i= (A21, ATa, ..o, Ay).
Dann ist K™ mit Addition und mit Multiplikation mit Skalaren versehen ein K-Vektorraum.
(2) Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems iiber K ist ein K-Vektorraum.
(3) Mat(n, m;K) mit der Addition von Matrizen und der Multiplikation mit Skalaren ist ein K-
Vektorraum.
(4) Falls K Unterkorper von L ist, so ist L ein K-Vektorraum. Insbesondere ist C ein R-Vektorraum
und Q-Vektorraum und R ein Q-Vektorraum.
(5) Eine Menge mit genau einem Element kann auf genau eine Art zu einem K-Vektorraum gemacht
werden. Man nennt dies ,,den“ Nullvektorraum.

LEMMA 1.2. FEs gilt:

(1) Fir alle A € K gilt A- 0y = 0y.

(2) Fiir allev € V gilt O - v = 0y.

(3) FiraleAeKundv eV gilt (=\)-v=X-(—v) =—=(A-v).
(4) Aus A-v=0y, A e K, v eV folgt \=0x oder v € Oy.

Oer)\'OV:)\'OV:)\'(Ov+0v):)\~0‘/+>\~01/.
Durch Rechtskiirzen von A - 0y folgt die Behauptung.
(2): Analog.
B (=N v+A-v=(=A+A)-v=0xg-v=0y. Also (=) - v = —(\ - v). Die Gleichung
A (—v) = —(\ - v) zeigt man analog.
(4) Falls A-v und A # 0, dann ist A invertierbar. Es gilt dann

Oy =21 0p=2"1-Nv)=A1 N v=1g-v =1

2. Untervektorrdume und Erzeugendensysteme

DEFINITION 2.1. Sei (V,+, ) ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V versehen mit einer Addi-
tion B : U x U — U und einer Multiplikation mit Skalaren [J: K x U — U heifit Untervektorraum
von (V,+,) falls

(1) (U,8,0) ist ein K-Vektorraum.
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(2) Fiir alle A € K und v,w € U gilt
Av=A0Ow v+w=vBw.

Wiederum bestimmen + und - durch Einschrénkung auf U eindeutig B und [, und wir schreiben
auch + und - fiir B und .

Beispiele: {0} ist ein Untervektorraum von V.
Ursprungsgeraden und Ursprungsebenen in R3 sind Untervektorrdaume von R3.
(Affine) Ebenen in R3, die nicht 0 enthalten, sind keine Untervektorriume.

LEMMA 2.2. Sei (V,+,-) ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge mit der auf U eingeschrinkten
Addition und Multiplikation mit Skalaren ist ein Untervektorraum, genau dann wenn

(1) U A0,

(2) Falls u,v € U, dann gilt auch u+v € U, d. h. U ist abgeschlossen beziiglich der Addition.

(3) Falls \e K undu € U, soist A\-u €U, d. h. U ist abgeschlossen beziiglich der Multiplikation
mit Skalaren.

Beweis. Offensichtlich erfiillt ein Untervektorraum die Eigenschaften (1) bis (3).

Sei U nun eine Menge, die (1) bis (3) erfiillt. Auf Grund der Eigenschaften (2) und (3) definiert die
Einschriankung der Addition und der Multiplikation mit Skalaren auf U Abbildungen + : U x U —
Uund - : Kx U — U. Um zu zeigen, dass (U, +) eine Untergruppe ist, nutzen wir zunéchst U # ()
und zu zeigen bleibt dann:

Vu,velU :u—veUl.
Wegen u—v = u+(—1)-v folgt dies direkt aus (2) und (3). Die Eigenschaften 1-v = v, Assoziativitit
und Distributivitédt gelten in U, da sie auch in V' gelten. O

Sei P(V) die Potenzmenge von V, d. h. die Menge aller Teilmengen von V. Eine Familie von
Teilmengen von V ist eine Abbildung I — P(V), i — M; C V, die wir (M;);er oder (M;|i € I)
notieren. Die Menge I nennt man Indezmenge. Man kann dann den Schnitt und die Vereinigung
definieren:

M = (\M;liel):={xeV|xeMVicl}
i€l
Um: = Jslie):={zeV]zeMIiecl}
i€l

Beispiel: Fiir I := {1, 2} gilt ﬂiEI M; = My N Ms.

Wir sagen (M;);es ist eine Familie von Untervektorrdumen, wenn jedes M; zusitzlich ein Unter-
vektorraum ist (mit der auf M; eingeschrinkten Addition und Multiplikation mit Skalaren).

PROPOSITION 2.3. Sei (U;)iecr eine Familie von Untervektorrdumen. Dann ist (,.; U; ebenfalls

ein Untervektorraum.

icl



46 4. VEKTORRAUME

Beispiel: Sei I = R. Fiir A € I definieren wir die Ursprungsebene

1
Uy = To €R3‘z1+)\12:0
X3

Jedes U, definiert eine Ursprungsebene. Die 3. Achse

0
A3 = 0 ‘:L'gGR
z3

ist in jedem U, enthalten, und man sieht leicht:

ﬂUA:AgzUoﬂUl.
el

Man iiberlegt sich leicht, dass (J,.; U kein Untervektorraum ist.

Beweis. Da 0 in allen U; enthalten ist, gilt 0 € ﬂiei U; Vi, also 0 € ﬂiel U;.
Sind u,v € ();c; Us und A € K, so gilt u,v € U; Vi € I, und somit v +v € U; und \u € U; Vi € 1.
Es ergibt sich u + v, \u € ;¢ Us. O

DEFINITION 2.4. Sei A C V. Sei
I4v :={U|U Untervektorraum von V und A CU}.

Dann heif3t
span A := ﬂ(U |U €elay)

der von A erzeugte Untervektorraum oder der von A aufgespannte Untervektorraum.

Offensichtlich gilt A C span A. Also ist span(A) € I4 v. Der Raum span A ist also der kleinste Un-
tervektorraum von V', der A umfasst, im folgenden Sinne: Die Relation C ist eine Ordnungsrelation
auf I4 v und span A ist das Minimum der geordneten Menge (14, Q).

BEISPIELE. In V = K3 :

(1)

1

span 0

0

ist die erste Koordinaten-Achse.
(2)

1 0
span 01,11
0 0

ist die Ebene, die die ersten beiden Koordinatenachsen enthélt.
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1 0 0
span 01,11],(0
0 0 1

ist K3.

Sind U und W Untervektorrdume eines Vektorraums, so definiert man
U+W:={utwl|luel, we W}

Dann ist U + W ein Untervektorraum und U U W C U + W. Andrerseits gilt fiir jeden Untervek-
torraum X mit UUW C X auch U + W C X. Somit ist

span(UUW) =U + W.

Wir sagen A CV erzeugt V oder ist ein Erzeugendensystem von V, falls span A = V.

Falls A C B C V, so gilt auch span A C span B. Wenn also A bereits V' erzeugt, so tut dies B
ebenfalls.

Notation: M Menge, (M;|i € I) Familie von Teilmengen
(\Mi=(\Mliel)=({MlicI}={xeMVicl:xeM}CM
iel
Spezialfall: @ C P(M), dann ist (B|B € Q) eine Familie von Teilmengen, also {B|B € Q} = Q
und somit ist es konsistent auch () @ fiir ((B|B € Q) zu schreiben.

Achtung: fiir J # 0: (;c, @ = Q C P(M).
Wiederholung: AC V. Iay ={U CV|ACU, U Untervektorraum von V}. Dann
span A := ﬂ Iav.
LEMMA 2.5. Sei V' Vektorraum und A C 'V endlich. Dann ist v € span A genau dann, wenn es

Skalare Ay, a € A gibt mit
V= Z A Q.

a€A

Einen derartigen Summenausdruck nennt man Linearkombination von Elementen aus A.

Beweis. Sei Up die Menge aller v der Form ), _, Aqvq. Man sieht leicht, dass Up ein Unter-
vektorraum von V ist. Es gilt A C Up, somit Uy € I4y. Also spanA = (Isy C Up. Jeder
Untervektorraum, der A enthéilt, enthiilt auch beliebige Linearkombinationen von Elementen aus
A und somit gilt Uy C U fiir alle U € I4y. Es folgt Uy C span A = (1a,v. O
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Wenn A unendlich ist, stellt sich das Problem, dass ein Ausdruck der Form ), , Aqa eine unend-
liche Summe sein kann und deren Wert somit nicht definiert ist.

DEFINITION 2.6. Eine Familie von Vektoren in V ist eine Abbildung I — V', i +— v; die wir in der
Form (v;);er oder (v;]i € I) schreiben. Man kann n-Tupeln, d.h. Elemente von

Vx...xV
————

n-mal

als Familien iiber der Indexmenge I = {1,...,n} formalisieren.

Die Familie (v;|i € I) spielt eine #hnliche Rolle wie die Menge {v;|i € I} = | J({vi}]i € I). Aber es
gilt {v,v} = {v} und {v,w} = {w, v}, wohingegen (v,v) # (v) und (v, w) # (w,v) (falls v # w).
Analog definieren wir eine Familie (A;|i € I) von Skalaren. Eine solche Familie (\;|i € I) heifit
quasi-endlich, wenn die Menge

{ieI|n #0}
endlich ist.

DEFINITION 2.7. Sei A C V. Der Vektor v € V ist eine Linearkombination von Vektoren aus A,
falls es eine quasi-endliche Familie (\,]a € A) gibt mit

v = g Ao Q.
acA

Sei (v;]i € I) eine Familie von Vektoren. Der Vektor v € V ist eine Linearkombination von (v;|i € I),
falls es eine quasi-endliche Familie von Skalaren (A;|i € I) gibt mit

v = E )\i’Uz‘-
iel
Die A\; nennt man Koeffizienten.

LEMMA 2.8. Sei V' Vektorraum und A C V. Dann ist v € span A genau dann, wenn es eine
quasi-endliche Familie von Skalaren (A\,|a € A) gibt mit

v = Z)\aa.

a€cA

Der Beweis geht wie der Beweis des letzten Lemmas.

Fiir eine Familie von Vektoren (v;|i € I) definieren wir den von (v;|i € I) erzeugten bzw. aufge-
spannten Unterraum als

(vi|i € I) = span{v;i € I}.
(v;]i € I) nennt man eine V' erzeugende Familie, falls (v;|i € I) = V. Eine V erzeugende Familie
nennt man minimal, falls

VI CI:(vlied)CV.
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3. Lineare Unabhingigkeit

Eine Familie von Skalaren (A;|é € I) nennen wir trivial, falls \; = 0 fiir alle ¢ € I.

DEFINITION 3.1. Eine Familie von Vektoren (v;|i € I) heifit linear abhdngig (iber K), falls es
nicht-triviale quasi-endliche Familien von Skalaren (\;|i € I) gibt mit

Z )\i'U'L' =0.
icl

Falls die Familie nicht linear abhéngig iiber K ist, so nennen wir sie linear unabhdngig tiber K.

Beispiele:

(1) Ist T = {1,2,...,n}, so ist (v1,...,v,) linear abhéngig genau dann, wenn es (A1,...,\,) €
K"\ {(0,...,0)} gibt mit > | X\jv; = 0.

(2) K=R,V=R?T=1{1,2}
() ()

Das Paar (v1,v2) ist linear abhiingig iiber R, denn
v + (—1)vg = 0.

Wenn wir aber V = R? als Q-Vektorraum anschauen, so (v1,v2) iiber Q linear unabhéngig.
Um dies zu zeigen, nehmen wir an

Av1 + Agvga =0

fiir A1, A2 € Q. Dann folgt insbesondere A1 -1+ Xom = 0. Falls Ay # 0, so ergibt sich 7 = fi—; cQ
und somit ein Widerspruch. Also ist Ao = 0 und somit A\; = 0.
(3) Wir fithren das Kronecker-Symbol ¢;; ein:

5”-{ 1 fire=y

0 firi#j.

Wir definieren e; := (d;5)je(1,2...,n} € K™. Also

1 0 :

0 0

er:=1.], €2 = 0 ) En =

0 0 1
Dann ist (eq, ..., e,) linear unabhingig. Wir nennen diese Familie die kanonische ,Basis® von
K™.

(4) Die drei Vektoren e1, ez, e; + eo € K2 sind linear abhiingig, aber paarweise linear unabhingig.
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(5) Sei (v;| € I) eine Familie von Vektoren, sei j € I und sei v; = 0. Dann ist (v;| € I) linear
abhéngig. Sei A; := d;;, wobei 0;; wieder das Kronecker-Symbol ist. Dann ist (A;|¢ € I) nicht-
trivial und quasi-endlich, und wir haben

el

(6) Sei (v, w) linear unabhéngig. Die Familie (v, v, w) ist linear abhéngig, denn —1v+ 1v+0w = 0.
Da andrerseits {v,w} = {v,v,w} gilt, ist es wichtig, die Familie (v;|¢ € I) von der Menge
{vi|i € I} zu unterscheiden.

Ist (v;|i € I) linear unabhéngig und J C I, dann ist auch (v;|i € J) linear unabhéngig.

PROPOSITION 3.2. Sei (v;]i € I) eine Familie von Vektoren in V und v € (v;|i € I). Dann sind
die Koeffizienten in der Linearkombination

v = E )\i'U'L'
icl

genau dann eindeutig, wenn (v;|i € I) linear unabhdingig ist.

Beweis. Wegen v € (v;]i € I) gibt es eine quasi-endliche Familie von Skalaren (X;|i € I) mit
v = Z )\1’01
iel

Angenommen (v;|i € I) sei linear abhéngig, d. h. es existiere eine nichttriviale quasi-endliche
Familie von Skalaren (p;|i € I) mit ), ; piv; = 0. Also gilt auch

icl i€l icl
Die Familie (A; + ;i € I) ist ebenfalls quasi-endlich. Wir haben also eine Darstellung von v als

Linearkombination von (v;|i € I) mit anderen Koeffizienten gefunden.

Angenommen

V= E R;U;

iel
fiir quasi-endliches (k;|i € I) # (\;]é € T). Dann folgt
Z()\Z - Iii)’Ui = Z)\Z’UZ — Z,‘w’lji =v—v=0.
iel iel iel

Da (A; — ki|i € I) eine nichttriviale quasi-endliche Familie von Skalaren ist, ist (v;|i € I) linear
abhingig. O
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PROPOSITION 3.3. Sei (v;|i € I) eine Familie von Vektoren in V. Sie ist linear abhingig genau
dann, wenn es ein ig € I gibt, so dass v;, eine Linearkombination von (v;|i € I\ {io}) ist.

Beweis. Sei (v;|i € I) linear abhéngig. Dann existiert eine nichttriviale quasi-endliche Familie
(Aili € I) mit Y, ; Ajv; = 0. Wihle ein ig € I mit \;, # 0. Dann gilt

Viy = Z —;\—.’L‘UZ‘.

ieNf{ioy

Umgekehrt sei

Vip = Z M-
i€l\{io}
Wir setzen p;, := —1 und erhalten

OZZM‘% (nili € I) # 0.

icl

KOROLLAR 3.4. Eine V erzeugende Familie ist genau dann minimal, wenn sie linear unabhingig
15t.

Beweis. Sei (v;|i € I) eine V erzeugende Familie. Angenommen (v;|¢i € I) sei linear abhéingig.
Dann ist ein v;, Linearkombination von (v;|i € I'\ {io}). Somit erzeugt bereits (v;|i € I'\ {ip}) den
Raum V und somit ist (v;|¢ € I') nicht minimal.

Sei nun (v;]¢ € I) nicht minimal. Dies bedeutet, dass es J C I gibt, so dass (v;|i € J) = V. Sei
also i € I'\ J. Dann ist v;, € V = (v;]i € J) C (v;]i € I\ {io}). Der Vektor v;, ist also eine
Linearkombination der anderen und somit ist (v;|¢ € I) linear abhéngig. O

DEFINITION 3.5. Eine maximale linear unabhéngige Familie (v;|i € I) von Vektoren in V ist eine
linear unabhiingige Familie, die nicht zu einer grofieren linear unabhiingigen Familie (v;|i € J),
J 2 I erweitert werden kann.

KOROLLAR 3.6. Sei (v;]i € I) eine linear unabhingige Familie. Sie erzeugt V' genau dann, wenn
sie eine mazimale linear unabhdngige Familie ist.

Beweis. Sei (v;]i € I) eine linear unabhiingige Familie, die V' erzeugt. Um zu zeigen, dass diese
Familie maximal ist, betrachten wir eine Erweiterung der Familie zu (v;|i € J), J 2 I. O.B.d.A.
J =TIU{ip}. Da V bereits von (v;|i € I) erzeugt wird, ist v;, eine Linearkombination von (v;|i € I).
Nach der Proposition ist deswegen (v;]i € I U {ip}) linear abhéngig. Es folgt, dass (v;|i € I)
maximal ist.
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Wenn die Familie V' nicht erzeugt, so gibt es ein v € V'\ (v;|i € I). Sei ig & I, v;, := v. Wir wollen
zeigen, dass (v;]i € I U {ip}) linear unabhéngig ist. Wir nehmen dazu an, dass

0= Z )\i'Ui
i€lU{io}
fiir eine quasi-endliche Familie (\;|¢ € I U {io}). Falls A;, # 0, so folgt
s
Vi, = Z_)\_.ILU'L' S <’Ui|’L' S I),
el
also ein Widerspruch. Wir schliefen A;, = 0 und somit
icJ
Da (v;]i € I) linear unabhéngig ist, folgt A\; = 0Vi. Also ist die linear unabhéngige Familie (v;|i € I)
nicht maximal. O

Wir haben somit gezeigt:

SATZ 3.7. Es sind dquivalent:

(1) (v4li € I) ist eine minimale V' erzeugende Familie,
(2) (vs|i € I) ist eine mazximale linear unabhingige Familie von Vektoren in V,
(3) (vili € I) ist eine V' erzeugende und linear unabhingige Familie.

DEFINITION 3.8. Sei V ein Vektorraum. Eine Basis von V ist eine V erzeugende und linear un-
abhéngige Familie von Vektoren in V.
Beispiel: (eq,...,e,) ist eine Basis von K".

Bemerkung: Die Familie (v;|i € 0) ist linear unabhéngig: denn Abb((), K) hat genau ein Element
und somit gibt es genau eine Familie (A;]i € (), so dass 0=, 5 A\iv;.

(vili € 0) = {0}.
Also ist (v;]¢ € 0) Basis von {0}.

4. Minimale und maximale Elemente und das Lemma von Zorn

Besitzt jeder Vektorraum eine Basis?

Wiederholung: Eine Relation < auf M heifit Ordnungsrelation, falls sie reflexiv, antisymmetrisch
und transitiv ist. Das Paar (M, <) nennt man dann eine (partiell) geordnete Menge. Die Ord-
nungsrelation < ist total, falls Vax,y € M: x < y oder y < .

Beispiele geordneter Mengen:
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(1) Sei M eine Menge, dann ist (P(M), C) eine geordnete Menge.
(2) Sei Fam(M) die Menge der Familien in M, d. h. die Elemente von Fam(M) sind Familien
(mgli € I), m; € M, I beliebige Menge. Wir definieren fir (m;li € I), (n;]i € I) € Fam(M):

(miliel)<(nlied):ICJundViel: m;=n,.

Dann ist (Fam(M), <) eine geordnete Menge.
(3) Ist (M, <) eine geordnete Menge und A" C M, dann definiert < auch eine Ordnung auf N.

DEFINITION 4.1. Sei M eine Menge mit Ordnungsrelation <. Wir sagen m € M ist

1) ein Mazimum von (M, <), falls Vo € M: z < m,
2) ein Minimum von (M, <), falls Vo € M: m < z,
3) ein mazimales Element von (M, <), falls Vo € M: (m <z = 2 =m),
4) ein minimales Element von (M, <), falls Vo € M: (z < m =z =m).

Falls ein Minimum m € M existiert, so ist m auch minimales Element und es gibt keine weiteren
minimalen Elemente (und somit keine weiteren Minima). In einer total geordneten Menge ist um-
gekehrt ein minimales Element ein Minimum. Analoges gilt fiir Maxima und maximale Elemente.

Beispiele:

(1) Die geordnete Menge ({{1},{2},{1,2}}, C) hat kein Minimum, aber zwei minimale Elemente

{1} und {2}.

(2) Sei V ein Vektorraum.
Ev :={(vi|i € I)| (vi]i € I) ist eine V erzeugende Familie} C Fam(V)

Ein minimales Element von (Ey, <) ist eine Basis von V, und jede Basis von V' ist minimales
Element von (&v, <).
(3) Sei V ein Vektorraum.

Uy = {(v;]i € I)| (v;|i € I) ist eine linear unabhéngige Familie von Vektoren in V'} C Fam(V')

Ein maximales Element von (Uy, <) ist eine Basis von V, und jede Basis von V is maximales
Element von (Uy, <).

HILFSSATZ 4.2. Ist M endlich und nichtleer, so besitzt (M, <) mazimale (und minimale) Ele-
mente.

Beweis. (Existenz maximaler Elemente) Induktion iiber n = #M: n = 1 ist klar. Die Aussage
gelte nun fiir alle Mengen mit hochstens n — 1 Elementen. Sei #M = n. Wahle m € M. Falls
m kein maximales Element von M ist, so ist die Menge M,, ;= {z e M|m < a,m £z} C M
endlich und nichtleer. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein maximales Element z von M,,.
Angenommen x < y fiir ein y € M. Dann folgt m < y und somit y € M,,, also y = x. Somit ist x
auch maximales Element von M. Der Hilfssatz folgt durch Induktion. O
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SATZ 4.3. Sei V ein Vektorraum, n € N und (v;|i € {1,...,n}) eine V erzeugende Familie. Dann
besitzt V' eine Basis.

Beweis. Wir definieren
U‘(/v") = {(vi|i € J)|J C I und (v;]i € J) ist linear unabhiéingig} C Fam(V).

Wegen (v;|i € 0) € U‘(/ﬂ") ist U‘(,vi) # (). Die Menge L[‘(/v") besitzt hoéchstens 2" Elemente, ist also
endlich. Der Hilfssatz ergibt, dass ein maximales Element (v;|¢i € J), J C {1,...,n} in (U‘(/m), <)
existiert.

Um zu zeigen, dass die linear unabhéngige Familie (v;|i € J U {ip}) den Vektorraum V' erzeugt,
kann man nahezu wortlich den Beweis von Korollar B.fl iibernehmen. Die Familie ist also eine
Basis. O

Ein Vektorraum heifit endlich-dimensional, falls er von einer endlichen Familie erzeugt wird. Jeder
endlich-dimensionale Vektorraum besitzt also eine Basis. Viele Vektorrdume sind nicht endlich-
dimensional.

Beispiel (Quantenmechanik): Ein ruhendes Elektron wird durch einen Vektor im C-Vektorraum
Abb(R3, C?) beschrieben.

Sei nun M eine unendliche Menge. Dann ist unklar, ob minimale und maximale Elemente existieren,
siehe zum Beispiel M = Z mit der iiblichen Ordnung.

DEFINITION 4.4. Sei @ C M. Man sagt m € M ist obere (untere) Schranke von @, falls Vq € Q:
g <m (m < q). Wir sagen @ ist eine total geordnete Teilmenge oder Kette, falls die Einschrinkung
von < auf @ total ist, d.h. falls Vz,y € Q: x < y oder y < x.

LEMMA 4.5 (von Zorn). Sei (M, <) eine geordnete Menge, derart, dass jede total geordnete
Teilmenge QQ C M eine obere Schranke in M besitzt. Dann enthdlt M ein mazximales Element.

Der Beweis ist aufwéindig und nutzt das Auswahlaxiom der Mengenlehre (siehe 5l Kapitel 15 und
16] oder [T0, Kapitel 9 und 10]). Das Auswahlaxiom besagt:

Auswahlaxiom:
Sei (M;)icr eine Familie nichtleerer Mengen, I # 0. Dann ist das kartesische Produkt aller M,
notiert X;cyM; ebenfalls nichtleer.

Hierbei ist das kartesische Produkt definiert als
XierM; := {f € Abb(I,| | M;)| £(i) € M;}.
iel
Beispiele: I ={1,2,...,n}, dann ist X;c;M; = My X Ma X ... M,.
Falls M; = M;Vi,j € I, dann ist X;erM; = Abb(I, M;).
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Unter der Annahme aller anderen Axiome der Mengenlehre ist das Auswahlaxiom &quivalent zum
Lemma von Zorn. Man kénnte also das Lemma von Zorn auch als Axiom der Mengenlehre be-
trachten. Manche Mathematiker machen Mathematik ohne Auswahlaxiom.

SATZ 4.6 (Basis-Ergéinzungssatz). Sei V' ein Vektorraum, (v;|i € I) eine linear unabhingige
Familie und (vi|i € J), J D I, eine V erzeugende Familie. Dann gibt es eine Indexmenge K mit
I C K CJ, sodass (vi|i € K) eine Basis ist.

Beweis. Sei

U:={(vlieL)|ICLCJ, (v;]i €L) linear unabhingig}.

Wir wollen zeigen, dass (U, <) mindestens ein maximales Element (v;|i € K) enthélt. Analog zu
oben sieht man, dass dies dann die gesuchte Basis ist.

Vereinfachung: Alle Element in v € U sind von der Form (v;|i € I,). Die v; sind immer dieselben,
nur [, hingt von v ab. Wir miissen also maximale Elemente von

U:={LCJ|ICL, (vii € L)linear unabhéngig}
beziiglich der Relation C bestimmen.
Um die Existenz eines maximalen Elements zu zeigen, wenden wir das Lemma von Zorn an.
Sei @ eine total geordnete Teilmenge von U. Wir definieren
I=Jo=4acu
AcQ
Behauptung: (v;|i € I) ist linear unabhiingig.
Um die Behauptung zu zeigen, nehmen wir an, dass
0= Z )\ivi
iel
fiir eine quasi-endliche Familie (\;|i € ). Sei I := {i € I | \; # 0}, also
0= Z )\ivi
iel
Zu jedem i € I wihlen wir ein I; € Q mit i € [;. Die endliche Menge {/;|i € f} hat ein beziiglich C
maximales Element, das wir I nennen. Es ist ein Maximum dieser Menge, da diese Menge Teilmenge
der total geordneten Menge @ ist. Es folgt I C I. Da die Familie (v;|i € I) linear unabhéngig ist,
folgt \; = 0 fiir alle ¢, und die Behauptung ist gezeigt.

Die Familie (v;]i € I) ist somit eine obere Schranke von @ in U.

Das Lemma von Zorn kann angewendet werden, und die Existenz eines maximalen Elements folgt.
O
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KOROLLAR 4.7. Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Beweis. Sei V ein Vektorraum. Wir setzen J := V', v; := i fiir alle ¢ € J. Dann ist V = (v;|i € J).
AuBlerdem ist (v;]i € @) linear unabhiingig. Die Voraussetzungen des Satzes sind also mit I := ()
erfiillt. Und die Existenz einer Basis folgt. O

BEISPIELE. (1) Ist die Familie (vq,...,v,) linear unabhiingig in K", so kann sie zu einer Basis
erginzt werden.

(2) Erzeugt die Familie (v, ..., v,) den Vektorraum K", so erhiilt man durch geschicktes Weglassen
von Vektoren eine Basis.

Obwohl wir wissen, dass Basen immer existieren. Dies bedeutet aber nicht, dass man in konkreten
Féllen eine Basis explizit angeben kann.

Beispiel: Der R-Vektorraum Abb(N,R) besitzt eine Basis. Man kann aber keine Basis explizit
angeben.

Wichtiger als die Existenz einer Basis ist der Aufbau des Beweises. Ahnliche Schliisse kommen oft
an entscheidenden Stellen der Mathematik vor.

5. Koordinaten in einem Vektorraum

Fiir eine beliebige Menge I bezeichnen wir mit Abb, (I, K) die Menge der quasi-endlichen Familien
von Skalaren mit Indexmenge I, d.h.

Abb,(I,K) := {(vi|i € 1) € Abb(I,K) | #{\: |\ # 0} < oo} .
Man sieht leicht, dass Abb.(I,K) ein Untervektorraum von Abb(I,K) ist. Falls #I < oo, dann
Abb,(I,K) = Abb(I,K).

Sei (v;|i € I) = (v;) eine Familie von Vektoren in V. Dann definieren wir die Linearkombinations-
abbildung zur Familie (v;) als

Viw,) : Abbe([,K) — V
(Ai) = Z Aiv;
iel
Offensichtlich gilt fir (\;), (4;) € Abbe(I,K) und o € K
Voo (M) + (1)) = Viwy (Ni + 1)) = Viwry (A) + Vew) (1)),

Vi (@(Xi)) = Vi (@) = aVi,) (M),
d.h. V,,) ist linear. Wir haben gesehen:

Bild(V(y,)) = {Linearkombinationen von (v;)} = (v;|i € I).
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Die Abbildung V(,,) ist also surjektiv, gdw (v;) den Raum V' erzeugt.
Proposition B2 besagt, dass die Abbildung V(,,) injektiv ist, gdw (v;) linear unabhéngig ist.
Also ist V(,,) bijektiv gdw (v;|i € I) eine Basis.

Jeder Vektorraum V besitzt eine Basis (v;|i € I). Es gibt somit eine lineare, bijektive Abbildung
Abb(I,K) — V. Wir nennen (X;) := (V(,,)) ' (v) die Koordinaten des Vektors v € V beziiglich
der Basis (v;). Fiir ¢ € I nennen wir dann A; die i-te Koordinate.

A1
A2
Beispiel: J; ist die i-te Koordinate von | . | € K™ beziiglich der Basis (ey,...,e,), denn
An
A1
A2
. = Z )\iei.
: iel
An

Vie,) : K" — K" ist die Identitét.

6. Dimension

Wir wollen zunéchst einmal eine in den Saaliibungen gemachte Beobachtung wiederholen und
begriinden.

HILFSSATZ 6.1. Sei Az = y ein lineares Gleichungssystem, A € Mat(n,m;K) und y € K"
gegeben, © € K™ gesucht. Die folgenden Zeilenumformungen des Gaufischen Verfahrens sind A qui-
valenzumformungen, das heifst die Menge der Lisungen bleibt erhalten.

(1) Man multipliziert eine Zeile mit einer Zahl A € K\ {0}

(2) Sei A €K, j,ke{l,...,n}, j # k. Man addiert das A-fache der j-ten Zeile zu der k-ten Zeile.
Hierbei ersetzt man die k-te Zeile durch diese neue Zeile.

(3) Man vertauscht zwei Zeilen.

(4) Man streicht eine Zeile, die nur aus Nullen besteht.

Beweis. Zu zeigen ist, dass (a) jede Losung des Systems durch die Umformungen (1)-(4) erhalten
bleibt und (b) keine neuen entstehen. Aussage (a) ist offensichtlich.

Aussage (b):

Umformung (4): Eine Zeile, die nur aus Nullen besteht ist immer wahr. Deswegen kann man sie
weglassen, ohne die Losungsmenge zu vergrofiern.

Umformungen (1)-(3): Wir geben zu jeder Umformung U; eine andere Umformung Us vom Typ
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(1)-(4) an, die sie riickgéngig macht. Da diese Riick-Umformung Us ebenfalls alle Lésungen erhélt,
erzeugt die Umformung U — 1 keine Losungen.

(1) Wenn U; die Multiplikation einer Zeile mit A € K\ {0} ist, so ist Uy die Multiplikation mit
AL

(2) Ist U; die Addition des A-fachen der j-ten Zeile zur k-ten Zeile, so ist Us die Addition des
—M-fachen der j-ten Zeile zur k-ten Zeile. (3) Wenn Uy vom Typ (3) ist, wihlen wir Uy =U;. O

Mit dem Gauflschen Verfahren erreicht man nach endlich vielen Zeilenumformungen Zeilenstufen-
form, aus der man rekursiv die Menge aller Losungen ablesen kann.

HILFSSATZ 6.2. Sei r,k € N. Sei (v1,va,...,v,) ein linear unabhingiges r-Tupel von Vektoren
in K*. Dann gilt r < k.

Beweis. Angenommen es gibt ein r-Tupel (v1, va, . .., v,) von Vektoren in K* mit r > k. Wir wollen
zeigen, dass dieses Tupel linear abhingig ist. Wir suchen ein n-Tupel von Skalaren
(A1, A2,..., ) #0, s0 dass Y., Ajv; = 0 oder dquivalent dazu

At
A2 )
(1 vo -+ v)| . | =0eK",
Ar
wobei (v1 w2 -+ w.) als k x r-Matrix zu verstehen ist. Wir 16sen dieses homogene lineare

Gleichungssystem mit dem Gaufischen Verfahren. Nach endlich vielen Zeilenumformungen haben
wir ein Matrix in Zeilenstufenform mit k& Zeilen und r > k Spalten. Wenn wir also in jeder Zeile
einen Pivot markieren, gibt es mindestens eine Spalten ohne Pivot, sagen wir die j-Spalte. Wir

kénnen dann A; = 1 zu einer Losung (A1,...,A;) des Systems ergénzen, die offensichtlich nicht-

trivial ist. Das Tupel von Vektoren (v1,va,...,v,) ist somit linear abhéngig. O

LEMMA 6.3. SeiV ein Vektorraum, (w1, ..., wy) eine Familie von Vektoren in V. Ist (v1,...,v,)

eine linear unabhdngige Familie von Vektoren in (wq, ..., wy), dann ist r < k.

Beweis. U := (w1, ...,wy). Der Basisergéinzungssatz besagt, dass es eine Teilmenge I C {1,2,...,k}

gibt, so dass (w;|i € I) eine Basis von U ist. Die Abbildung V(,|icr) : K#! — U ist also bijektiv
und linear.

Sei nun (vy,...,v,) eine Familie von Vektoren in U mit r > k > #1. Zu zeigen ist, dass (v;) linear
abhingig. er setzen x; = V(w lie I)( ;) € K#I. Nach dem Hilfssatz ist das Tupel von Vektoren
linear abhéingig, d.h. es existiert (A1,...,A.) # 0, s.d. Z;Zl Aix; = 0. Es folgt

-1
(w liel) <Z Ai ”1>) - Z )\iv(wi\iel) (vi) =0
=1

und somit Y ;_, \jv; = 0. Somit ist (vy,...,v,) linear abhingig. O
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Beweis (Diagrammatische Version). Seiwie oben (w;|i € I) eine Basisvon U = (w;|i € {1,...,k}),
und z; = V(juli‘ief) (vj). Man iiberlegt sich

Viwsliel) © Via;lje{t,rd) = Vv lie{t,r)-

V(v lie{1,....,r})

K’r’

Vie;lie{1,....r})

Die lineare Unabhéngigkeit von (v;) bewirkt, dass Vi, le(1....,r1) injektiv und da Vi, ier) bijektiv,
folgt Viu,|je(1,...,r}) injektiv, d.h. (z1,. .., 2,) linear unabhéngig in K#! und somit r < #I < k. O

SATZ 6.4. Sei V ein Vektorraum. Seien (v;i € I) und (w;|i € J) zwei Basen von V. Dann gibt
es eine Bijektion I — J.

Beweis. Wir zeigen den Satz nur fiir den Fall, dass mindestens eine der Basen endlich ist. Sei
0.B.d.A. J endlich. Wir zeigen zunéchst, dass dann auch I endlich.

Hierzu nehmen wir an I sei unendlich. Wir nehmen eine Teilmenge K C I mit #K > #J. Da
(v;]i € I) linear unabhéngig ist, ist auch (v;|i € K) eine linear unabhéngige Familie von Vektoren
in V = (wj|j € J). Das vorhergehende Lemma besagt #J > #K > #J. Widerspruch. Also ist I
endlich.

Wenn nun [ und J endlich sind, so besagt das obige Lemma #I < #.J und wenn wir die Rolle der
v; und w; vertauschen auch #J < #1. O

DEFINITION 6.5. Sei V ein Vektorraum mit Basis (v;]i € I).

Falls V' = {0}, so definieren wir dimg V" := 0.

Falls I # () endlich, so sagen wir dimg V := #1.

Falls I unendlich, so sagen wir dimg V := oo und V ist unendlich-dimensional. Wir sagen V ist
endlich-dimensional gdw dimg V' € Ny. Falls aus dem Zusammenhang klar ist, welcher Korper K
gemeint ist, schreiben wir auch dim V' fiir dimg V.

Beispiele: dim K" = n, dim¢ C = 1, dimg C = 2, dimg R = oo, dimg Abb(I,K) = #1I.

Bemerkung: Man kénnte dim V' := oo noch verfeinern, indem man dim V' als die Machtigkeit der
Basis definiert.
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7. Direkte Summen von Untervektorriumen

DEFINITION 7.1. Sei V ein Vektorraum und (U;|i € I) eine Familie von Untervektorrdumen. Die
Summe ), ; U; der Untervektorrdume (U;|i € I) ist definiert als

Su- { X

el i€l

(v;]i € I) ist quasi-endliche Familie von Vektoren in V und Vi € I : v; € UZ} .

Die Summe Zie 1 Uy ist wieder ein Untervektorraum, er enthélt alle U; und jeder Untervektorraum,
der alle U; enthiilt, enthélt auch Y U;. Somit gilt

i€l
Z U; = span U U;.
iel i€l
Falls I = {1,2,...,n}, so schreibt man auch Uy + Uz 4 --- + U, an Stelle von >, U;. Es gilt
offensichtlich Uy + Us = Us + Uy und Uy + Us + Us = (Uy + Us) + Us = Uy + (U + Us) und analog
alle assoziativen und kommutativen Relationen mit mehr Untervektorraumen.

BEISPIELE. (1) V = R3, U; := spanej, Uy = spaneg, Us := span(e; + ez), Uy := spanes.
Dann ist Uy + Uz = span{ey, ea} die durch x3 = 0 beschriebene Ursprungsebene. U; + Uz +
Us = spanfej,ez,e1 + ea} = span{ej,ea} = Uy + Uy = Uy + Us = Uz + Us. Und es gilt
U +Us+Us+Us=U1 +Us +Us =V.

(2) V=K" n>3. U, = span{es, ea}, Uy = span{esg, es}. Dann ist

Ul + UQ = Spa’n{ela €2, 63}'

(3) Y ierspanv; =V & (v;|i € I) erzeugt V.

SATZ 7.2. Sei U =), .; eine Summe von Unterrdumen, v € U. Dann sind dquivalent:

(1) Ist 0 =) .., u; fiir eine quasi-endliche Familie (u;|i € T) von Vektoren in'V mitu; € U; Vi €
I, sogiltu; =0 Viel.

(2) Istv =73, u; = Y ;v fir quasi-endliche Familien (u;|i € I) und (v;|i € I) von Vektoren
in'V mit uj,v; e U; Vi€l sogiltu; =v; Vi€l

(3) Fir alle j € I gilt

uin| > U] ={o}
iel\{5}
Ist I endlich, so ist auch dquivalent hierzu:

(4) Die Abbildung X;erU; — U, (ugli € I) — 3, u; ist bijektiv.

Falls eine (und somit alle) der Bedinungen erfiillt sind, so sagen wir, U ist die direkte Summe von
(Ui]i € I). In diesem Fall schreiben wir auch

U=pu,

i€l



7. DIREKTE SUMMEN VON UNTERVEKTORRAUMEN 61

imFall T ={1,...,n} auch Uy & --- & U,.

Beweis.

»(2)=(1)“: Wir setzen v; := 0, so ergibt sich (1) aus (2).

»(1)=(2)“: Es gelte (1). Es seien zwei Zerlegungen v = 3, ., u; und v = ), ; v; wie oben gegeben.
Wir setzen @; := u; — v;. Dann ist (@;|i € I) eine quasi-endliche Familie und a; € U;. Wegen (1)
gilt also u = 0V, also u; = v;Vi.

»(1)=(3)*: Es gelte (1). Fixiere ein j € I. Sei w € V; und w € } ;¢\ (j; Ui Wir schreiben

i€\{j}
tir eine quasi-endliche Familie (u;]i € I\ {j}), w; € U;. Wir setzen u; := —w. Es gilt dann

Z u; =0, (u;]i € I) quasi-endlich und w; € U;Vi € I.

iel
Also nach (1): u; = 0Vi € I, insbesondere w = 0. Es folgt (3).
»(3)=(1)*: Wir beweisen durch Widerspruch. Es gelte (1) nicht. Dann gibt es eine nicht-triviale
quasi-endliche Familie (u;|i € I), mit u; € U;¥i € I und mit ), ;u; = 0. Wahle j € I mit
uj # 0. Dann gilt u; = > ,cn gy —u € Xjepqyy Ui und somit ist u; # 0 ein Element von
U;n (Ziej\{j} Ui). Es gilt also auch nicht (3).
»(2)<(4)%: Die obige Abbildung X;c;U; — U ist offensichtlich surjektiv. Eigenschaft (2) ist dqui-
valent zur Injektivitét. O

BEISPIELE. (Nummerierung wie zuvor)

(1) UieoUs Uy = R3 = Ui ®Us®Us. Uy ® Uy = Uy @ Us. Die Summe Uy + Us + Us ist nicht
direkt.

(2) Die Summe Uy + Uy ist nicht direkt.

(3) D;crspanv; = U < (v;|i € I) ist linear unabhéngig und U = (v;|i € I).

DEFINITION 7.3. Sei U ein Untervektorraum von V. Ein Vektorraum W heifit Komplement von
U, falls

V=UoW.
UBUNGSAUFGABE 7.4. Jeder Untervektorraum hat ein Komplement.

UBUNGSAUFGABE 7.5. Es gelte U = U; + U, fiir endlich-dimensionale Untervektorriume U;
und Us. Dann gilt dimU < dim Uy + dim Us. Falls U = Uy @ Us, dann gilt sogar dim(U; @ Us) =
dim U; + dim Us.
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8. Basiswechsel

Sei (by,...,bp) € V" =V x ... x V eine endliche Familie von Vektoren in V.
Konvention: solch eine Familie betrachten wir ab sofort immer als einen Zeilenvektor, dessen Ein-
trage Vektoren sind.

Fir A = (ai;) € Mat(n,m;K) definieren wir

n n n
(b1 by ... bn) -A = (Z ai1b; Zambi ... Zaimbi> evm™.
=1 =1 =1

Wir erhalten also eine Abbildung
V"™ x Mat(n,m; K) — V'™,

und fiir jedes A € Mat(n, m;K) eine Abbildung W4 : V™ — V™. Offensichtlich gilt Wap =
WB (¢] WA.

Sei nun (by,...,by,) eine Basis von V und (v1,...,vs) eine Familie von Vektoren in V. Definiere

ai; € K so, dass
n
v = E aijbi.
i=1

(Diese a;; existieren, da (b1, ...,b,) den Raum V erzeugt, und sie sind eindeutig, da (b1, ...,by)
linear unabhéngig ist.) Dann gilt fiir die Matrix A = (aij)ie{1,....n}jef1,....m}
(bl bn) A= (’Ul ’Um)

DEFINITION 8.1. Sei A € Mat(n, m;K). Ein Links- (bzw. Rechts-)Inverses ist eine Matrix B €
Mat(m,n; K) mit BA = 1,, (bzw. AB = 1,,).

Besitzt A ein Linksinverses B; und ein Rechts-inverses B,., so gilt:
B, =B/, = BAB, =1,,B, = B,.
SATZ 8.2 (Basiswechsel). Sei (by,...,b,) eine Basis und (v1 ... vp) = (b1 ... by)- A

Dann besitzt A genau dann ein Links- und ein Rechtsinverses, wenn (vy,...,vn) eine Basis ist.

Da alle Basen gleich viele Elemente haben, folgt: Falls A € Mat(n, m;K) ein Links- und Recht-
sinverses B besitzt, so gilt n = m. Die Matrix A ist also ein invertierbares Element des Rings
(Mat(n, n; K).

DEFINITION 8.3. Sei K ein Korper. Die Menge der invertieren Elemente in Mat(n, n; K) nennen
wir die allgemeine lineare Gruppe GL(n,K).

Wiederholung: Die invertierbaren Elemente eines Rings, versehen mit der Multiplikation, bilden
eine Gruppe, die sogenannte Einheitengruppe des Rings.
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Fiir alle invertierbaren Matrizen gilt

Wy = (Wa) '

Koordinaten unter Basiswechsel. Seien B=(by ... bp)undV = (v1 ... wv,)=(b1 ... by)
A zwei Basen. Ein Vektor v € V' habe beziiglich der Basis V die Koordinaten (A1,...,A,). Dann
gilt

)\1 )\1 Z?:l a1y )\j

v=(v1 ... vp)| =1 ... bp)A| =1 ... by) :

An An Z?:1 anjA;
Die i-te Koordinate von v beziiglich der Basis B ist also Z?Zl a;;. Will man B-Koordinaten in
V-Koordinaten umrechnen, so muss man hierzu A invertieren.

Beispiel: Sei V = R2, by = eq, by = ea, v1 = €1 + €9, U2 = 2e; — 2eo. Ein Vektor v = Vel + 17ey
wollen wir in der Basis (v1,vs) darstellen, d.h. wir suchen A1, Ao € R mit v = A\jv1 + Agva.

1 2

Die Transformations-Matrix von (ej,e2) nach (v1,vq) ist A = (1 9

), denn (e; ex)A =

1 0
(0 1) A=A= (’Ul ’UQ). Also

Wir multiplizieren von links mit

und erhalten:

Zum Beweis von Satz[824.

HILFSSATZ 8.4. Sei (b1,...,by) eine Basis und (v1 ... vp)= (b1 ... by)-A.

(1) Falls A € Mat(n,m;K) ein Rechtsinverses hat, so erzeugt (v1 ... Up,) den Raum V.

(2) Falls A € Mat(n,m;K) ein Linkssinverses hat, so ist (v1 ... vn) linear unabhdingig.
Beweis. (1) Sei AC = 1, fir C = (¢j)i; € Mat(m,n;K). Dann gilt
(b1 .. by)=(b1 ... b)AC=(v1 ... vy)C, alsob; =", civ; € (v1,...,Vp). Somit

V={(b1,...,bn) C (v1,...,0m) CV.

Also erzeugt (v1,...,v,) den Raum V.
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(2) Wir nehmen nun an, A = (a;;); besitze ein Linksinverses D € Mat(m, n; K). Wir wollen zeigen,

dass (v1,...,vp) linear unabhéngig. Wir nehmen an, >, \;jv; = 0. Es folgt
M A Die atjh;
O=(v1 ... o) ¢ | =01 ... bp)A| ¢ | =(b1 ... by) :
Am Am Z;n:1 anjAj
Da (by,...,by,) linear unabhéngig ist, folgt
M Dot aij;
A = =0.
Am Z;n:1 Anj
Anwendung von D ergibt
A1 A
| =DA| : | =D0=0.
Am Am
Somit ist (v, ..., ) linear unabhéngig. O
Beweis von Satz[BA Wenn (by,...,b,) und (v1 ... wm)=(b1 ... by)A Basen sind, so gibt
es eine Matrix C' € Mat(m,n; K) mit (by,...,b,) = (v1 ... vp)C. Esgilt dann (by,...,b,)1, =
(b1,...,b,)AC, woraus AC' = 1,, folgt. Ebenso gilt dann (v1 ... )l = (v1 ... v,)CA,

also CA = 1,,. Die Matrix C' ist also Links- und Rechtsinverses.

Sei nun C' Links- und Rechtsinverses von A. Auf Grund des Hilfssatzes ist dann (v1 ... vp)
(by ... bp)A eine Basis von V.

ol



KAPITEL 5

Lineare Abbildungen

1. Definitionen und erste Eigenschaften
In diesem Kapitel sei K ein Korper, U, V, W, X, Y Vektorrdume iiber K, u, v, w, x, y, z Vektoren
und «, 3, v, A, u, k, n Skalare.

DEFINITION 1.1. Eine Abbildung f : V — W zwischen zwei Vektorrdumen V und W heifit (K-)-
linear falls

(a) fv+w)=f(v)+ f(w) fir alle v,w € V und
(b) flaw) = af(v) fir alleve V, a e K.
Unter anderem gilt dann f(0) = 0 (setze a = 0).

DEFINITION 1.2. Eine lineare Abbildung nennt man auch (K-)(Vektorraum-)Homomorphismus.
Einen surjektiven Homomorphismus nennt man Epimorphismus, einen injektiven Homomorphis-
mus nennt man Monomorphismus, einen bijektiven Homomorphismus nennt man Isomorphismus.
Einen Homomorphismus V' — V nennt man Endomorphismus von V und einen Isomorphismus
V — V einen Automorphismus von V.

Zwei Vektorrdume V und W heiflen isomorph, falls es einen Isomorphismus V' — W gibt, und wir
schreiben V' = W.

Beispiele:

(1) Die Spiegelung an der z-Achse (Abbildung )

RQ R2 (1’) ( x )
’ Y Y
ist linear.

(2) Eine Drehung um den Ursprung (Abbildung B)

R? _ R2 z\) . (cos ¢ —sing\ [z
’ Y sing cos¢ Y
ist linear.

(3) A € Mat(n,m;K). Dann ist £4 : K™ — K", v — Av linear.

65
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ABBILDUNG 1. Spiegelung an der x-Achse

(§n% osd) )

ABBILDUNG 2. Drehung um den Winkel ¢

(4) Die Identitét Idy : V — V, v+ v ist linear.
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(5) Sei (v1,...,vy) eine Familie von Vektoren in V.
Vo K" =V (A, ) = D> A
i=1

Die Abbildung ist linear. Sie ist Monomorphismus, wenn (v;) linear unabhingig, Epimor-
phismus, wenn (v;) den Raum erzeugt V', und Isomorphismus, wenn (v;) Basis ist. Jeder
n-dimensionale K-Vektorraum ist also isomorph zu K”.

(6) Die Konjugation C — C, z +— Z ist R-linear, aber nicht C-linear.

(7) Sind V, W, X Vektorrdume und sind f : V — W und g : W — X lineare Abbildungen,
dann ist go f : V — X ebenfalls eine lineare Abbildung.

LEMMA 1.3. Wenn f:V — W ein Isomorphismus ist, so ist die Umkehrabbildung f~': W — V
auch ein Isomorphismus.

Beweis. 7Zu zeigen ist nur, dass f~!: W — V linear ist.
(1) Sei also z,y € W.

FU M a+y) =a+y= @)+ F(F W) = F(F @) + ()
Da f injektiv ist, folgt
flaty) =) + ()
(2) dhnlich O

Isomorphie ist also eine Aquivalenzrelation auf der Klasse aller K-Vektorriume.

Die Menge aller Automorphismen von V notieren wir Aut(V). Diese Menge, versehen mit der
Komposition von Abbildungen, ist eine Gruppe.

Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Die Menge
Kern f:= {ve V| f(v) =0} = f'({0})

ist ein Untervektorraum von V', denn:
(1) wenn v,w € Kern f, dann f(v) = f(w) = 0 und somit

flot+w) = f)+ fw)=0+0=0.

(2) wenn v € Kern f und a € K, dann f(av) = af(v) = a0 = 0.
Die Menge

Bildf := {f(v)[veV} = f(V)
ist ein Untervektorraum von W, denn:
(1) wenn z,y € Bildf, dann gibt es v,w € V mit f(v) = z und f(w) =y, also x4y = f(v)+f(w) =
f(v+w) € Bildf.
(2) wenn z € Bildf, o € K, dann gibt es v € V mit f(v) =z, also af(v) = f(av) € Bildf.

Offensichtlich ist f ein Epimorphismus gdw Bildf = W.
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LEMMA 1.4. Sei f linear. Dann ist f injektiv, gdw ker f = {0}.

Beweis. Falls f injektiv ist, dann hat 0 genau ein Urbild. 0 € Kern f. Also Kern f = {0}.

Sei nun Kern f = {0}. Falls f(v) = f(w) fir v,w € V gilt, dann haben wir auch f(v — w) =
f(w) = f(w) =0, also v —w € Kern f. Es folgt v = w. Somit ist f injektiv. O

UBUNGSAUFGABE 1.5. Sei f: V — W linear, A C V. Dann gilt

(1) Sei U ein Untervektorraum von V. Dann ist f(U) Untervektorraum von W.

(2) Sei X ein Untervektorraum von W. Dann ist f~*(X) ein Untervektorraum von V.

(3) Fiir A CV gilt f(span A) = span f(A).

(4) Sei (v;|i € I) eine linear abhingige Familie von Vektoren in V. Dann ist (f(v;)|i € I) eine
linear abhéngige Familie von Vektoren in W.

(5) Sei (v;]i € I) eine linear unabhéngige Familie von Vektoren in V', und sei (v;]i € INNker f = {0},
dann ist auch (f(v;)|i € I) linear unabhingig.

Sei also f : V' — W ein Isomorphismus, und (b;|i € I) eine Basis von V. Dann ist (f(b;)]¢ € I) eine
Basis von W. Also gilt fiir isomorphe V' 2 W, dass dim V' = dim W. Andrerseits, sei (b;|i € I) eine
Basis von V' und (v;|i € I) eine Basis von W. Dann sind die Abbildung V(;,) : Abb.(/,K) — V und
Viv;) + Abbc(I,K — W Isomorphismen, also V' = Abb.(/,K) = W. Also sind dann auch V' und
W isomorph. Insbesondere sind endlich dimensionale Vektorrdume genau dann isomorph, wenn sie
dieselbe Dimension haben.

SATZ 1.6 (Rangformel). Sei f:V — W linear. Dann gilt
dimV = dim Kern f 4 dim Bildf.

Hierbei gilt die Konvention:

©o+n:i=00 VneNj 00 4 00 = 00.

Beweis. Sei (b;|i € I) eine Basis von ker f. Wir ergénzen diese Familie zu einer Basis (b;]i € J),
J D I von V. Wir wollen zeigen, dass (f;|i € J \ I) eine Basis von Bildf ist.

(fbi)li € JN\I) = (f(bi)]i € J) = span f({bili € J}) = f(span{bi|i € J}) = f(V) = Bild .
AuBlerdem ist (b;]¢ € J\ I) linear unabhéngig, und
(bili e J\I)NKern f = (b;li € J\I) N (b;]i € I) = {0}.
Also ergibt sich aus der Ubungsaufgabe die lineare Unabhingigkeit von (f(b;)|i € J \ I). Ist
dim Kern f und somit I unendlich, dann auch J und somit dim V. Analog kann man aus der

Unendlichkeit von dim Bildf die Unendlichkeit von dim V' folgern. Wenn ker f und Bildf endlich-
dimensional sind, dann haben wir

dimV =#J =#I+ #(J\ I) = dimKern f + dim Bild .
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Insbesondere gilt immer dim f(V) < dim V. Man nennt Rang(f) := dim f(V') den Rang von f.

BEISPIEL. (1) veR3\{0}, f:U=R—V =R3 a— av. dimU = 1, dimKern f = 0, also
dim Bildf = 1.

(2) v,w € R*\ {0}, F : R? = R?, (a,3) — av + fw. dimR? = 2. Falls v und w linear
unabhiingig, dann ist Kern f = {0} und somit dimBildf = 2. Falls v und w linear
abhéngig sind, so ist dim Kern f = 1 und somit dim Bildf = 1.

(3) SeidimV =dimW =n € Nund f: V — W linear. Dann ist f surjektiv gdw Rangf =n
gdw dimker f = 0 gdw f injektiv gdw f bijektiv.

PROPOSITION 1.7.

(a) Seien f,g:V — W linear und (v;|i € I) eine V erzeugende Familie. Es gelte f(v;) = g(v;) fiir
alle v € I. Dann gilt bereits f = g.

(b) Sei (v;|i € I) eine Familie von Vektoren in V und (w;|i € I) eine Familie von Vektoren in
W mit gleicher Indexmenge I. Falls (v;]i € I) linear unabhingig ist, dann gibt es eine lineare
Funktion f:V — W mit f(v;) = w;.

(c) Sei (vi]i € I) eine Basis von V, und (w;|i € I) eine beliebige Familie von Vektoren in W mit
gleicher Indexmenge I. Dann gibt es eine eindeutige lineare Abbildung f:V — W mit

f(vi) = w;.

Beweis.
»(a)“: Die Abbildung f —g:V — W, v +— f(v) — g(v) ist linear, denn es gilt fiir v,w € V:

(f =9)v+w) = flv+w) —g(v+w) = f(v) + f(w) = g(v) — g(w) = (f = g)(v) + (f — g)(w),
und analog (f — g)(av) = a(f — g)(v). Insbesondere ist U := Kern (f —g) = {v € V| f(v) = g(v)}
ein Untervektorraum. Wegen f(v;) = g(v;) sind alle v; in U enthalten und deswegen auch (v;|i €
I) CU. Da (v]i € I) den Raum V erzeugt, haben wir U = V und somit f = g.

»(b)“: Wir ergéinzen zunéchst (v;|i € I) zu einer Basis (v;|i € J), J C I. Fiir i € J\ I setzen wir

w; = 0. Dann definieren wir
f(z Aivi) = Z AiWs,
i€ ieJ
wobei (\;|i € J) eine quasi-endliche Familie von Skalaren ist. Um zu zeigen, dass f wohldefiniert
ist, ist zu zeigen, dass diese Abbildung jedem v € V ein Element zuordnet und dies eindeutig ist.
Das erste folgt aus (v;|i € J) =V, das zweite (die Eindeutigkeit) aus der linearen Unabhéngigkeit
der (v;|i € J). Man iiberpriift leicht, dass f linear ist und die gewiinschte Eigenschaft hat.

»(c)¢: folgt direkt aus (a) und (b). O

Eine lineare Abbildung ist also durch die Bilder einer Basis eindeutig bestimmt.

IKurzer Beweis von (b): Vv, lica) : Abbe(J,K) — V ist ein Isomorphismus, und V(y,|ic.) : Abbe(J,K) — W
ein Homomorphismus, also V(y, |ic ) © (V(WHGJ))_I :V — W ein Homomorphismus. DIAGRAMM
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2. Matrix einer linearen Abbildung, Basiswechsel

In diesem Abschnitt seien V, W, X endlich-dimensionale K-Vektorrdume.
LEMMA 2.1. Sei f : K™ — K" eine lineare Abbildung. Dann gibt es eine Matriz A € Mat(n, m; K),
sodass f =Ly : K™ - K", v+— Av.
Beweis. Wir betrachten die Matrix
A= (L(er) Lle2) -+ Llem)),

wobei die Notation so zu verstehen ist, dass wir von jedem Zeilenvektor f(e;) die Klammern
weglassen und den Gesamtausdruck dann als n xm-Matrix anschauen. Man sieht leicht Ae; = f(e;).
Somit gilt f(e;) = La(e;) und deswegen nach der letzten Proposition f = La4. O

Sei nun (vy,...,vy) eine Basis von V und (wy,...,w,) eine Basis von W. Es gibt dann zu jeder
Abbildung f: V — W eine eindeutig bestimmte Matrix A € Mat(n, m;K), so dass

JFoVr,vm) = Viws,.wn) © LA

Die letzte Gleichung wird auch oft so beschrieben: das Diagramm

f
\%4 W
>~ | Vy,...,om) > | Viwy,...,wn)
K™ K™
La
kommutiert. Wir notieren A = Matglll"::ﬂ;)" )) (f). Man nennt A die zur Abbildung f gehorige Matriz

beziiglich der Basen (vi,...,vm) und (Wi, ..., wy).

Umgekehrt gibt es auch zu jeder Matrix A € Mat(n, m;K) eine eindeutig bestimmte lineare Ab-
bildung f : V — W, so dass das obige Diagramm kommutiert. Wir notieren

f=Lin ) (4),

(w1,...ywn)

Man nennt f die zur Matriz A gehérige lineare Abbildung beziiglich der Basen (v1,...,vn) und
(wi,...,wy). Fir A = (ai;)i; gilt dann

n
Lingo), ) (A)(01) = 3 axiwn.
k=1
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Sei nun auBerdem X ein Vektorraum mit Basis (z1,...,z;) und g : W — X ebenfalls linear. Dann
haben wir

Mat('ul,...,vm)(g o f) _ Mat(:ll"""’w")(g)Mat(m"”’”m))(f)

(T1yeeTk) (T1,0005k) (w1, ;wn

oder anders ausgedriickt:

Lin{" ") (BA) = Lin{e " (B)Lin{22 ") (A)

(w1000 (z1,...xx) (w1, ;wn)
fiir A € Mat(n, m;K) und B € Mat(k, n; K).

(V150050m)
(w1, wn)

Links-und Rechtsinverses hat, d.h. falls n = m gilt und A invertierbar im Ring Mat(n, n; K) ist.
Spezialfall V= W : Es gilt dann fiir n = dim V.

Die lineare Abbildung f : V' — W ist genau dann ein Isomorphismus, wenn A := Mat ein

Mat(")17~~~7'“n)

(v15---30n)

(Idy) = 1,.

(v1,---,0n)

(o1 oy (A) ein Isomorphismus ist.

Die Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn Lin

Wir haben im letzten Abschnitt von Kapitel 4 gezeigt: Matgzll".’.’.’q;’f:)‘q(ld) = A bzw.
Lin(* 04 (4) = Id

(w1,...;wn)

Basiswechsel. Wir wollen studieren, wie sich die Matrix einer linearen Abbildung unter Basiswechsel

transformiert. Wir lassen V' # W nun wieder zu. Seien (vy,...,vy) und (vy,...,v,)A Basen von
V, (w1,...,w,) und (wq,...,w,)B Basen von W. f : V. — W linear. Mit dem kommutativen
Diagramm

EMtat(e) )
(wy)

K™

Viw)

f
La \%
V(w;)-B

V(v;)-A

K™ K™
ﬁM t(vi )-A
Hwy) B

sieht man sofort
Mat!?h 0l () = B~IMat{"h ") ()AL

(w1,...,wn)B (w1,...,wn)
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Einfache Matriz durch geschickte Basen- Wahl.

PROPOSITION 2.2. Sei V. — W eine lineare Abbildung zwischen endlich dimensionalen Vek-

torriumen. Dann gibt es eine Basis (v1,...,vy) von V und (w1, ..., w,) von W, so dass
00 ... 0
g, 00 .0
Mat(e ") (f) =10 0 ... 0 0 ... 0[€Mat(n,m;K),
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

und r ist der Rang von f.

Beweis. Wir wihlen die Basen im Beweis der Rangformel. a

3. Homomorphismen als Vektorrdume

Die Menge aller linearen Abbildungen (Homomorphismen) von V' nach W bezeichnet man als
Homg (V, W) oder Hom(V,W). Im Fall V" = W handelt es sich um Endomorphismen und wir
schreiben dann Endg (V) oder End(V) fiir Homg (V. V).

Die Menge Homg (V, W), versehen mit der Addition
+ : Homg (V, W) x Homg (V,W) — Homg(V, W)
(1.9) — (v (F+9)0) = F0) +g(v)
und der Multiplikation mit Skalaren
K x Homg (V,W) — Homg(V,W)
(@.f) — (0= @) =alf©)
ist ein K-Vektorraum.

Beispiel: Sei V = K? und W = K2. Jede lineare Abbildung f : K? — K2 ist von der Form L4
mit A € Mat(2,3;K). Der K-Vektorraum Homy (K3, K?) ist 6-dimensional: (£a,,La,,.-.,La,) ist

eine Basis, wobei
0 0 0 0
0>7 AQ(O O>’ A3<O

1
A1<0
0 0 0 0
0>7 AS - (O 0>7 AG - (O

0
e

o O o O
—= O O =
o O o O
—= o
N———



4. DUALRAUM 73

Die Abbildung
Hom(V, W) Mat(n, m; K)
o= Mat(in (o)

AL

ist linear.
Spezialfall: V =W, n = dim V. Die Abbildung

End(V,V) = Mat(n,n;K)
Jom Matr ) (f)

(v1,00050n)

ist linear und erh#lt auflerdem die Multiplikation in dem Sinne:

Mat(® ) (F) Mat(® ") (g) = Mat(*)(f o g).

(V150050n) (v1500050n) (V1.

Durch Einschréankung erhalten wir also eine Bijektion Aut(V) — GL(n,K), der die Verkettung in
Aut(V) in die Matrizen-Multiplikation iiberfiihrt, sogenannter Gruppenisomorphismus von (Aut(V'), o)
nach (GL(n,K),-).

4. Dualraum

Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist auch Hom(V, K) ein K-Vektorraum. Wir nennen V' := Hom(V, K)
den Dualraum zu V. Vektoren in V'’ nennt man auch Linearformen auf V. Ist a € V', a # 0,
dim V' = n, dann ist Kern a ein n — 1-dimensionaler Untervektorraum.

Ist V endlich-dimensional, und (by,bs,...,b,) eine Basis von V, dann definieren wir fiir i €
{1,2,...,n} die Linearform b, : V' — K durch die Angabe der Bilder der Basis (b1, ..., by).

bi(bs) = dij-
PROPOSITION 4.1. Ist (b1,...,b,) eine Basis von V, so ist die wie oben definierte Familie
(by,...,b.,) eine Basis von V'.

Beweis. Lineare Unabhéngigkeit: sei > ; A\;b; = 0y € V'. Wir setzen b; ein.

Ox = 0y (b Z)\b’ meﬂ\

Also sind alle \; = 0 und deswegen ist (b],...,b],) linear unabhéngig.

Erzeugendensystem: Sei a € V’. Unser Ziel ist es A; zu finden, so dass

(4.2) a=>_ \b.
i=1
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Um die Formel zu motivieren, nehmen wir zunéchst an, wir hétten bereits {2) und werten auf b;

aus und erhalten
Z il (b Z Xibij = \j.

Wenn es also \; mit den gewiinschten Elgenschaften glbt, dann A; = a(b;). Wir probieren also aus:
Xi=a(b) a= Z Aib.

Es folgt dann wie oben a(b;) = A; ( ) Somit stimmen @ und @ auf der Basis (by,...,by)
iiberein, also a = a. Es folgt, dass ( .., b)) den Raum V' erzeugt. O

Es gilt insbesondere dann dim V = dim V.

Achtung: Ist V' unendlich-dimensional mit Basis (b;|¢ € I), dann ist die analog definierte Familie
(bf]i € I) zwar linear unabhéngig, aber keine V' erzeugende Familie. Eine Basis von V' ist dann
méchtiger als eine Basis von V.

Sei nun f : V — W ein Homomorphismus zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen V und
W. Sei (v1,...,vn) eine Basis von V und (wy,...,w,) eine Basis von W,

(aij)is = Mat( ") (f).

(wl 'wn)

Dann also f(v;) = Y., aj;w;. Und somit
n n
) =D aigwi(wi) = Y ai0k; = ag;.
i=1 i=1

Der Bidualraum ist V" = Hom(Hom(V, K), K). Es gibt eine natiirliche Abbildung
oV -V,
die wie folgt definiert ist: Zu v € V definieren wir die lineare Abbildung
®(v) : Hom(V,K) — K
a — o)

Offensichtlich ist ® linear. Wir wollen zeigen, dass ® injektiv ist. Sei v € V'\ {0}. Setze by := v und
erginze zu Basis (b;]i € I). Die wie oben definierte Linearform b} erfiillt insbesondere b} (v) = 1.

D(v)(by) = by (v) =
Also ®(v) # 0. Es folgt Kern ® = {0}, d.h. ® ist Monomorphismus. Es folgt:
PROPOSITION 4.3. Ist V ein endlich-dimensionaler Vektorraum, so ist ® : V. — V' ein Isomor-

phismus.

Beweis. dimV = dimV’ = dimV”. Da ® : V — V" ein Monomorphismus ist, folgt mit der
Rangformel dim Bild® = dim V' = dim V" und somit ist die Abbildung ein Isomorphismus. O
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Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Fiir jedes a € W’ ist dann
fl(a) :==ao feV.
viwsk
Die Abbildung [’ : W’ — V' ist ebenfalls linear. Wir nennen [’ die zu f duale Abbildung. Man
kann zeigen, dass f” o ®y = @y o f.

V// W//

Dy Dw

Es gilt offensichtlich fir f, f1: V - W, a € Kund g: W — X:
(f+f) =f+1

(af) =af
(gof) =fog
SATZ 4.4. Sei (v1,...,vm) eine Basis von V, und (w1, ..., w,) eine Basis von W, und f : V — W

linear. Dann gilt
(Wi yeewy,) ¢ pr (V154,0m) T
Mat wﬂ:@m UD.

(v]5e5v7,) (w1, wn)

Beweis. Sei wie oben
(aij)ij _ Mat(vl,...,vm) (f)

(wlw‘vwn)
und somit
aij = wi(f(v;)) = wio fou;.
Sei analog definiert
(bij)i = Matbet ) ()

(v15-07,)

und wir erhalten
bij = v (f'(w)).
Nun ist aber v) = ®(v;) und somit

v (f'(w3)) = (f'(w))) (vi) = wjo fovi = aj;.
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PROPOSITION 4.5. Sei f : V — W ein Homomorphismus zwischen beliebigen Vektorrdumen.
Dann gilt

Bild(f') = (Bildf)’

UBUNGSAUFGABE 4.6. Seien X, Y und Z Vektorriume und ¢ : X — Y und h : X — Z

Epimorphismen mit Kern g = Kern h. Dann gibt es einen eindeutigen Isomorphismus I : Y — Z
mit

h=1Tog.

R

Beweis der Proposition. Die Abbildung f’ ist ein Epimorphismus W’ — Bild(f’), Bild(f") C V".
Fiir eine Linearform a € W’ gilt

aceKemn f'& flla)=0sa0f=0&a(f(z)=0 VexeV &aly) =0 Vye Bildf.

Eine Linearform a € W', a : W — K kann auch auf den Unterraum Bildf eingeschrinkt werden.
Wir erhalten einen Homomorphismus r : W/ — (Bildf)’, r(a) := a — a|puqs € Hom(Bildf,K) =
(Bildf)’. Offensichtlich ist a € Kern r genau dann, wenn a(y) = 0 Vy € Bildf. Es folgt Kern [’ =
Kern r. Wenn wir noch die Surjektivitdt von r zeigen, dann folgt die Proposition also aus der
Ubungsaufgabe (X = W', Y = Bild(f'), g = f', Z = (Bildf)’, h =r).

W/
Bild(f") - - . (Bildf)’
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Sei also d € (Bildf)’, d : Bildf — K. Wir wéhlen eine Basis (b;|i € I) von Bildf und ergéinzen zu
einer Basis (b;|i € J) von W. Wir definieren a € Hom(W, K), indem wir die Werte auf einer Basis
angeben:

Es folgt r(a) = d und somit ist r surjektiv. |

5. Zeilenrang und Spaltenrang

LEMMA 5.1. Sei A = (a;;);; € Mat(n,m;K), L4 : K™ — K". Sei
55 1= € K" = Mat(n, 1;K)

die j-te Spalte. Dann gilt BildL 4 = (51, S2,...,5n).
Wir nennen dim BildL4 = RangL 4 den Spaltenrang von A.

Beweis. Es gilt s; = La(ej) = Ae;. Wir haben somit
Bild£s = LA(K) = La({e1,ea,...,em)) = (Laler),Lalea), ..., La(em)) = ($1,82,.. -, Sm).
O

Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen dem endlich-dimensionalen Vektorraum V mit
Basis (v;) und dem endlich-dimensionalen Vektorraum W mit Basis (w;), und sei A := Matéi’uii)) (f)
die zugehorige Matrix. Da V,,) das Bild von L4 isomorph auf das Bild von f abbildet, gilt
dim Bildf = dim Bild£ 4. Der Rang von f ist also gleich dem Spaltenrang von A.

Analog sei
Zi = (ail aio - aim) € Mat(1,m; K) 2 Hom(K™,K) = (K™)’
die i-te Spalte. Dann bezeichnen wir
dim(z1, z9,. .., 2n)
als den Zeilenrang von A.

Offensichtlich ist der Zeilenrang von A gleich dem Spaltenrang von AT, d.h. der Zeilenrang von A
ist gleich dim BildL 4.

THEOREM 5.2. Flir jede Matriz A € Mat(n, m;K) stimmen Zeilenrang und Spaltenrang iiberein.

Wir schreiben dann einfach RangA fiir den Zeilen- bzw. Spaltenrang von A.
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Beweis mit Dualrdumen. Sei S der Spaltenrang von A und Z der Zeilenrang von A. Es gilt nach
Definition S = dim Bild£4 und Z ist der Spaltenrang von AT

Wir driicken die Abbildung (£4)" : (K™)" — (K™)’ in den Basen (e},...,e}) und (e},...,e,,) aus.
Mat( i) ((£a)') = AT

Es folgt Z = Rang((£4)") = dimBild.((£4)’).

Andererseits ist Bild((£4)’) isomorph zu (Bild£ A)/ und somit

Z = dim(Bild£4) = dim BildL4 = S.

6. Beweis von Zeilenrang=Spaltenrang mit elementaren Zeilenumformungen

Notation: E,s = (§,;:0s;)i; € Mat(n, m;K).

0 0 0
- O .1 O «— r-te Zeile
0 0 0
T
s-te Zeile

Wir betrachten wieder die folgenden elementaren Zeilenumformungen des Gauflschen Verfahrens:

(1) Man multipliziert die j-te Zeile mit einer Zahl A € K\ {0}

(2) Sei A €K, j,ke{l,...,n}, j # k. Man addiert das A-fache der j-ten Zeile zu der k-ten Zeile.
Hierbei ersetzt man die k-te Zeile durch diese neue Zeile.

(3) Man vertauscht die j-te mit der k-ten Zeile, j # k.

(4) Man streicht eine Zeile, die nur aus Nullen besteht.

Wenn wir die Umformungen (1) bis (3) auf eine Matrix A anwenden, dann entpricht dies der
Links-Multiplikation mit einer n x n-Matrix B € GL(n,K), wobei:
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O =
— O
o O

(1) B=BY =1, + (- 1)Ej; =

0 0 ... X ... 0 <« jteZeile
0 0 1
T
j-te Spalte

Der Eintrag A steht in der ¢-ten Zeile der j-te Spalte.
2
(2) B= B\ =1, + AEy.

1 0 ... 0

0 1
0

1, + AEg; =
" 1 A 0| « kteZeile
0 1
T

j-te Spalte

3
(3) B= B§k) =Ejk + Exj + 2 icp12, . np ik} Fii

1 0 0
0 1
1
0 1 «— J-te Zeile
1
1
1 0 «— k-te Zeile
1
1
T 7
j-te k-te

Spalte Spalte
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LEMMA 6.1. Sei A € Mat(n,m;K) und B € GL(n,K). Dann ist der Spaltenrang von A gleich
dem Spaltenrang von BA. Elementare Zeilenumformungen vom Typ (1)-(8) bewahren also den
Spaltenrang.

Beweis. Die Abbildung Lp : K™ — K" ist ein Isomorphismus.
BildLpa =BildLp o L4 = L(LA(K")) = Lp(BildL4).
Die Einschrinkung £p|pidcz, : BildLs — BildLp o L4 ist also auch ein Isomorphismus. Somit
dimBildLp4 = dim BildLp o L4 = dim BildL 4.
Also haben A und BA denselben Spaltenrang.

LB
K™ K™
LpBildc 4
BildL4 —— BildLg4

Man sieht auch sofort, dass Zeilenumformungen von Typ (4) den Spaltenrang erhalten.

LEMMA 6.2. Elementare Zeilenumformungen lassen den Zeilenrang unverdndert. Sei lassen sogar
den von den Zeilen aufgespannten Vektorraum unverdndert.

Beweis. Die Behauptung ist offensichtich fiir Typ (4).

Seien z1,...,z, die Zeilen vor einer elementaren Zeilenumformung von Typ (1)-(3) und seien
2l,...,%, die Zeilen nach der Umformung. Man erhilt jedes z] als Linearkombination von zi,
29, .. 2n, also

(21,2 oy 2h) C (21,22, -0y 2n)-

Jede elementare Zeilenumformung von Typ (1)—(3) kann durch eine Umformung gleichen Typs
riickgéingig gemacht werden. Daraus ergibt sich deswegen auch

(21,29, oy 2n) C (21,2, ...,20).
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Achtung: Der von den Spalten erzeugte Vektorraum wird im allgemeinen durch elementare Zeile-
numformungen verindert, nur die Dimension bleibt unveréindert.

PROPOSITION 6.3. Sei A € Mat(n, m;K). Dann erhalten wir aus A durch endlich viele elemen-
tare Zeilenumformungen vom Typ (1)-(3) eine Matrixz in Zeilenstufenform

00 ... 0

i, 00 .0
Z=10 0 0 0 ... 0| €Mat(n,m;K).

0 0 0 0 0

00 ... 00 ... 0

In anderen Worten es gibt endlich viele By, Ba, ..., By, € GL(n,K) vom Typ (1)-(3), so dass
ByBj_ 1 ByBi A

Zeilenstufenform hat.

Der Beweis folgt direkt aus der Tatsache, dass das Gauflsche Verfahren immer erfolgreich durch-
gefithrt werden kann.

Beweis von Spaltenrang=Zeilenrang. Sei r die Zahl der nicht-verschwindenden Zeilen. Dann erzeu-
gen die Spalten den Raum {suml_;A;e;| A1, A2, ..., A\ € K}, der offensichtlich r-dimensional ist.
Also ist der Spaltenrang von Z gleich r.

Die nicht-verschwindenden Zeilen sind linear unabhéingig, also erzeugen sie einen r-dimensionalen
Raum, also ist auch der Zeilenrang von Z gleich r. Durch elementare Zeilenumformungen, d.h.
durch Linksmultiplikation mit den B; #dndert sich weder Zeilenrang noch Spaltenrang. Also hat
auch A Zeilenrang r und Spaltenrang r. Zeilenrang und Spaltenrang von A sind also gleich. O






KAPITEL 6

Determinanten

1. Motivation

. aj;p  ai2 . . . . .
Sei A = (a a ) eine quadratische Matrix. Wir definieren:
21 G22

detA = ai1a22 — a12a21.
Diese Abbildung erfiillt:

(1) detA # 0 < A ist invertierbar < RangA = 2
(2) detA = detAT
(3) Bilinearitit in den Spalten: V(ai;) € Mat(2,2;K), A, a},ab € K:

/ i
det (au T a,l a12) = det (au a12) + det (a} a12)
a1 +ay  aze a1 Q22 Ay  a22
det Aainr a2 — det ain Aai2 — et a1 ai2
Aaz1 o2 as1 Aoz a1 a2
(4) Bilinearitit in den Zeilen: ¥(a;;) € Mat(2,2;K), A, a},ds € K:

A A A i
det (110 G2 03) o (011 12 g (G @
a1+ a22 ag1 Q22

det (Aan )\a12> — det < a11 @12 > — \det <a11 @12

az1 a2 Aa21 Aag az1 Q22

(5) Alternierend in den Spalten

a1l a2 aiz2 aii
det = —det
a21 a2 a2 Aa21

ailr a2 az1 a2
det = —det
a21 a2 a1l a2

(7) detAB = detAdetB, detlls = 1 und detA~! = (detA)~?

(6) Alternierend in den Zeilen

83

az1 a2
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ABBILDUNG 1. Berechnung des Ficheninhalts

(8) det < 11 “12) =0

)\an )\alg

LEMMA 1.1. Sei V ein 2-dimensionaler Vektorraum mit einer Basis (v1,v2) und einer weiteren
Basis (w1, we). Sei f € End(V). Dann gilt

detMat(vl’vz)(f) — detMat(“1v2) (f).

(v1,v2) (w1,w2)

Beweis. Sei (w1, wz) = (v1,v2)B. Dann haben wir gesehen, dass

Mat!"”™2)(f) = B~"Mat!"""?)(f)B.

(w17w2) (U11U2)
Wir rechnen
detMat (""" (f) = (det B~ 1) (detMat!" ") (£))(det B) = detMat " *)(f).

(w1, w2) (v1,v2) (v1,v2)

Geometrische Interpretation (K = R).

Ein Parallelogramm P werde von den Vektoren a; := (ZH> und a9 := (ZU) aufgespannt. Dann
21 22

ist der Fldcheninhalt von P gegeben durch
det <a11 a12> '
Q21 Q22

COS (v
sin o

Begriindung: Wihle by := a1/||a1]| = ( cosa

> fiir ein geeignetes o € R, und dann by := < sin a> '

Wir driicken a1 und as in der Basis (b1, b2) aus:

a]; = Ha1||b1 ag = )\(11 —+ nao,
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wobei |lai| := \/a%, + a3,. Es gilt ||b1]| = ||b2]| = 1. Durch Abschneiden des gestreiften Dreiecks
und Ankleben an der anderen Seite (Abbildung[) sehen wir, dass der Flicheninhalt von P gleich
dem Flidcheninhalt des von a; und pas aufgespannten Rechtecks ist, also gleich |jaq|| |p]-

Andererseits gilt

det(a1, az) = det(||a1||b1, Aby + ub2) = ||a|| det(b1, Aby + uba)

= llall | det(by, \b1) +det(by, ubs) | = [la]| p((cos@)? + (sina)?) = [|a]| p.
—_——

=0
Analog: Berechnung des Flicheninhalts eines Dreiecks.

FRAGE 1.2. Gibt es auch auf Mat(n, n; K) eine Determinante?

2. Die symmetrischen Gruppen

Wiederholung: Wir versehen die Menge S,, := Bij({1,...,n}), n € N mit der Verkettung von
Abbildungen. Dies ist eine Gruppe mit neutralem Element Id; . ;. Man nennt sie die Permuta-
tionsgruppe oder die symmetrische Gruppe zum Index n. Permutationen o € S,, wollen wir in der
Form

schreiben. Schreibweise fiir £ € N

ocf =000 o F=go0-00 o’=1Id
——— N—_——

k-mal k-mal

Es gilt #S,, = nl. Die Gruppen &; = {B]} und Sy = {E ;} , B ﬂ} sind abelsch, alle
anderen nicht.

Beispiel: n = 3:

Dann

23 23
TeO=13 1 2 7°T=19 3 1|"
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*—<—o
°
o
\‘
°
o
<o
Q

TOO goT

DEFINITION 2.1. Eine Permutation o € S, heifit Transposition von i und j, i # j, falls (i) = j
und o(j) =i und o(k) =k Vk e {1,...,n}\{i,j}. Alternativ zur obigen Schreibweise schreiben
wir dann o = [z‘,j}.

Sei m > 2. Gibt es m verschiedene Elemente i1,42,...,6m € {1,2,...,n} und gilt o(i;) =
o(ijy1) Vi e{1,2,....m—1}, 0(im) = o(i1), und o(k) =k Vk e {1,...,n}\ {i1,i2,...,im},
dann nennt man o einen Zykel der Linge m. (Zykel der Linge 2 sind dasselbe wie Transpositionen.)
Wir schreiben diesen Zykel in der Form

[il,ig, . ..,im] .
Man sagt, die Elemente 41, 2, ..., i, werden zyklisch vertauscht.
Zwei Zykel o1 und o9 heiflen disjunkt, wenn kein Element sowohl von o7 als auch von o4 verschoben

wird, in anderen Worten, falls oy (i) =4 oder o2(i) =i fiir alle i € {1,2,...,n}.

Beispiel: n = 3, o, 7 wie oben.
oc=1[1,2],7=12,3,700=1[1,2,3]=12,3,1]=[3,1,2] und c o7 = [2,1,3] = [1, 3,2] = [3,2,1].
S5 = {Ida [1;2];[2;3];[1;3];[1;273]7[173,2]}-

BEISPIEL. n = 4. Die Permutation [1,2] o [2, 3] ist gleich [1, 2, 3] und somit ein Zykel. Die Permu-
tation [1,2] o [3,4] ist kein Zykel.
Sei o0 € Sp, i €{1,2,...,n}. Wir definieren den o-Orbit von i als die Menge
O4 (i) := {o"(i) | k € Z}.
UBUNGSAUFGABE 2.2. (1)
O, (i) = {o*(i) | k € N}

(2) i ~ j e j € Oy(i) ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge {1,2,...,n}.

Offensichtlich ist olo, ) : Og(i) — Ox(i) bijektiv und ist gleich [i,0(i)o?(i),...,0" |0, @) :
O (i) — Og (1), wobei 7 := #0,(i).

PROPOSITION 2.3. Jede Permutation ist die Verkettung von disjunkten Zykeln.
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Beweis.

1. Schritt: Setze I := {1,2,...,n}. Wir wihlen zunichst ein i; € I; aus, z.B. ¢; = 1. Es gilt dann
0(0s(i1)) = Ox(31) und o(I1 \ Oy(i1)) = I \ Oy (i1). Falls Oy (i1) = Iy, dann ist der 1. Schritt
beendet.

Ansonsten wihlen wir nun ein is € Iy := I1 \ Oy (1), I3 := Iz \ Oy (i2). Wiederum gilt o(O,(i2)) =
Oy (i2) und o(I3) = I3. Falls I3 = (), dann ist der 1. Schritt beendet.

Ansonsten gehen wir analog weiter, wihlen rekursiv iy, € I, setzen Iy 41 := I;;\O, (i) bis schlieflich
Im+1 =0.

2.5chritt: Wir erhalten nun eine disjunkte Zerlegung

{1,2,...,n} = 0,(i1)UO4 (i2)U . . .UO4 (i ).
Wir kénnen (nach eventueller Umordnung) annehmen, dass die ein-elementigen Orbiten rechts
liegen, sagen wir es gelte #O,(i;) = 1 genau dann, wenn j > ¢. Wir setzen r; := Oy(¢;). Dann
sieht man sofort, dass
o = [i1,0(i1),02%(i1),...,0" (i1)] © [ia, 0 (iz), 0% (ia), ..., 0 2(iz)] o ... 0 [ig, 0 (ig), 02 (ie), . . ., " (ig)].

O

Bemerkung: Disjunkte Zykel kommutieren.

Beispiel:
1 2 3 45 6
4 6 3 5 1 2

{1,2,3,4,5,6} = O(1)UO(2)U0(3) = O(H)UO(6)UO(3)

=[1,4,5] 0 [2,6]

PROPOSITION 2.4. Jede Permutation ist die Verkettung von Transpositionen

Beweis. Wir zerlegen eine gegebene Permutation zunéchst in Zykel. Wir zerlegen jeden Zykel
weiter:

[i,0(1),0%(i),...,0" ()] = [i,0(i)] o [0(i),0%(i)] o ... 0 [0"2(i), 0"~ 1(i)].
O
Beispiel:
(1,2,3,4] = [1,2] 0 [2,3] o [3,4].
Ein Fehlstand einer Permutation o € §,, ist eine Teilmenge {i,5} C {1,...,n}, i < j mit o(i) >
a(4)-

LEMMA 2.5. Setoc € S,.
Il o -o@y=-=0r J[ G-,
1<i<j<n 1<i<j<n

wobei p die Anzahl der Fehlstinde von o ist.



88 6. DETERMINANTEN

Beweis. Sei Py die Menge der 2-elementigen Teilmengen von {1,...,n}. Zu o erhalten wir eine
Abbildung o, : P¥ — Py, 0.({i,j}) = {0(i),0(j)}. Da (¢ '), die Umkehrabbildung von o, ist,
ist o, eine Bijektion.

Es folgt

I[I 1eG)—o@l= I leG)-o@li= I lt=sl= [ li-il

1<i<j<n {i,j}ePy s,tePy 1<i<j<n

Wenn wir analog [ [, ;< (0(j) —o()) in ][, <, j<,, (j — ) umformen, dann erhalten wir fiir jeden
Fehlstand ein Minuszeichen. i

DEFINITION 2.6. Wir definieren das Signum von o

sgn(o) = H M: H L:?(Z')E{—Ll}-

1<idjsn T Ggyery 7
Das rechte Produkt ist wohldefiniert, da ZU )::(i) o(t 2 j(] ) Wir nennen o gerade, wenn sgn(o) =
1, und ungerade, wenn sgn(c) = —1.
Beispiel: Sei o = [p, ¢] eine Transposition, 1 < p < ¢ < n. Dann ist {i,j}, ¢ < j, genau dann ein

Fehlstand, wenn

(a) i =pund j = q oder
(b) i=pund i < g < j oder
(c) j=qundi<p<j.
Also haben wir 2(q¢ — p) — 1 Fehlstéinde, und somit sgn(o) = —1.
SATZ 2.7. Fiir o,7 € S,, gilt
sgn(r o o) = sgn(r)sgn(o).

Beweis.
7(0(5)) = 7(o(i) 7(0(5)) = (o (7)) o(j) —oli)
sgn(too) = H — = H . . H —
tayery 77! wery TW T ey T
sgn(o)
Wir setzen wieder s = 0(7) und ¢t = o(j) und erhalten
(o) ~rlol) T -
U —=o=—n - 1 ==

{i,5}ePy {s,t}ePy
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KOROLLAR 2.8. Fine Permutation ist genau dann gerade, wenn sie die Verkettung einer geraden
Anzahl von Transpositionen ist. Sie ist genau dann ungerade, wenn sie eine Verkettung einer
ungeraden Anzahl von Transpositionen ist.

3. Multilineare Abbildungen

DEFINITION 3.1. Seien Vi, V4, ..., V.., W Vektorrdume iiber K. Eine Abbildung F': V; x V5 ... X
V. — W heifit multilinear oder r-linear (iiber K), wenn fiir alle j € {1,...,n} und alle v; € V7,
vy € Va,...v,. € V. ist die Abbildung

V; =W v F(vr,v2,. .0, Dy yeen, Uy)
~—~
v
linear ist. Fiir 2-linear sagt man normalerweise bilinear.

BEISPIELE. (1) Jede lineare Abbildung ist 1-linear.
(2) Die Abbildung

x1 Y1 x1 Y1
T2 Y2 n T2 Y2

R" x R" — R, N Hinyi:< A I >
: : =1 : :

ist bilinear. Man nennt sie das kanonische Skalarprodukt auf R"™.
(3) Die 2 x 2-Determinante, aufgefasst als Abbildung auf den Spaltenvektoren ist eine bilineare
Abbildung
R? x R? > R.
(4) Die 2 x 2-Determinante ist auch bilinear in den Zeilenvektoren.
(5) Das Kreuzprodukt oder Spatprodukt

) T Y1 T2Y3 — T3Y2
R3? x R? — R3 T2 |, | Y2 = | T3Y1 — 21Y3
x3 Y3 T1Y2 — T2Y1

ist bilinear.

DEFINITION 3.2. Sei K ein Korper mit 2 # 0 € K. (Fiir Korper mit 2 = 0 € K, zum Beispiel
K = Z/2Z siehe unten.) Eine Abbildung F : V x V...V — W heiit alternierend, falls fiir alle
vi,...,0p € V und i # j gilt:
F(u1,v2, ...y Dy Vit1y--0y Do yen-Un) = —F(v1,02,...,0) (%)
v vi
Die Abbildung wechselt also das Vorzeichen, wenn wir die i-te und j-te Spalte vertauschen fiir

i # .



90 6. DETERMINANTEN

BEIisPIEL. Die Abbildung

T Y1 n
2n 2n 2 Y2
K" x K™ — K, ; — E T2i—1Y2i — T24Y2i—1
. ... p
Tn Yn

ist eine alternierende bilineare Abbildung. Sie heifit kanonische symplektische Struktur auf K2"
und ist zum Beispiel in der klassischen Mechanik wichtig.

LEMMA 3.3. Fir eine alternierende r-lineare Abbildung F und o € S, gilt
F(va(l)a Vg (2)y s Uo’(’!‘) = (Sgn J)F(vla U2y .. 7vr)'
Beweis. Wir schreiben ¢ als Verkettung von p Transpositionen. Wir erhalten F(va(l) s Vg(2)5 - s UJ(T)

aus F(v1,vs,...,v,), indem wir nacheinander diese Transpositionen anwenden. Fiir jede Transpo-
sition erhalten wir ein Minuszeichen, also F(v,(1), Vo(2)s - -, Vo(r) = (=1)PF (v1,v2,...,v,). O

Im folgenden Lemma benutzen wir die Sprechweise: Eine Familie (v1, .. ., v,,) hat mindestens zwei
gleiche Elemente, wenn es i, j € {1,...,n}, i # j, gibt, so dass v; = v;.

LEMMA 3.4. Sei 2 # 0. Fir eine r-lineare Abbildung F : V xV ...V — K sind dquivalent:

(1) F ist alternierend.
(2) Fiir alle Familien (v1,va,...,v,) mit mindestens zwei verschiedenen Elementen gilt

F(v1,va,...,0.) =0.

Beweis. Es gelte (1) und v; = v;. Dann haben wir
Fvi,...,vp) = =F(v1,. .., Dy yevny D yenUy) = —F(v1,02,...,05).
-~~~
Also
2F (v1,...,v,) = 0.
Da 2 # 0, ergibt sich die Aussage (2).

Es gelte nun (2):

0 = F(ui,...,v4+0j,...,0 +0j,...,0)
= FU1,-- 3 Vi oy Uiy ooy Un) FF (01,00 05,0005,y 0) F F (01,000, 05,00 Vi oo, Up)
0
+ F(v1, .. 505,00, U,y V),
0

und daraus folgt (1). O
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Bemerkung fiir Korper mit 2 = 0.
Wenn wir wie oben vorgehen, impliziert auch in diesem Fall (2) die Eigenschaft (*), aber nicht
umgekehrt. Da wir aber (2) spiter brauchen, definiert man alternierend besser wie folgt: Eine r-
lineare Abbildung heifit alternierend, wenn fiir alle Familien (v1,vs,...,v,) mit mindestens zwei
verschiedenen Elementen gilt

F(v1,v2,...,v.) =0.
Diese Definition stimmt im Fall 2 # 0 mit der obigen Definition {iberein und erfiillt in allen Fillen
die Eigenschaft (*). diquivalenten Eigenschaft.

LEMMA 3.5. Sei F: VXV ...V — K eine alternierende r-lineare Abbildung, und sei (v1,ve, ..., v,)
linear abhdingig, dann ist
F(vi,v9,...,0.) =0.

Beweis. Auf Grund der linearen Abhéngigkeit finden wir ein v;, das sich als Linearkombination
der anderen darstellen ldsst. O.B.d.A. i =1, also

v = Z)\Z’UZ
=2
Dann gilt
F(vi,va,...,0,) = F(Z)\ivi,vg,...,’un) = Z)\iF(Ui,Uz,--.,’Un) = 0.

O

KOROLLAR 3.6. Ist F: V x ... xV — W eine r-lineare Abbildung und r > dim V', dann bildet
F alles auf 0 ab.

4. Alternierende r-Formen, Determinantenformen, Determinanten

DEFINITION 4.1. Eine alternierende r-lineare Abbildung mit Zielvektorraum W = K nennt man
auch (alternierende) r-Form. Gilt n = dim V', dann nennt man eine alternierende n-Form auf V'
auch Determinantenform.

LEMMA 4.2. Die Funktion
det, : K" x K" x--- x K" - K

n—mal

ail ai2 A1n
a1 a2 a2n
d . — Z (58N 0) s (1)100(2)2 * * * Go(n)n
: : €S,
anl aAn2 Ann
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ist eine Determinantenform auf K™. Auferdem ist
det(ey, ez, ...,e,) = 1.

Zumeist schreiben wir einfach det fiir det,,.

Beweis im Fall 2 # 0..
Qa1j

a2;
Setze a; := . |. Die Abbildung det ist multilinear: wir zeigen dazu die Linearitdt im j-ten

Qpj
Eintrag:

det(a1,az,...,Aa;,...,an) = Z (sgno)as(1)15(2)2 - - (Mo (j);) - Qo(nyn = Adet(ai, az,. .., an)
cEeS,

det(a1, ag,...,a; + aj,...,an) = Z (sgno)ag(1)180(2)2 ** * (Go(j)j + Go(j)j) ** Qo(n)n

gES,
= Z (s8N 0)ag(1)100(2)2 * * * Go(j); * * Aa(n)n
gES,
+ Z (s8N 0)ag(1)100(2)2 **  Ao(j); " Aa(n)n
gES,
=det(a1,as,...,a;,...,a,) +det(ar,az,...,a;,...,a5)

. - az;j
fiir einen Vektor a; :=
{in

Die Abbildung ist also n-linear.



4. ALTERNIERENDE r-FORMEN, DETERMINANTENFORMEN, DETERMINANTEN 93

Wir betrachten nun die Vertauschung von a; und a;. Sei hierzu 7 die Transposition [i,j]. Fir
o €S8, setze ¢ := o or. Dann gilt auch c =6 o 7.

det(a1, a2, ..., By ,Qit1y---s Di 5---Gn)
~—~ ~—
aj a;
=det(ar1),ar2),---»r(n))

= Z (SgN0)ao(1),7(1) 00 (2),7(2) * " Qo (n)r(n)
oES,

= > 580(6 © T)asor(1),r(1)050r(2),7(2) - Gor(n),r(n)

o€ESH

= Z (sgn o) (sgn7)as(1),105(2)2 * * * A5(n).n
6’6877,

= —det(ay,a2,...,an)

Siehe [T, Abschnitt 4.2] fiir den Fall 2 = 0.
Geometrische Interpretation (K =R).

|det(vy1,va, ..., vy,)| ist das Volumen des von vy, va, ..., v, aufgespannten Parallelotops P in R.
P = {ZAM |\ € [0, 1]} .
i=1

DEFINITION 4.3. Die Menge aller alternierenden r-Formen auf V' bezeichnen wir mit A"(V'). Kon-
vention: A%(V) := K.

Héufig sieht man in Biichern A"V’ an Stelle von A™(V).

A" (V) ist ein Vektorraum mit der folgenden Addition und Multiplikation mit Skalaren: fiir alle
e AT(V), v1,...,0- €V A EK:
(F1 + Fg)(vl, PN ,U,«) = Fl(’Ul, e ,U,«) + FQ(’U17 N ,U,«),
()\Fl)(’l)l, ceey ’UT) = )\Fl('Ul, ey ’UT).
BEISPIELE. (1) AY(V)=V".
(2) det € A™(K™).
(3) Sei a € (R?)" und x das Kreuzprodukt. Sei

F(v,w) :=a(v x w)
fiir v,w € R3. Dann ist F € A?(R3). Z. B. fiir a = ¢} gilt

U1 w1
F V2 , | w2 = VW3 — V3W23.
U3 w3
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(4) SeiveV =K,
F(v1,v2,...,0,—1) = det(v,v1,v2, ..., 0r_1).
Dann ist F' € A" 1(K").
(5) A"(V) ={0}, falls r > dim V.
DEFINITION 4.4. Seien ai,ag,...,a, € V'. Dann ist a1 Aag A -+ Aa, € A™(V) wie folgt definiert

(ar Nag A -+ Nap)(v1,v2,...,0.) = Z sgn(0)aq(1)(V1)ag(2)(v2) - - - Aoy (V7).
ogES,

Ubung: Uberpriifen Sie, dass dies tatsichlich eine alternierende r-Form ist.

BEISPIELE.
(a1 A\ ag)(Ul, ’UQ) = aq (’Ul)ag(vg) —aq (’Ug)ag(’ul)

det, =€} Aey A...Ael,

Physikalisches Beispiel: In der Speziellen Relativitdtstheorie ist die Raumzeit ein reeller 4-dimensionaler
Vektorraum V. Das elektromagnetische Feld ist eine Funktion

F:V — A%(V).
Die Maxwell-Gleichungen werden dann ganz einfach: dFF = 0 und 6F = *J.
Schreibweise: Wir zerlegen A € Mat(n, n;K) in seine Spalten: A = (a1 a2 -+ ay). Wir schrei-
ben dann einfach det, A fiir det(as, as,...,a,).
PROPOSITION 4.5. Sei (v1,v2,...,v,) eine Familie von Vektoren in V, und A € Mat(r,r; K),

(w1, wa, ..., wp) = (v1,v2,...,v:) - A. Dann gilt fir F € A"(V):
F(wy,...,w.) = F(v1,...,v.)(det,. A)

Beweis. Wir schreiben A = (a;;);;. Dann gilt w; = >"'_ a;;v;. Somit ergibt sich

T T T
F(wi,ws,...,w.) = F(E @iy 10iy E @iy2Vigy -+ - s E auﬂh;)
i1=1 iz=1 ip=1
T T T
= E g E @iy1Qiy2 Qi B (Viy Vi s - 03,)
i1=lip=1  i,=1
Summanden mit ¢; = i fiir j # k ergeben F(v;,,vs,,...,v;,.) = 0. Nach Streichen aller solcher

Summanden bleiben die Indextupel (41,42, ..., i) ibrig, fur die {1,2,...,r} — {1,2,...,7}, j — i;
injektiv (und somit surjektiv) ist. In anderen Worten: durch o(j) := 4, ist eine Permutation o € S,
definiert. Wir erhalten somit

F(wi,ws,...,w.) = Zaa(1)1a0(2)2"'acr(r)rF(Ucr(l)aUU(Q)a---7UU(T))-
€S,
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Da F alternierend ist, haben wir
F(Vo(1); Vo(2)s - -+, Vo(r)) = (8g00) F(v1,...,0.).

Insgesamt also

F(wy,wa,...,w.) = Z Ug(1)105(2)2 * * * Go(r)r (5g00) F(v1,...,0.).

gES,
=det, A
KOROLLAR 4.6. Fiir A, B € Mat(n,n; K) gilt
(4.7 det,,(BA) = (det,, B) (det, A).

Beweis. Wir zerlegen B und BA in Spalten, die wir v; und w; nennen:

B=(v1 va - ) und BA=(w; w2 -+ wp).

95

Wir kénnen nun die Proposition fiir r :=n, V := K", F := det,, € A"(V) anwenden und erhalten

E&@D).

O

KOROLLAR 4.8. Fine Matrix A € Mat(n,n;K) ist genau dann invertierbar, wenn det, A # 0.

In diesem Fall gilt dann det(A=1) = (detA)~ L.

Beweis. Falls A ein Inverses B besitzt, dann gilt

1 = det,1,, = det,(BA) = (det, B)(det, A),

also det, A # 0. Falls A nicht invertierbar ist, dann ist RangA < n, die Spalten von A sind also

linear abhéngig, und deswegen det, A = 0.

KOROLLAR 4.9. Fir einen endlich-dimensionalen Vektorraum V' gilt
dim Adim\/(v) — 1.

Beweis. n:=dimV. Sei (by,...,by) eine Basis von V. Dann ist
A(’Ul, - ,Un) := det,, ((V(bi))_l(ih), (V(bi))_l(’ljg), ey (V(bi))_l(vn))
eine Determinantenform auf V.

DIAGRAMM

A(bl, e ,bn) = detn(el, e 7€n) = 1,
also A # 0. Sei nun F' € A™(V). Es gelte nun

(bl,bg,...,bn)A: ("Ul,...,'l)n)

O
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fiir A € Mat(n, n;K), das heiBt die j-te Spalte von A ist (V(3,)) "' (v;). Also A(vy, ..., v,) = det, A.
Andererseits folgt aus der vorangehenden Proposition

F(vi,...,0n) = F(b1,...,bp)det, A = F(by,...,bn) A(v1,...,0n),

also
F=)A
mit A := F(by,...,b,) € K. Also wird A™(V') von A aufgespannt. O

UBUNGSAUFGABE 4.10. Zeigen Sie, dass die Konstruktion der obigen Determinantenform A €
A™(V) von der Wahl der Basis abhiingt. Geben Sie eine Formel an, die die analog definierte

Determinantenform A zur Basis (l~)1, ..., by) mit Hilfe von A ausdriickt.

KOROLLAR 4.11. Sein=dimV, F € A*(V), F #0 und wy,...,w, € V. Dann gilt
F(wl,...,wn) 750

genau dann, wenn (wi,ws,...,wy,) linear unabhingig ist.

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass F'(wi,...,w,) = 0 falls die Vektoren linear abhiingig

sind. Falls (w1,...,w,) linear unabhingig sind, so ist diese Familie eine Basis. Analog zu oben
definieren wir A € A™"(V) durch

A(vy, ..., vp) = det, ((V(wi))_l(vl), (V(wi))_l(’ljg), o (V(wi))_l(vn)) )
Wir erhalten wie oben
F=F(wy,...,wy)A.
Gilt F(wy,...,w,) =0, so folgt also F' = 0. O

KOROLLAR 4.12. Die einzige n-Form F € A™(K™) mit F(ey,...,e,) =1 ist die Determinante.
Beweis. Wir wissen bereits, dass die Determinante diese Eigenschaften erfiillt. Sei nun F' € A" (K"™)
mit F(e,...,e,) = 1. Dann gibt es ein A € K mit ¥ = Adet,, und

1=Fley,...,e,) = Adety(e1,...,en) = Al =\
Also F = det,,. O

PROPOSITION 4.13. Fiir alle quadratischen Matrizen A gilt
detA = detA”.
Beweis. Sei A = (a;;);;. Dann gilt

detA = Z (5gn.0)ay(1)100(2)2 * * * Go(n)n
cES,
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und
detA” = Z (s8N 0)A16(1)A25(2) * * * Ano(n)
gES,
= > (sgn0)ar—1(1)2-1(2) ** Gnr—i(n)
TES,

= > (S8N0)ar(1)ror—1(1)r(@)ror—1(2) *** Ar(n)ror—1(n)
TESH
= detd

Hierbei ergibt sich die erste Gleichheit, indem wir die Definition der Determinante auf die transpo-
nierte Matrix anwenden. Die zweite Gleichheit erhalten wir, indem wir 7 := o1 setzen und nutzen,
dass o — o~ ! eine Bijektion S,, — S, ist. Um die dritte Gleichheit zu erhalten permutieren wir die
Faktoren des Produkts gem#fl der Permutation 7. Wenn wir nun 7 durch o substituieren, erhalten
wir die Definition von detA. ]

5. Determinanten von Endomorphismen

DEFINITION 5.1. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum, f : V' — V ein Endomorphismus.
Sei B := (by,...,by,) eine Basis von V. Dann definieren wir die Determinante von f als

detB(f) := det,, (Matg( f)).

LEMMA 5.2. Die Determinante hingt nicht von der Wahl von B ab.

Beweis. Sei B’ = B - A eine andere Basis. Dann gilt
Math (f) = A~ '"MatB(f)A.
DIAGRAMM

Somit

det® (f) detMat, (f) = det (A~ Mat3(f)A)
(detA~1)(detMaths(f))(detA) = (detA) ™! (detMath(f))(detA)

= detMatB(f) = det?(f)

Wir schreiben nun einfach det(f).

Aus den uns bekannten Eigenschaften der Determinante von Matrizen erhalten wir sofort die
folgenden Eigenschaften:

(1) detld = 1.
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et(aldy) =a™ fir Idy : V =V, n:=dimV.

et(f o g) = (detf)(detg) fir f,g € End(V).

etf # 0 < f invertierbar. Falls f invertierbar ist, dann gilt det(f~1) = (detf)~!.
etf’ = detf.

6. Berechnung von Determinanten und Cramersche Regel

6.1. Diagonalmatrizen.

A0 ... 0 1 0 ... 0 1 0 0
0 X ... O 0 X ... O 01 ... 0

det . . :Aldet . . . :)\1)\2"-)\nd€t . . . = )\1)\2)\71
0 0 ... X 0 0 ... X\ 0 0 1

Insbesondere gilt fiir Matrizen vom Typ (1) in Kap. 5 Abschn. 6:

detB)) = .

Elementare Zeilen- oder Spaltenumformungen vom Typ (1) multiplizieren die Determinante mit .

6.2. Typ (2) Umformungen und Typ (2) Matrizen.

o} ) 0e((0)- () -0 () ) o () )

0 1

mnim

detB) = ... =1

Elementare Zeilen- oder Spaltenumformungen vom Typ (2) erhalten die Determinante..

6.3. Typ (3) Umformungen und Typ (3) Matrizen.

B](i) entsteht aus 1,, durch Vertauschen der j-ten und k-ten Zeile. also folgt detB](i) = —1. Elemen-

tare Zeilen- oder Spaltenumformungen vom Typ (3) wechseln das Verzeichen der Determinante..
I

6.4. Berechnung mit Gauflschem Verfahren.

Formulierung 1: Wir formen eine Metrik unter elementaren Zeilen- (bzw. Spalten-)Umformungen in
eine Matrix um, deren Determinante bereits bekannt ist, z. B. durch elementare Zeilenumformungen
in die Matrix 1, oder in eine Matrix mit mindestens einer Zeile aus Nullen. Da wir wissen, wie sich
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die Determinante unter elementaren Zeilen- und Spaltenumformungen &éndert, konnen wir daraus
die Determinante der urspiinglich gegebenen Matrix berechnen.

Formulierung 2: Bestimme zu der gegebenen Matrix A Matrizen B; vom Typ (1) bis (3) wie in
Kap. 5 Abschn. 6, so dass
7 = BkBk—l s -BlA
Zeilenstufenform hat. Dann folgt also
detZ

A =
det A = et By (et By) -~ (det B

6.5. Blockmatrizen.
PROPOSITION 6.1. Sei A € Mat(n,n;K), B € Mat(n,m;K) und C € Mat(m,m;K). Dann gilt

dety+m (61 g) = (det,, A)(det,,C).

Beweis. A= (aij)ij, C = (cij), D := (61 g) = (dij).

detyymD = Z do(1)1d5(2)2 " do(ntm)n+m

0ESntm
Es gilt d;; = 0 falls i > n und j < n. Falls o(j) > n fiir ein j < n, dann verschwindet der Summand
zu diesem o. Wir betrachten deswegen nur noch die o € Sp4yp, mit o({1,...,n}) C{1,...,n}. Da
o bijektiv ist, folgt o({1,...,n}) ={1,...,n} und c({n +1,....,n+m}) = {n+1,...,n+m}.
Also o1, .ny € Spund 0,41, ngm} ISt eine Permutation von {n +1,...,n + m}, also bis auf
Verschieben der Indizes ein Element von S,,. Wir erhalten
dethrmD = Z Z da(1)1d0(2)2 T do(n)ndn+7—(1),n+1dn+7—(2),n+2 T dn+7‘(m),n+m
0€ES, TEST
= Z Ao (1)105(2)2 """ Ao(n)n Z Cr()1 """ Cr(m)m
0ESn TESM
=det, A =det,, C

6.6. Laplacescher Entwicklungssatz und Cramersche Regel.
Sei A = (aij)ij = (@1 a2 -+ an) € Mat(n,n;K), n > 2. Wir definieren die Matrizen A;; €
Mat(n,n; K) und flij € Mat(n — 1,n — 1;K) wie folgt....!!'!N
LEMMA 6.2.
detAij = det(al, ey A5 —1,64, Q541 ., an)

Beweis. ! O
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LEMMA 6.3.
detnAij = (—1)i+jdetn_114ij.

Beweis. ! O

Da aj = 22;1 a;re; rechnen wir nach

n
Z aikdetAij =  Qik det(al, ey @ 1,64, ATy ey an)
=1
n
= det(a1,...,aj_1, Z AikCis Qjg1y-- - 0n)
i=1
detA, fallsk=
0, falls k # j
= 5jkdetA

Dies ergibt im Fall j = k:

KOROLLAR 6.4 (Laplacesche Entwicklung nach der j-ten Spalte).
detA = Z(fl)”jaijdetﬁij
i=1
BEeispier. [N
KOROLLAR 6.5 (Laplacesche Entwicklung nach der j-ten Zeile).
n
detA = Z(—l)”']ajidetAji
i=1

Beweis. Wenn wir im vorangehenden Korollar A durch A7 ersetzen, so haben wir die Formel

detAT = Z(—l)”jaﬁdet(/lT)ij.

i=1
Es gilt nun (A7);; = (A;;)7 und deswegen det(AT);; = det(A;;). Mit detA” = detA erhalten wir
n
detA = Z(—l)”jaﬁdet(/lji).
i=1

BeispieL. !
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Sei nun o
Q5 = detAij = (71)’+JdetAij
und A2 := (aj;);; € Mat(n, n; K).
SATZ 6.6. Cramersche Regel Es gilt A*! - A = (detA) 1, und A - A* = (detA) 1.

Beweis. Der Koeffizient der Matrix A*? - A in der i-ten Zeile und k-ten Spalte ist

Z QA5 = Z(detAﬂ)ajk = 5ikdetA
j=1 j=1
und dies ist der Koeffizient der Matrix (detA) 1,, in der i-ten Zeile und k-ten Spalte. Die erste
Gleichung folgt.

Wir studieren nun, wie sich unsere Ausdriicke unter Transponieren dndern: (A7);; = (4;;)7, also
det(AT);; = det(A;;). Somit (AT)2d = (A2)T. Wir ersetzen nun in der ersten Gleichung A durch
AT und erhalten
(AT)ad . AT = (detAT) 1,,.
Die rechte Seite ist offensichtlich gleich (detA) 1,,, die linke formt sich in (A24)T. AT = (A . A2)T
um. Wir erhalten
(A- AT = (detA) 1,

und durch Transponieren und Nutzung von 12 = 1,, erhalten wir die zweite Gleichung. O

Anwendung: Ist detA # 0, so sehen wir:

1
Al = —— A,
detA
Die Berechnung einer Inversen mit dieser Formel ist allerdings fiir Berechnungen zumeist aufwéndi-
ger als mit dem Gaufischen Verfahren.

a b

BEISPIEL. n = 2: A = <C d) All = (d), a1 = d, A12 = (C), 12 = —C, Agl = (b), Qg1 = 7b,

ad. [ d b
a0

Anwendung: Losung eines linearen Gleichungssystems.

Agy = (a), age = a.

Y1 z1
Y2 T2

Seien A € GL(n,K) und y = | . | € K" gegeben. Wir suchen z = | . | € K™ mit
Yn In

Ax =y.
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Wir erhalten fiir die eindeutige Losung

1
r=A"ly=-———A%y

"~ detA
und somit
n n
:czdetA = Z a5Y5; = Z(detAﬂ)yj
j=1 j=1
n
= Zdet(al, A2y .y A1, €5, Big 1y - -+, On) Yj
j=1
= det(ah"'aai—lay7a’i+17"'aan)'
Es folgt
T — det(ala sy i1, Y, it 1, - - aan)
! detA '

BEMERKUNG 6.7. Wenn wir K durch den kommutativen Ring R mit 1 ersetzen, dann kann man
ebenfalls die Determinante von A = (a;;) durch die Formel

detA := Z (sgn0)ag(1)100(2)2 - Ao(n)n
oESy
definieren. Manche der zuvor gemachten Aussagen und Beweise bleiben richtig, u.a. die Cramersche
Regel mit Beweis. Eine Matrix A € Mat(n,n; R) ist also genau dann invertierbar, falls detA
invertierbar in R ist.

Zwei Félle sind fiir uns wichtig:

(1) R ist der Ring aller K-Polynome (spéter) und

(2) R = Z. Im Fall R = Z sehen wir also, dass eine Matrix A € Mat(n,n;Z) genau dann in
Mat(n, n; Z) invertierbar ist, wenn detA = +1.



KAPITEL 7

Eigenwerte und Eigenvektoren

1. Definition

DEFINITION 1.1. Sei V ein K-Vektorraum und F' : V — V ein K-Endomorphismus. Ein Skalar
X € K heifit Figenwert von F, wenn es ein v € V' \ {0} gibt, so dass

F(v) = M.

Der Vektor v heifit ein zum Eigenwert A gehiriger FEigenvektor von F. Der Vektorraum FE) :=
Kern F' — AIdy heifit der zu A gehdrige Eigenvektorraum. Die Dimension on Ey heifit Multiplizitdt
des Eigenwerts A. Die Menge aller Eigenwerte von F' nennt man das (Punkt-)Spektrum von F.

Fiir A € Mat(n,n;K) nennt man die Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenvektorrdume von L4
auch die Figenwerte, Figenvektoren und FEigenvektorrdume von A, ebenso ist das Spektrum von A
definiert als das Spektrum von L 4.

M0 - 0
0 X -+ 0
BEISPIEL. Sei A = . . ) eine Diagonalmatrix. Dann ist e; Eigenvektor von A zum
0 0 - A\
Eigenwert A;. Der zu A € K gehorige Eigenvektorraum von A ist
AL — A 0 ey 0
0 Ao — A - 0
E)y =Kern (A—\,) = } ) .
0 0 e A — A
Man sieht leicht, dass Kern (A — Al,) = {0} fir A € K\ {A1,...,A\n}. Es gibt also nur die
Eigenwerte A1, ..., A,. Alle Vektoren in E := (J_, spane; \ {0} sind Eigenvektoren, und wenn die
A1, ..., Ay alle verschieden sind, dann ist jeder Eigenvektor in F. Falls mindestens zwei Eigenwerte
1 00
iibereinstimmen, gibt es weitere Eigenvektoren.ﬂ Sei zum Beispiel A = [0 1 0 |. Ein Vektor
0 0 2

1Ein Vektor v # 0 ist genau dann ein Eigenvektor zum Eigenvektor A, wenn es eine Familie (nilt € I) von
Skalaren mit Indexmenge I := {i € {1,...,n}|\; = A} gibt, so dass v = >, pse;.

103
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x
y | ist Eigenvektor genau dann, wenn entweder ((x,y) # (0,0) und z = 0) oder ((x,y) = (0,0)
z

und z # 0).

2. Motivation, Beispiele und Anwendungen

2.1. Ellipse. Auf V = R? betrachten wir die Funktion f: V — R, v = (;j) — ax? + 2bxy +
cy?. Was wissen wir iiber die Menge N = { <z> ‘ f (Zj) = 1}. Fiira = ¢ > 0, b = 0 ist es ein Kreis
von Radius 1/4/a um 0. Fiir a > 0, ¢ > 0, b = 0 eine Ellipse mit Symmetrie-Geraden span (é)

und span ((1)) Die Halbachsenléngen sind 1/y/a und 1/4/c.

SKIZZE
Was geschieht fiir a > 0, ¢ > 0, b beliebig?

a

Losungsmethode: Setze A := (b

b .
c)' Dann ist f(v) = vT Av.
Wir werden unter anderem sehen:

(1) A besitzt einen oder zwei Eigenwerte A1, Aa € R (evtl. Ay = A2) Sei Av; = Ajv; und
Avg = )\21]2, vi,v2 € V.
(2) N ist eine Ellipse mit Mittelpunkt 0, Symmetrieachsen span v; und span vy und Halbach-

senléingen 1/v/A; und 1/v/Xs.
SKIZZE

2.2. Trigheitstensor der Mechanik. A € Mat(3, 3;R) siehe Saaliibung vom 7.1.2008

2.3. Schwingende Saite. ZEICHNUNG

V ={f:1]0,L] — R unendlich oft differenzierbar}

Eine reine Eigenschwingung der Saite entspricht einer Losung der Gleichung
—cf"(x) = Mf(z),  f(0)=f(L)=0.

Die Konstante ¢ hingt nur von den physikalischen Parametern Saite ab. \/X/ 2m ist die Frequenz
der Schwingung (=Tonhohe)
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Wir definieren F' € End(V) als F(f) := —cf” und such nun nach Eigenvektoren von F. Beispiele
f(x) = sin(knz/L), A = k*n%c?/L2.

2.4. Quantenmechanik. Wasserstoffartiges Atom

U : R? — R Energiepotential

V ={f :R® — C| unendlich oft differenzierbar und / |f(2)|? da® < 0o+ Zusatzbedingungen}
R3

Unendlich-dimensionaler komplexer Vektorraum.

FiV =V, F(f)=— (5 + 2L+ )+ Uy

Eigenwerte von F' entsprechen moglichen Energien von gebundenen Zustédnden eines Elektrons.
Dies fiihrt zum Orbitalmodell der Chemie.

3. Grundlegende Eigenschaften
PROPOSITION 3.1. Sei f : V — V ein Endomorphismus und g : W — V' ein Isomorphismus. Der
Vektor v € V ist genau dann ein Eigenvektor von f, wenn g~ (v) ein Eigenvektor von f := g~ lofog

zum selben Eigenwert ist. Insbesondere ist X genau dann Figenwert von f, wenn A\ Figenwert von
f ist, und die Multiplizititen stimmen tiberein.

DIAGRAMM

Beweis. v ist Eigenvektor von f zum Eigenwert A < f(v) = v & g~ lo f(v) = ¢g71(Ww) &

(g7 o fog)g ' (v)) = Ag~(v) & g~ 1(v) ist Eigenvektor von f zum Eigenwert \. ]
Sei V nun ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Basis (b1, b2,...,b,), W = K" und g = V).
Dann ist f = EMMEZZ;U).

DIAGRAMM

Wir erhalten also das Korollar:

KOROLLAR 3.2. v ist Eigenvektor von f genau dann, wenn (V) ! (v) Eigenvektor von Matgl}:g(f)

zum selben Eigenwert ist.
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Sei nun weiterhin V' = K™ mit beliebiger Basis (by,...,b,) = (e1,...,e,)A. Dann ist Vi) = La.
Wir erhalten somit.

KOROLLAR 3.3. Sei A € GL(n,K) und C € Mat(n,n;K). Der Vektor Av € K" ist genau dann
ein Figenvektor von C, wenn v ein Eigenvektor von C := A=1 . C - A zum selben Eigenwert ist.

DIAGRAMM
DEFINITION 3.4. Zwei Matrizen C, C € Mat(n,n; K") heiBen dhnlich, falls es ein A € GL(n,K)
gibt mit C = A~1CA.
Ahnlich zu sein, ist eine Aquivalenzrelation.
Angenommen (b;) ist eine Basis von V, dann gilt fiir f € End(V):
bi)A — b;
Mat(y )4 (f) = A~ Mat (") () A.

Also sind C' und C' genau dann #hnlich, falls sie denselben Endomorphismus, aber evtl. in einer
anderen Basis beschreiben.

DEFINITION 3.5. Eine Matrix C' = (¢;;) heifit diagonal, falls ¢;; = 0 fiir ¢ # j. Sie heifit ¢rigonal,

falls ¢;; = 0 fiir ¢ > j. Ein Endomorphismus F' € End(V) heiit diagonalisierbar (trigonalisier-

bar), falls es eine Basis (b;) von V gibt, so dass Matgll:g( f) diagonal (trigonal) ist. Eine Matrix

C € Mat(n,n; K) nennen wir diagonalisierbar (trigonalisierbar), falls Lo diagonalisierbar (trigo-
nalisierbar) ist.

Achtung: ,,diagonalisierbar® ist nicht dasselbe wie ,,diagonal®.

Jede diagonale Matrix ist natiirlich auch trigonal, und jede diagonalisierbare Matrix ist auch tri-
gonalisierbar.

BEIsPIEL. Die Matrix (i’ é) ist nicht diagonal, aber sie ist diagonalisierbar. Denn
3 1)\ /1 1
(1 3)0) =)
3 1 1 1
(13) (&) = 2(4)

Wenn wir also L in der Basis by := (1), by = <_11) ausdriicken, dann folgt aus L£(b1) = 4b;
und L£(bs) = 2bs, also

(by,b2) (4 0
Mat(bibz)(ﬁc) = (0 2) )
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LEMMA 3.6. Eine Matriz C € Mat(n,n;K) ist diagonalisierbar (trigonalisierbar) genau dann,
wenn C zu einer diagonalen (trigonalen) Matriz dhnlich ist.

Beweis. Wenn C diagonalisierbar ist, dann gibt es eine Basis (b1,ba,...,b,) = (e1,€2,...,€,)A
von K", so dass D := Ma tEbl -b2) (Ec) diagonal ist. Aus dem Verhalten der Matrix einer hnearen

Abbildung unter Basmtransformatlon folgt D = A='CA. Somit C ist &hnlich zur Diagonalmatrix
D.

Ist umgekehrt C' dhnlich zur diagonalen Matrix D, sagen C = ADA~!, dann berechnet sich die
Matrix von L¢ in der Basis (b1, ba,...,b,) := (e1, €2, ...,e,)A wie folgt:

Mat(, ) (Le) = AT'CA = D.

Also ist C' diagonalisierbar.

Der Beweis, dass ,trigonalisierbar® dasselbe ist wie ,dhnlich zu einer trigonalen Matrix“, geht
vollig analog. m]

SATZ 3.7. Seien A1, Az,..., \; verschiedene Eigenwerte von f € End(V) und Ey,,...,Ey, die
zugehorigen Eigenvektorrdumen. Dann ist die Summe

E\, ® - ®E),

eine direkte Summe von Untervektorrdiumen.

Beweis. Wir zeigen den Satzt durch Induktion iiber k. Die Aussage ist offensichtlich fiir £ = 1.
Wir wollen nun die Aussage fiir £ — 1 annehmen und fiir k, & > 2 daraus folgern. Seien also
k verschiedene Eigenwerte A1, o, ..., Ar gegeben. Sei ZZ 1v; = 0 mit v; € E), gebeben, d.h.
f(vi) = A\jv;. Zu zeigen ist v; =0 fur alle 1.

Hierzu berechnen wir fiir

k k
0= (f—MIdy)(0) = (f—Aldy) (Z m) - Z( F(v) Am) S = Av = 3 (- M.
=1 =1 1=2
Nach Induktionsvoraussetzung gilt also (A; — A1)v; = 0 fiir alle ¢ € {2,...,n} und somit v; = 0 fiir
solche i. Daraus folgt auch v; = 0, also das zu zeigende. O

FOLGERUNG 3.8. Ist n = dimV < oo, dann gibt es hochstens n verschiedene Eigenwerte. Es
gilt sogar: die Summe der Multiplizititen ist hochstens n.

Die Summe der Multiplizitéiten kann auch kleiner als n sein: Die Matrix (8 (1)) besitzt nur den

Eigenwert 0, und dieser Eigenwert hat die Multiplizitdt 1 < 2. Die Matrix (01 (1)) hat (iiber

dem Korper K = R) keine Eigenwerte.
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SATZ 3.9. Sei V endlich-dimensional und f € End(V). Wir schreiben das Spektrum von f als
{A1,..., A}, wobei alle \; verschieden seien. Dann sind dquivalent:

(a) f ist diagonalisierbar
(b) V.= Ex +---+ Ex,
(c) V=E\ & - ®E),

Beweits.
»(a)=(b)* Falls f diagonalisierbar ist, dann gibt es eine Basis (b1, ...,b,) von V mit f(b;) = u;b;.
Sei J; :={j €{1,2,...,n}|p; = N}, somit Ex, = (b;|j € J;). Es folgt offensichtlich

V =span(by,...,by) = Ex, + Ex, + - + Ej,.

»(b)=(c)* folgt direkt aus dem letzten Satz

»(c)=(a)“ Wahle eine (b1,1,...,bm,,1 von Ey,, eine Basis (b12,...,bm,,2) von Ey,, ..., und eine
Ba51s ( 1ks -+ Dmy,k) VOI E>\k Wir vereinigen diese Vektoren zur Familie B = (b;|i € I), I =
{(1,1),. (mk7 )}, die eine Basis von V ist. Es folgt

A 0 0 - 0
O M O - 0
Matg(f)=[ O 0 Ao O
0O 0 0 - X

Die Charakteristische Polynom-Funktion. Fiir einen Endomorphismus f € End(V),
dimV < oo, definieren wir die charakteristische Polynom-Funktion von f als x5y : K — K,
Xr(A) = det(Aldy — f). Analog definieren wir fiir eine Matrix A € Mat(n,n;K) die charakte-
ristische Polynom-Funktion von A als x4 : K — K, xa(\) = det, (AL, — A).

PROPOSITION 3.10. xf(\) =0 genau dann, wenn X ein Eigenwert von f ist. Analoges gilt fiir

eine Matriz A.

Beweis. X\ Eigenwert von f gdw 0 # E) = Kern (f — Mdy) = Kern (AIdy — f) gdw AIdy — f
nicht invertierbar gdw det(Aldy — f) = 0. O



KAPITEL 8

Euklidische und unitire Vektorriaume

1. Bilinear-Formen

DEFINITION 1.1. Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung F': V x V — K heifit Bilinearform auf
V' (iber K), falls fiir alle w € V' die Abbildungen V — K, v — F(v,w) und V — K, v — F(w,v)
linear (iiber K) sind.

Den Raum aller Bilinearformen auf V' bezeichnen wir mit Bilin(V'). Eine Bilinearform F € Bilin(V)
heifit symmetrisch, falls F(v,w) = F(w,v) fiir alle v, w in V. Den Raum aller symmetrischen
Bilinearformen auf V bezeichnen wir mit Sym?(V).

Mit der Addition von K-wertigen Funktionen und mit der Multiplikation mit Skalaren von Funk-
tionen ist Bilin(V) ein K-Vektorraum. Die Menge Sym? (V) und A?(V) sind Untervektorriume von
Bilin(V).

BEISPIELE. (1) Die Abbildung V x V — K, (v,w) +— 0 ist eine Bilinearform.
(2) K=R. Auf R" definieren wir

Tl Y1
T2 Y2 n
: : i=1
Tn Yn

n
Die Abbildung (-, -) ist eine symmetrische Bilinearform. Es heifit das kanonische Skalarprodut
auf R™.

(3) K =R. Auf R* definieren wir

x Y1

xr

< 2 ) b2 > = 21Y1 + T2Y2 + T3Y3 — T4Ys.
3 Y3
T4 Y4/ 31

Die Abbildung (-, - )31 ist eine symmetrische Bilinearform. Die Raumzeit der Speziellen Re-
lativitéitstheorie ist R* versehen mit der symmetrischen Bilinearform (-, - )3 1.
(4) Seien a,b € V'. Dann definieren wir ¢ ® b € Bilin(V') durch:

(a ®@b)(v,w) = a(v) - b(w).

109
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Auf R™ gilt also (-, -), =Y el ®el.

Beschreibung von Bilinearformen in Basen:
Sei F' € Bilin(V') und (b1, ...,b,) eine Basis von V. Dann definieren wir die Matrix
mat(bi)(F) = (F(bi, bj))i,je{l 7777 n} € Mat(n, n; K)
LEMMA 1.2. Sei (by,...,b,) eine Basis von V. Die Abbildung mat, : Bilin(V') — Mat(n, n; K)
ist ein Isomorphismus.
Beweis. Es ist klar, dass diese Abbildung K-linear ist. Zu zeigen ist also die Injektivitit und die
Surjektivitit.
Sei (bf,...,b]) die duale Basis zu (b1,...,b,). Fir A = (a;;) € Mat(n, n;K) definieren wir

Bilin,,) (A Z Z aijbi @ by

=1 j=1
Wir rechnen nach:
n n
(Blhn(bl)(A)) (bk, bl) = Z a”b’ ® b bk, bl)
i=1 j=1
= Z Z aij by (br) b (br)
i=1 j=1 \6"’\/-’
ik 451
=  Qgl-
Also ist
(1.3) mat ) (Biling,)(4)) = (am)u = A.

Also ist mat,y : Bilin(V) — Mat(n, n; K) surjektiv. Wir bestimmen den Kern dieser Abbildung:
Sei also F' € Kern (mat,)) in anderen Worten F ist eine Bilinearform auf V' mit F(b;,b;) = 0 fiir
alle ,j. Sei v =", v;b; und w = >, w;b;. Dann sehen wir

;vibi,;wjbj ZZ’U,L’UJ] bz,b =0.

=1 j=1 -0

also ist der Kern gleich {0}, und somit die Abbildung injektiv. Aus ([3) folgt auBerdem, dass
Bilin(,,) die Umkehrabbildung von mat,) ist. O

Man sieht nun leicht, dass eine Bilinearform genau dann symmetrisch ist, falls die zugehorige Matrix
symmetrisch ist. (Eine symmetrische Matrix ist eine quadratische Matrix (a;;) mit a;; = a;;, d.h.
eine quadratische Matrix A mit A7 = A.)
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UBUNGSAUFGABE 1.4. Die Abbildung Bilin(V) — Hom(V, V'), F + (v + F(v,-) € V') ist
ein Isomorphismus.

Basistransformation. Seien (by,...,b,) und (dy,...,d,) = (b1,...,b,)C zwei Basen von V. Welche
Relation besteht zwischen mat ,,)(F) und matg,)(F)?

Wir schreiben dazu C = (c¢;;)ij, also dj = >, ¢ijb;.

F(di,dj) = F(chzbk7zcl] )

k=1 =1

n
E criciy F(br, by).

1=

I
NE

£
Il
=

Dies bedeutet
(1.5) matq,)(F) = C" (mat,)(F)) C.

Wieso ist diese Transformationsformel anders als die von Hom(V,V')?

Ein F € Bilin(V') kann man mit der obigen Aufgabe als Hom(V, V') auffassen. Dann gilt

mat ) (F) = Matgb,;(F)

wobei (b},...,b),) die duale Basis zu (by,...,b,) ist. Sei nun (di,...,d,) = (b1,...,b,)C ei-
ne andere Basis. Man sieht dann leicht, dass fiir die dualen Basen die Relation (d},...,d]) =
(), ..., ) (CT)~1 gilt. Also folgt ([CH) aus der Transformationsformel fiir Homomorphismen.

2. Reelle Skalarprodukte und Euklidische Vektorrdume

In diesem Abschnitt K = R.

DEFINITION 2.1. Eine symmetrische Bilinearform G € Bilin(V') heifit positiv definit, falls G(v,v) >
0 fiir alle v € V' \ {0}. Eine positiv definite symmetrische Bilinearform bezeichnen wir auch als
Skalarprodukt (auf V' ). Ein Euklidischer Vektorraum ist ein Paar (V,G), wobei V ein reeller Vek-
torraum und G ein Skalarprodukt auf V ist.

BEISPIELE. (a) Das kanonische Skalarprodukt auf R™ ist positiv definit, denn

T T n T
< L > =0 & > =0 « L =o0.
Tn Tn

i=1
n Zn
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(b) Die symmetrische Bilinearform (-

7'>
0 0
0 0
(N -
1 1

(c) Sei (b;]i € I) eine Basis von V. Dann definiert

G=> b

icl

3,1 ist nicht positiv definit, denn

eine positiv definite symmetrische Bilinearform auf V. Diese Summe ist selbst dann wohlde-
finiert, wenn V' unendlich-dimensional ist. Jeder reelle Vektorraum besitzt also ein Skalarpro-
dukt, aber es ist natiirlich nicht eindeutig bestimmt.

(d) Sei V = C([0,1],R) der Raum der reellwertigen, stetigen Funktionen auf dem Intervall [0, 1].
Dies ist ein reeller Vektorraum. Man definiert nun fiir f,g € V:

Glf9) = [ Folg(a) e
[0,1]
Diese Abbildung definiert ein Skalarprodukt auf V.
Sei (V, G) ein Euklidischer Vektorraum (reeller Vektorraum mit Skalarprodukt). Wir sagen z,y € V
sind orthogonal, falls G(x,y) = 0. Wir schreiben dann x L y.
Ist A eine Teilmenge eines Euklidischen Vektorraums (V, G), dann definieren wir
At ={weV|wlv Yve A}

UBUNGSAUFGABE 2.2. Ist V endlich-dimensional und ist U ein Untervektorraum, so gilt

UHt =u, UoUt=V.

Man nennt dann U+ das orthogonale Komplement von U.

SATZ 2.3 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Auf einem Euklidischen Vektorraum (V,G) gilt fiir alle
z,yeV
G(z,y)? < G(z,2)G(y,y)

und Gleichheit gilt genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind.

Beweis. Die Aussage ist offensichtlich richtig, wenn y = 0.
Im Fall y # 0 betrachten wir

0 <Gz — My, z — \y) = Gz, ) — 20G(z,y) + N2G(y,y) =: P()\).
Wir setzen dann A := G(z,y)/G(y,y). (Dies ist das Minimum von P()).)
GRAPH VON P()).
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Dann ergibt sich
0< G(’Jl,l’) - G(Za y)Q/G(ya y)a
woraus sich die Ungleichung direkt ergibt.

Gleichheit gilt genau dann, wenn G(z — Ay, — \y) = 0, also wenn = = Ay. Wir haben also
Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhéngig sind. O

DEFINITION 2.4. Fiir einen Euklidischen Vektorraum (V, G) definieren wir die (von G induzierte)
Norm als

lzlle = v Gz, x)
fir allex € V.

Dann schreibt sich die Cauchy-Schwarz-Ungleichung als
Gz, )] < llzllclylle-

Die Norm || - ||¢ erfiillt die Eigenschaften:

(1) |lz|]lg > 0 fiir alle x € V' \ {0},
(2) [Mz|le = |\ ||z]l¢ fiir alle z € V und alle X € R,
3) llz+ylle < llzlle + llyllg fir alle z,y € V' (Dreiecksungleichung).

Einen reellen Vektorraum V zusammen mit einer Abbildung || - || : V — [0,00), der diese drei
Eigenschaften erfiillt, bezeichnet man als normierten Vektorraum.

Beweis. Eigenschaft (1) und (2) sind offensichtlich. Wir rechnen:

le+yle = Gl+ye+y) =Ga,2)+Gr,y) + Gy, 2) + Gly,y)
= aliE + IyllE +2G(,y) < |2l + vl + 2lzllclyle = (lzle + lylle)?,
und hieraus folgt die Dreiecksungleichung unmittelbar.

Winkel

DEFINITION 2.5. Sind v,w € V' \ {0}, so definiert man den Winkel zwischen v und w als die Zahl
a € [0, 7], so dass
G(v,w)
COS O = .
[l fJwl]

Orthogonale und orthonormale Basen

DEFINITION 2.6. Sei (V,G) ein Euklidischer Vektorraum. Eine Familie (v;|i € I) von Vektoren in
V hei8t orthogonal, falls v; L v; fir 4,5 € I, © # j. Sie heifit orthonormal, wenn sie orthogonal ist
und zusétzlich gilt ||v;||¢ =1 fiir alls ¢ € 1.
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LEMMA 2.7. Jede G-orthogonale Familie (v;|i € T) mit v; #0 Vi € I ist linear unabhdingig.

Beweis. Sei (\;]i € I) eine quasi-endliche Familie von Skalaren und . _; A;v; = 0. Wir rechnen

fiir beliebiges j:

icl

0=Glvj, Y Nivi) = >_ A Gluj,v) = Njllv; |12
i€l el o
=0, falls i#;
Da ||vj|l¢ # 0, folgt A; = 0. O
Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren Aufgabe: Eine Basis (v1,...,v,) von V sei gege-
ben. Man bestimme eine Orthonormalbasis (b1, ..., b,) von V.

Wir geben eine rekursive Definition an und zeigen simultan induktiv, dass die bisher definierten
Vektoren eine orthonormale Familie bilden.

b1 = U_l
[[or]]

Offensichtlich ist die einelementige Familie (b1) orthonormal.

52 = V2 — G(’Ug, bl)bl.
Wir rechnen G(Bg, b1) = G(va,b1) — G(va,b1)G(b1,b1) = 0. Nun normieren wir

b
bg = ,,—2
[[b2]]
Nun G(bg,bs) = 1. Also ist (b1, be) orthonormal.
Sei nun (by, ..., bg) orthonormal k < n. Wir setzen

k
b1 = U1 — Z G(v1,bi)b;.
=1

Wir rechnen

k
G(brt1,bs) = G(vkg1,b;) — Y G(vky, bi) G(biy by) = 0.
6”'
Nun normieren wir ~
bry1
bk+1 = —= .
[[br+1]]

Also ist nun (by,. .., bky1) orthonormal.
Bemerkung: Die so konstruierten Vektoren erfiillen aulerdem

span{by,..., by} = span{vy,..., vk}
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fir alle £ € {1,...,k} und G(vk,br) > 0. Zu gegebener Basis (v1,...,v,) gibt es genau eine
orthonormale Basis (b1,...,b,) mit diesen Zusatzbedingungen. Dies kann man nutzen, um die
obige Formel herzuleiten, wenn man sie nicht auswendig weif.

3. Sesquilinearformen, Komplexe Skalarprodukte und unitire Vektorrdume

In diesem Abschnitt ist immer K = C, und V', W, ... sind C-Vektorrdume.

Ziel: Wir hitten gerne auch ein Skalarprodukt auf einem endlich-dimensionalen C-Vektorraum.
Daraus wollen wir wie im reellen eine Norm definieren.

Problem: Ist B eine Bilinearform auf V. Es gelte B(v,v) € Rt = (0,00). Dann gilt B(iv,iv) =
i?B(v,v) € R™. Somit ist y/B(v,v) nicht immer definiert! Es gibt also keine positiv definiten
Bilinearformen auf komplexen Vektorrdumen.

Abhilfe: Sesquilinearformen. sesqui (latein.) bedeutet anderthalb.

Zuvor wollen wir kldren, was ,,semi-linear* bedeutet: Eine Abbildung f: V — W heifit semilinear
(oder konjugiert linear), falls fiir alle v,w € V und X € C gilt:

fotw)=f)+flw)  fOw)=Af(v).

BEISPIELE. (1) Die Konjugation C — C, z — Z ist semilinear.

<1 21 21
(2) Die Konjugation von Vektoren in C" ist semilinear: C* — C", | : [+~ | 1 | =

Zn Zn Zn
(3) Die Konjugation von Matrizen ist semilinear: Dann ist

Mat(n, m; C) — Mat(n, m; C), A = (a;;) — A= (a;)

semilinear.

Alle semi-linearen Abbildungen sind R-linear, aber sie sind im allgemeinen nicht (C-)linear. Eine
Abbildung f:V — W die linear und semi-linear ist, erfiillt

fliv) = if(v) = —if(v),
also f(v) = 0 fiir alle v € V. Die Verkettung von zwei semilinearen Abbildungen ist linear.

Viele Aussagen, die fiir lineare Abbildungen gelten, gelten auch fiir semilineare. Muss man alles
neu zeigen? Nein, es wird einfacher, wenn wir einen Trick anwenden. Wir definieren den zu V
komplex konjugierten Vektorraum V. Als Menge und als additive Gruppe definieren wir V = V.
Wir versehen aber V mit einer anderen Multiplikation mit Skalaren. Wenn - die Multiplikation mit
Skalaren in V ist, dann definieren wir die Multiplikation x von V als A x v := X -v. Man iiberpriife
die Vektorraumaxiome! Nun ist Idy : V = (V,+,-) — V = (V,+, x) semi-linear und nicht mehr
linear. Es folgt, dass f : V — W genau dann semi-linear ist, wenn f : V — W linear ist, und dies
gilt genau dann, wenn f : V — W linear ist.
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Wir sehen: Der Kern und das Bild einer semi-linearen Abbildung sind (komplexe) Untervek-
torrdume. Bijektive semi-lineare Abbildungen bilden Basen auf Basen ab, etc..

DEFINITION 3.1. Sei V' ein komplexer Vektorraum. Eine Abbildung G : V x V — C heifit ses-
quilinear, falls fiir alle w € V die Abbildung V' — C, v — G(v,w) linear ist, und die Abbildung

V — C, v — G(w,v) semi-linear ist. Den Raum aller Sesquilinearformen auf V' bezeichnen wir mit
Sesqui(V).

Eine Sesquilinearform G heifit hermitesch, falls

G(w,v) = G(v,w).

Eine Sesquilinearform G heifit positiv definit, falls fiir alle v € V' \ {0} gilt:
G(v,v) € R und G(v,v) > 0.

BEISPIELE.

(1) Firv=>3 7 vie;,w =Y., we; € C" definieren wir
n
(v, w)C = Zviu_)z- =vTw.
i=1
Die Abbildung (v,w) + (v,w)$ ist sesquilinear, hermitesch und positiv definit. Man nennt
dies das kanonische Skalarpordukt auf C".
(2) Sei A = (a;;) € Mat(n,n;R). Notation A = (a;;). Wir definieren G 4(v,w) := v Aw. Diese
Abbildung ist sesquilinear.
Ga(w,v) = wl Av = 9T ATw = vT ATw = G 47 (v, w).

Wenn also AT = A gilt, so ist G 4 eine hermitesche Sesquilinearform auf C". Umgekehrt, wenn
G 4(w,v) hemitesch ist, dann haben wir auch

ai]- = GITA@]' = GA(@Z',GJ') = GA(ej,ez-) = d]’i.
Also gilt dann auch A = AT. Konkretes Beispiel:

1
A=1|—i
0

QDN .

0
o
1
DEFINITION 3.2. Wir sagen A € Mat(n,n;C) ist hermitesch (oder selbstadjungiert), falls AT = A.
LEMMA 3.3. Jede positiv definite Sesquilinearform ist hermitesch.

Beweis. Sei G eine positiv definite Sesquilinearform auf V. Dann gilt fiir z,y € V
R> Gz +y,x+y) =Glz,2) +G(x,y) + Gy, ) + Gy, y)
S~—— S~——

€R €R
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also G(z,y) + G(y,z) € R. Dies gilt auch dann noch, wenn wir = durch iz ersetzen, d.h. R >
G(iz,y)+G(y,iz) = iG(x,y)—iG(y, ). Dies impliziert ImG(z,y) = —ImG(y, z) und ReG(z,y) =
, )

ReG(y,x), d.h. G(y,z) = G(y, x). ]

DEFINITION 3.4. Ein (komplexes oder unitéres) Skalarprodukt auf V ist eine positiv definite Sesqui-
linearform auf V. Ein unitirer Vektorraum ist ein Paar (V, G), wobei V ein komplexer Vektorraum
und G ein komplexes Skalarprodukt auf V' ist. Wir setzen auch

vl = VG (v,v).

Der Vektor v heit normiert, falls ||v||¢ = 1. Zwei Vektoren v und w sind (G-)orthogonal (in
Formeln: v L w), wenn G(v,w) = 0.

Wenn (v, w) — G(v,w) ein komplexes Skalarprodukt ist, dann ist (v, w) — ReG(v,w) ein reelles
Skalarprodukt, das wir als ReG notieren. Es gilt ||v]|¢ = ||v||req, das heifit || - ||¢ ist wiederum
eine Norm auf dem reellen Vektorraum V. Es gilt sogar ein bisschen mehr:

(1) |lz]lg > 0 fiir alle x € V' \ {0},
(2) [Mz|le = |\ ||z]l¢ fiir alle z € V und alle A € C,
3) lz+ylle < ||lzlle + ||yl fiir alle z,y € V' (Dreiecksungleichung).

Die Relation (2) gilt nicht nur fiir alle A € R, sondern sogar fiir alle A € C:

Izl == Oz, Ar)e = /A, 2)e = VI|zle = A elle.

SATZ 3.5 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung).
|G(v,w)| < vllellwlle

Beweis. Schreibe G(v,w) = rz mit r € RT, |z2| = 1. Also z = z~1. Also
r=G("v,w) = ReG(z v, w) < [l27 0[lrecw]rec = Iz vllc]wlc-
Da G(z v, 27 ') = 27 1271G(v,v) = G(v,v) folgt ||z~ v]lc = ||v] c- ]
Eine C-Basis (by,...,by,) eines unitiren Vektorraums (V, G) ist orthonormal (beziiglich G), falls
G(bi, bj) = ;5.

Die kanonische Basis von C" ist orthonormal beziiglich G.

Gram-Schmidtsches Verfahren Gegeben sei eine Basis (v1,...,v,) von (V, G). Wir bestimmen eine
Orthonormalbasis wie folgt:
U1
1= .
[[o]]

k
b1 := U1 — ZG('Uk+17 b )br..
i—1
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br41

bk+1 = —= .
1681

4. Isometrien und orthogonale Matrizen

In diesem Abschnitt K = R, alle Vektorrdume sind Euklidische Vektorrdume. Wir schreiben das
Skalarprodukt auf V" als (-, - )v.

DEFINITION 4.1. Seien V und W FEuklidische Vektorrdume. Ein Abbildung f : V' — W heifit
Isometrie, falls f linear ist und

(f(v), f(0)w = (v,0)v Yv,v € V.

Ist f zusétzlich ein Isomorphismus, so nennt man f einen isometrischen Isomorphismus.

Isometrien sind immer injektiv, denn sei f eine Isometrie und v € Kern f. Dann folgt also

0= {f(v), f))w = (v, v)v

und somit v = 0.

BEISPIEL. Die Abbildung R — R?, x — (3) ist eine Isometrie von (R, (-, -)1) nach (R?, (-, -)2),

aber kein Isomorphismus.

DEFINITION 4.2. Zwei Euklidische Vektorrdume V und W heiflen isometrisch isomorph, falls es
einen isometrischen Isomorphismus f: V' — W gibt.

Die Relation isometrisch isomorph ist eine Aquivalenzrelation.

KOROLLAR 4.3. Sein € N. Jeder n-dimensionale Euklidische Vektorraum ist isometrisch iso-
morph zu (R™, (-, - )n).

Beweis. Sei (V, (-, -)v) ein endlich-dimensionaler Euklidischer Vektorraum, n = dim V. Wéhle
zunéchst eine Basis von V. Wir konstruieren mit dem Gram-Schmidtschen Verfahren eine Or-
thonormalbasis (b1, ..., by,). Dann ist V() ein isometrischer Isomorphismus von (R", (-, -)) nach

(V,G). 0

PROPOSITION 4.4. Seien (V,(, )v) und (W, (, Yw) Euklidische Vektorrdume, f € Hom(V, W)
und (b;li € I) eine orthonormale Basis von V. Dann ist f eine Isometrie genau dann, wenn
(f(b;)|i € I) eine orthonormale Familie ist.

Beweis. Wenn f eine Isometrie ist, so gilt (f(b;), f(b;))w = (bi,bj)v = d;j, also ist (f(b;)|i € I)
orthonormal. Sei nun umgekehrt (f(b;)|[¢ € I) orthonormal. Wir zerlegen gegebene v,w € V in
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v =7 crvibj und w =3, ; w;b; und erhalten dann

(f@), f)w = (FO_vibi), FOQ wibi))w

icl el
= O uifb:), > wif(b)w
i€l Jel
= viw; (f (i), f(b;))w
= in'<biab'>
= <Z’l}ibi,zwjbj>v
i€l Jjel
= <an>V

DEFINITION 4.5. Eine Matrix A € Mat(n, n; R) heifit orthogonal, falls L4 : R™ — R™ eine Isometrie
ist.

Wenn L 4 eine Isometrie ist, so ist diese Abbildung auch injektiv. Alle injektiven Endomorphismen
eines endlich-dimensionalen Vektorraums sind bijektiv. Also ist £4 ein isometrischer Isomorphis-
mus (sogar ein isometrischer Automorphismus).

SATZ 4.6. Aquivalent sind fir A € Mat(n,n;R)

) A ist orthogonal,

) AT st orthogonal,

) AAT =1,

) ATA=1,,

) die Spalten von A bilden eine orthonormale Basis,
) die Zeilen von A bilden eine orthonormale Basis.

Beweis. (1) & (5): Wenn L4 eine Isometrie ist, dann ist (Laeq,...,Lae,) eine orthonormale
Familie, dies sind aber gerade die Spalten von A.
(2) < (6): genauso, wenn wir A durch AT ersetzen.
(5) < (4): Bezeichne die i-te Spalte von A mit a;. Der Koeffizient der Matrix A7 A zum Indexpaar
(i,7) ist (AT A);; = (a;, a;)n. Dies ist genau dann gleich d;;, wenn (ay, ..., a,) orthonormal ist.
(3) & (6): genauso, wenn wir A durch AT ersetzen.

(4): ATA = 1,, gdw A ist Linksinverses zu AT gdw A ist Rechtsinverses zu AT gdw
A=1,. O

Die orthogonalen n x n-Matrizen, versehen mit der Matrizenmultiplikation, bilden eine Gruppe,
die sogenannte orthogonale Gruppe O(n). Es ist eine Untergruppe von GL(n,R).
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5. Isometrien von unitiren Vektorrdumen und unitire Matrizen

In diesem Abschnitt K = C. Alle Vektorrdume sind unitdre Vektorrdume. Wir schreiben das
Skalarprodukt auf V" als (-, - )y . Viele Beweise sind fast genauso wie im reellen Fall, viele Aussagen
folgen sogar direkt aus dem reellen Fall.

DEFINITION 5.1. Seien V und W unitéire Vektorrdume. Ein Abbildung f : V' — W heifit Isometrie,
falls f linear ist und

(f(v), f(0)w = (v,0)v Yv,v € V.

Ist f zusétzlich ein Isomorphismus, so nennt man f einen isometrischen Isomorphismus.
Zwei unitidre Vektorrdume V und W heiflen isometrisch isomorph, falls es einen isometrischen
Isomorphismus f : V — W gibt.

KOROLLAR 5.2. Sein € N. Jeder n-dimensionale unitire Vektorraum ist isometrisch isomorph

Beweis wie im reellen Fall.

PROPOSITION 5.3. Seien (V,(, )v) und (W, (, yw) unitire Vektorriume, f € Homc(V, W) und
(b;|i € I) eine orthonormale Basis von V. Dann ist f eine Isometrie genau dann, wenn (f(b;)|i € I)
eine orthonormale Familie ist.

DEFINITION 5.4. Eine Matrix A € Mat(n,n; C) heifit unitdr, falls £4 : C* — C™ eine Isometrie
ist.

Wenn L 4 eine Isometrie ist, so ist diese Abbildung auch injektiv. Alle injektiven Endomorphismen
eines endlich-dimensionalen Vektorraums sind bijektiv. Also ist £4 ein isometrischer Isomorphis-
mus (sogar ein isometrischer Automorphismus).

SATZ 5.5. Aquivalent sind fiir A € Mat(n,n;C)

1) A ist unitdr,

2) A ist unitdr,

3) AT ist unitr,

4) AT st unitir,

5) AAT — 1,

6) ATA—1,,

7) die Spalten von A bilden eine orthonormale Basis,
8) die Zeilen von A bilden eine orthonormale Basis.
Beweis. (1) < (2): (a1,...,a,) ONB & (a;,a;)S = 0;; & (a;,a;)S = 0;; = 6ij & (ay,...,an)
(3) & (4): wie (1) & (2)

(1) & (7) und (3) < (8): wie im reellen
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(7) < (6): Bezeichne die i-te Spalten von A mit a;. Der Koeffizient der Matrix AT A zum Indexpaar
(i,7) ist
(AT A)yj = aj a; = (@i, a;)5; = (ai, a;)§ = (ay, ai)y,.

Dies ist genau dann gleich d;;, wenn (as, ..., a,) orthonormal ist.
(8) < (5): Folgt aus (7) < (6) wenn wir A durch AT ersetzen und (5) konjugieren.
(5) < (6): wie im reellen. |

Die unitdren n x n-Matrizen, versehen mit der Matrizenmultiplikation, bilden eine Gruppe, die
sogenannte unitire Gruppe U(n). Es ist eine Untergruppe von GL(n, C).

6. Die Topologie von Euklidischen und unitiren Vektorrdumen

Hier K =R oder K =C.

Sei (V, (-, -)) ein Euklidischer oder unitérer Vektorraum. Dann ist || - ||y eine Norm auf V. Wir
definieren hieraus eine Metrik

v:VxV >R, dv(z,y) == ||z —yllv.

Der reelle Vektorraum R™ und der komplexe Vektorraum C™ erhalten die aus der Analysis bekann-
ten Standardtopologien.

PROPOSITION 6.1. Sind V und W endlich-dimensionale Fuklidische bzw. unitire Vektorrdume,
so ist jeder Homomorphismus f :V — W stetig.

Beweis. Sei (bi,...,b,) eine Orthonormalbasis von V. Wir schreiben einen Vektor v € V als
v =", v;b;. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (Saalﬁbungﬂ ) sehen wir

Sor g |vil < v/nllv]lv. Andererseits

I1f (v HW_HfZ'Uz Mw

<Z|vzll\f Mw < max £t |\WZ|vz|<f cmax (L G)lwllvllv = Cllvlv

mit ¢' = \/_maxie{l,...,n} |||f( i)HW-
Sei € > 0 gegeben. Wir setzen 6 := ¢/C. Dann gilt fiir z,y € V mit dy (z,y) < ¢:
dw (f(x), f () = lf(x) = fFWlw = If (v —w)[w < Cllv —w|v < Cd =e.

V1 +1 +1
'n der Basis (b1, ..., bn) rechnet man nach, vgl. Saaliibung: 37 |v;| = ( S s Pl o s
Un +1 +1
Jallol.
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Also ist die Abbildung stetig. O

Topologie von V' x W. Wir versehen V' x W mit der Norm und Metrik

I, w)lvsw = /Ivll} + wlfy  veViweW

dy xw (v, w), (0,)) = ||(v—0,w — D]y xw v, 0 € Vyw,w e W.
LEMMA 6.2. Seien V,W, Z endlich-dimensionale Euklidische bzw. unitdre Vektorrdume mit Nor-
men || - |lv, || - lw und || - ||z und F : V. x W — Z eine bilineare (oder sesquilineare) Abbildung.

Dann gibt es eine Konstante C € R, so dass fiir alle v €V und w € W gilt:
[1F (v, w)llz < Cllvflv [Jwllw.

Beweis. Wir wihlen Orthonormalbasen (by,...,b,) von V und (c1,...,¢n) von W und schreiben
v=> " vb und w = 2?21 wjcj. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung sieht man

n m
dolvil < Valely Y fwil < Vimjw]w.

i=1 j=1

Dann gilt mit der Dreiecksungleichung der Norm auf Z

E o, w)llz = 11D viwiF(bise) 2

i=1 j=1
ZZ vil [w; | [[F(bi, ¢j)llz < vnmlvllv [wllw e ma ”F(bMCJ)HZ
i=1 j=1 ’

Das Lemma folgt also fiir C' := /nm max;eqy,... n} MaxXjeqi,... m} | F(bi cj)||Z. O

KOROLLAR 6.3. Seien V, W und Z endlich-dimensionale Fuklidische bzw. unitire Vektorrdume
und seit F 1V x W — Z bilinear (oder sesqulinear). Dann ist F stetig.

Beweis. Fiir alle v,a € V und w,b € W gilt
[F(vta, wtb)=F(v,w)||z = [|[F(a,w)+F(v,b)+F(a,b)|| z < [[F(a, w)|| 2+ F(v,0)|| 2+ F(a, )| z
< C([[vllvibllw + llallv[[w(lw + [lallv[[6]lw)-
Zu gegebenem € > 0 und festem v € V und w € W definieren wir
0= 1 min{ ‘ , ¢ , ﬁ} .
C Avlv + 17 4fwljw + 17 4
Sei dy xw ((v + a,w + b), (v,w) <, d.h. 6 > [|(a,b)|lvxw = +/lallz + [|b]|Z,, also ||a]y < 6 und
|Ib|[w < d. Dies impliziert

dz(F(v + a,w + ), F(v,w)) = |F(v+a,w+b) - F(v,w)llz < C{([v]lv6 + swllw +62) < e
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7. Reelle Hauptachsentransformation

In diesem Abschnitt sei K = R. Wir schreiben das kanonische Skalarprodukt auf R™ als (-, -) und
die zugehorige Norm als || - ||. Ein Vektor v heifit normiert, falls ||v|| = 1. Sei S"~! die Menge der
normierten Vektoren x € R™. Diese Menge S™~! ist beschrinkt und abgeschlossen, also kompakt
und folgenkompakt (Analysis).

SATZ 7.1. Sei V ein endlich-dimensionaler Buklidischer Vektorraum und F € Sym?(V). Dann

gibt es einen Vektor xp € S"~ ! so, dass

F(w,w)

F(l‘p, QL‘F) S EETe———
[[w]|?

fir alle w € V'\ {0}.

Beweis. Da (V, (-, -)v) isometrisch isomorph zu (R, (-, -),) ist, konnen wir 0.B.d.A. V = R"”
und (-, -)v = (-, ), annehmen. Die Abbildungen

i Sl SR T
A:R" - R" xR, z— (z,2)
F:R"xR" >R
sind stetig. Wir verketten sie und erhalten eine stetige Abbildung
F:.58"1 SR, x— F(z,x).
Da S7—1 koAmpakt ist, ist das Bild von F Dbeschriinkt und es gibt ein xp € S™! mit F(:cp, Tp) =
mingcgn—1 F(z) (Analysis!).
Sei nun w € V' \ {0}. Dann ist w/||w| € S~ und somit gilt
woow F(w,w)

Flowae) < (0, ) = £l
[l el [w]?

PROPOSITION 7.2. Seien V, F und xp wie oben. Dann gilt firy € V:
ylazp = F(y,xp)=0.

Beweis. Angenommen es gebe ein y mit y L xp und F(y,zr) # 0. O.B.d.A. ||y|| = 1. Dann gilt
lzr + tyl® = (xr + ty, xp + ty) = (wp, xp) +2t (2,y) + (y,y) = 1+ 7 > 1.
—— —— ——

=1 =0 =1
Sei p wie oben. Dann gilt

f(t) == F(xp + ty,op + ty) > pller +ty|* > p
und andererseits

f(t) = F(zp +ty,zp +ty) = Fap,rr) + 2tF(y,zr) + °F(y,y) = p + 2tF(y,zp) + tQF(y,y).
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Also nimmt die quadratische Polynom-Funktion ¢ — f(¢) ihr Minimum in 0 an, d.h. 0 = f/(0) =
2F (y,zF). O

THEOREM 7.3 (Orthonormale Hauptachsentransformation von reellen Bilinearformen). Sei (V, (-, -))
ein n-dimensionaler Fuklidischer Vektorraum, F € Sme(V). Dann gibt es eine Orthonormalbasis
(b1y...,by) und \,..., A\, € R so dass

A O 0

0 X 0
mat(bi)(F) = .

0 O An

Anders ausgedriickt:
F(bi, b]) = 5ij)\i-

Bemerkung: Die verschiedenen Versionen der Hauptachsentransformation werden oft auch als Syl-
vesterscher Tragheitssatz bezeichnet.

Beweis durch Induktion tber n..

Induktionsanfang: Die Behauptung ist offensichtlich fiir n = 1.

Induktionsschritt von n — 1 auf n: Das Theorem gelte fiir (n — 1)-dimensionale Euklidische
Vektorrdume.

Sei nun F € Sym?(V), dim V = n. Der vorangehende Satz liefert ein by, [|b,|| = 1 mit

F
Ao = Flbnsby) < T

fiir alle x € V' \ {0}. Wir definieren
Wi=b={weV|wlb,}.

Dann gilt nach der Proposition F(w,b,) = 0 fir w € W. Die Einschrinkung von F auf W x W
ergibt F|wxw € Sym?(W). Da dimW = n — 1 ist, haben wir nach Induktionsvoraussetzung eine
Orthonormalbasis (b1, ...,b,—1) von W und reelle Zahlen Aq, ..., A\,—1 mit

F(bi,bj):5ij)\i Vi,jE{l,...,n—l}.
Da auch F(b,,b;) = 0 fiir i < n, folgt

F(b’t7b]):61JAl Vi, j € {1,...,’[7,}.
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Wenn wir nicht unbedingt eine Orthonormalbasis wollen, kénnen wir noch eine einfachere Gestalt
erhalten.

KOROLLAR 7.4 (Hauptachsentransformation von reellen Bilinearformen). Sei V' ein endlich-

dimensionaler Vektorraum, und sei F' € Sme(V). Dann gibt es eine Basis (b1,...,b,) von V, so
dass
1 0 0 0 0 O 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 0 0 L. 0 0
mat(bi)(F) =1. =0 -1, 0
: 0 0 0 O 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 O 0
o --- 0 -+ 0 -+ 0 0 --- 0

V' ist also eine direkte Summe V =V, @ V_ @V, wobei F' auf Vi positiv definit ist, auf V_ negativ
definit ist, und auf Vo verschwindet, und F(v,w) = 0, wenn v und w in verschiedenen Summanden
liegen.

Wenn zusditzlich ein Skalarprodukt (-, -) gewdhlt ist, dann kann die Basis orthogonal, aber nicht
immer orthonormal gewdhlt werden.

Beweis. Wir wihlen ein beliebiges Skalarprodukt (-, - ) auf V. Wir bestimmen zunéchst eine Basis
(l~>1, e l;n), so dass die Matrix von F' diagonal ist, sagen wir F(l;i, B]) = A0i;. Durch Umordnen
konnen wir erreichen, dass Ay, ..., A\, positiv sind, Asy1, ..., Ar4s negativ sind und \py 541 = ... =
An = 0 fiir geeignetes r und s. Wir setzen nun

1

;= ——=D;

VM

firi <r+4+sundb; := l~)l fiir ¢ > r 4+ s. Die Transformationsformel liefert die gewiinschte Form. 0O

Bemerkung: Die Zahlen r und s sind durch F' bereits bestimmt, sie hdngen nicht von der Wahl der
Basis ab.

Wiederholung: Eine symmetrische Matriz ist eine Matrix A mit AT = A. Dann ist Bilin,(A) :
R" x R" — R, (v,w) — vT Aw eine symmetrische Bilinearform.

KOROLLAR 7.5 (Orthonormale Hauptachsentransformation von symmetrischen Matrizen). Sei
A eine symmetrische n x n-Matriz. Dann gibt es eine Matriz S € O(n), so dass STAS = S~1AS
eine Diagonalmatriz ist.
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Wiederholung: Die Skalare auf der Diagonalen sind die dann die Eigenwerte von A (mit Multipli-
zitét).

Achtung: Wir kénnen i.a. nicht erreichen, dass auf der Diagonale nur 0, 1 und —1 steht. Beispiel:
A=21,.

Beweis. 7Zu der symmetrischen Bilinearform F := Bilin(,)(A) gibt es eine orthonormale Basis
(b1,...,bp), so dass mat,)(F') diagonal ist. Sei S die Matrix, deren Spalten die b; sind, d.h.
(e1,...,e,)S = (b1,...,b,). Da (by,...,b,) orthonormal ist, ist S orthogonal, also ST = S~. Die
Transformationsformel besagt dann

mat,)(F) = 5" mat(,)(F)S = ST AS.
Od

DEFINITION 7.6. Zwei quadratische Matrizen A, B € Mat(n,n;R) sind orthogonal dhnlich, falls
es ein S € O(n) gibt mit B = S~'AS. Eine Matrix A ist orthogonal diagonalisierbar (orthogonal
trigonalisierbar), falls A orthogonal #hnlich zu einer diagonalen (trigonalen) Matrix ist.

Orthogonal #hnlich ist eine Aquivalenzrelation.

KOROLLAR 7.7. Eine Matriz A € Mat(n, n;R) ist genau dann orthogonal diagonalisierbar, wenn
A symmetrisch ist.

Beweis. Dass symmetrische Matrizen orthogonal diagonalisierbar sind, besagt das letzte Korollar.

Andrerseits sei A orthogonal diagonalisierbar, d.h. S~'AS = D fiir ein S € O(n). Mit S~! = ST
haben wir dann A = SDS? und deswegen AT = (SDST)T = (ST)TDTST = SDST = A. O

8. Komplexe n x m-Matrizen als reelle 2n x 2m-Matrizen

Es ist ziemlich offensichtlich, dass man jede reelle Matrix A € Mat(n, m;R) auch als komlexe
Matrix in Mat(n, m; C) auffassen kann. Jede reelle Zahl ist ja auch eine komplexe Zahl (mit ver-
schwindendem Imaginirteil). Man kann also jeden reellen Koeffizienten von A einfach als komplexe
Zahl (mit verschwindendem Imaginérteil) intepretieren, und dann ist auch A € Mat(n, m; M). In
diesem Sinne gilt Mat(n, m; R) C Mat(n, m;C). Eine Matrix B € Mat(n, m;C) ist genau dann in
Mat(n, m; R), wenn B = B. Reelle Matrizen sind also spezielle komplexe Matrizen.

Diese Einbettung von reellen Matrizen in komplexe Matrizen ist aber nicht der Gegenstand die-
ses Abschnitt. Wir wollen vielmehr komplexe Matrizen als Teilmenge von reellen Matrizen ver-
stehen: Wir wollen eine Matrix B € Mat(n,m;C) als reelle 2n x 2m-Matrix auffassen koénnen.
Mat(n, m; C) — Mat(2n, 2m;R).

Sind V und W C-Vektorrdume, so notieren wir mit Home (V, W) die C-linearen Abbildungen von
V nach W, und mit Homg(V, W) die R-linearen. Jede C-lineare Abbildung ist R-linear, aber die
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Umkehrung ist falsch: nichttriviale semilineare Abbildungen sind zum Beispiel R-linear, aber nicht
C-linear.

Die Abbildung Mat(n, m; K) — Homg (K™, K"), A — L 4 ist ein Isomorphismus von K-Vektorrdum-
en fiir jeden Korper K, insbesondere fiir K = R und K = C. Der komplexe Vektorraum C” ist auch
ein reeller Vektorraum der Dimension 2n mit Basis BY = (ey, €a, .. ., €n,i€1, €2, . ., i€p).

Sei nun also A € Mat(n, m;C). Wir definieren dann
Ag = Matg% (L4) € Mat(2n,2m;R).
BEISPIELE.

() n=m=1, A= (z) € Mat(1,1;C), z = x + iy, e; = 1. Dann gilt L4(e1) = ze; + yie;
und L4(ie1) = —yey + wieq, also

(T Y .
Ar = (y " ) S Mat(2,2,R).

2 0 .
(2)nm2,A<0 1+i).Esg11t

L4 (61) 2e1 = 2e1 + 0eg + 02eq + Otzes

ﬁA(eg) = (1 + ’L')eg = 0ey + leg + 0ieq + liey

EA(i@l) = 2i€1 = 061 + 062 + 2i€1 + 0i€2

La(iea) = (1+1i)iea =0e; — leg + Oieg + liea,

also
2 0 0 O
01 0 -1
Agr = 00 2 0 S Mat(4,4,R).

01 0 1

(3) n=m, A=1il,. Dann gilt

Allgemein gilt
Ao — ReA —ImA
BE=\ImA Red /-

Die Abbildung Ix : Mat(n,m;C) — Mat(2n,2m;R), A — Ag ist offensichtlich eine injektive
R-lineare Abbildung (ein R-Monomorphismus).
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LEMMA 8.1. Fine Matriz B € Mat(2n,2m;R) ist im Bild von Iz genau dann, wenn
0o -1, B 0o -1,
(0 0)e=n(l, o)
Beweis. Sei B im Bild, d.h. B = AR fiir eine Matrix A € Mat(n, m; C). Da L4 komplex linear ist,

gilt A(iv) = iA(v), also Ag (]1 ) ( )

: 0 —1,)\ _
Sei umgekehrt B (ﬂn 0 > = (

On=

”> B. Wir zerteilen B in n x m-Blocke:
Bi1 B
B =
<B21 B22)
B 0 *]]-m _ B12 *Bll
1,, 0 "\ B2 —Bx

0o -1, B —Bs1  —Bag
1, O ~ \ Bu B )

Es ergibt sich also Bis = —Bs; und By; = Baso. Wir setzen nun A := Bj; + iBs;. Dann gilt

Dann gilt

und

Ar = B, also ist B im Bild. O
Kurzschreibweise
Mat(n, m; C)={A € Mat(2n, 2m; R) | A (]10 gm) _ (]10 (])1”) Al

LEMMA 8.2. Eine Matriz A € Mat(n,n; C) ist genau dann hermitesch, falls Ar symmetrisch ist.
Fine Matriz A € Mat(n,n; C) ist genau dann unitir, wenn Ar orthogonal ist.

Beweis. Es gilt
T _ T
(AT)g (ReA ImA )

ImAT ReAT
- ReA ImA
(Ar = (ImA ReA) ’
(AT)p = ReA” ImAT\ (RedA -ImA r — (Ap)T
B~ —-ImAT RedT )~ \ImA ReA RS

also: A hermitesch gdw AT = A gdw (Ag)T = Ar gdw Ag symmetrisch.
Es gilt (AB)g = AgBg und (1,,)g = 1a,, also auch (A7 !)gr = (4g)~!
A unitir gdw ATA = 1,, gdw (AT A)g = (1,,)r gdw (Agr)T Ag = 15, gdw Agr orthogonal. O
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Kurzschreibweise fiir die zweite Behauptung;:

U(n)=0(2n) N Mat(n, n; C).

9. Komplexe Hauptachsentransformation

Wir notieren das (komplexe) kanonische Skalarprodukt auf C* mit (-, -)$. Dann ist (-, - )& =

Re(-, -)C das reelle kanonische Skalarprodukt auf C". Wir setzen

0o -1,
e (8 1.

SATZ 9.1 (Unitére Hauptachsentransformation von hermiteschen Matrizen). Sei A € Mat(n,n; C)
hermitesch. Dann gibt es eine Matriz U € U(n), so dass UL AU = U~YAU eine Diagonalmatriz
mit reellen Diagonaleintrigen ist.

LEMMA 9.2. Fiir alle v € C* = R?*" gilt
(v, Ju)R = 0.

Auferdem ist Lj : R2" — R?" eine Isometrie.

Beweis.
(v,v)C € R,

n

also (v, (HO _]1”> 0)C = (v,i)C = —i{v,v)S € iR und somit
n

(v, <]10n _(])1"> o) = Re((v, (HOn _3") %) = 0.

Die Isometrie-Eigenschaft folgt aus

<i1), Z’U>g - i(fi)@)a U>S = <Ua U>n'

Beweis des Satzes. Sei A hermitesch, dann ist Ar symmetrisch. Es gibt deswegen eine Matrix
S € O(2n), so dass D := S~1AgS diagonal ist.

(Achtung: Man weif} jetzt noch nicht, dass S = U fiir eine unitére Matrix U € U(n).)

Seien A1,..., A, die Eigenwerte von Ag. Wir wissen durch Satz B3 dass die Eigenrdume FE), von
Ap erfiillen
(9.3) C"=R™=F, @ - - ®E\,

im Sinne von reellen Untervektorraumen.
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Ist v € E),, dann gilt ApJv = Aiv = iAv = JArv = JAjv = A\ Ju. Also ist auch Jv € Ej,. Die
Réaume E), sind also auch komplexe Unterrdume und die direkte Summenzerlegung in @3 gilt auch
im Sinne von komplexen Unterrdumen. Wir wahlen nun induktiv eine Orthonormalbasis

(b17b27"'abnafjbla"'afjbn)

aus Eigenvektoren von Ar. Zunéchst wihlen wir einen normierten Eigenvektor b;. Dann ist —.Jbq
auch normiert und senkrecht auf by, also (b1, —Jby) orthonormal. Die Abbildung L., bildet
(by, —Jby)* auf sich selbst ab. Wir wiihlen einen Eigenvektor by in (b1, —Jb;)* und erhalten ein
orthonormale Familie (b1, by, —Jb1, —Jb3), u.s.w..

Wir setzen
]Fi(—l‘(bi7 bJ>£ = (Sij und Im(bl, b]>g = Re — Z<bl, b]>g = <—Jbi, bj)]R =0. Alsoist U € U(n) Ferner
Up=(0b1 ... by —Jb ... —.Jby).

Da diese Zeilenvektoren Eigenvektoren von Ag sind, ist
(UR)_lARUR = (U_lAU)]R

diagonal. Somit ist auch U~'AU diagonal und hat reelle Koeffizienten auf der Diagonalen. O

10. Adjungierte Homomorphismen und selbstadjungierte Endomorphismen

In diesem Abschnitt sei K = Roder K = C, und (V, (-, - )v), (W, (-, - )w) seien endlich-dimensionale
unitére bzw. Euklidische Vektorrdume.

DEFINITION 10.1. Sei f € Hom(V, W). Ein Operator g € Hom(W, V') heifit adjungiert zu f, falls
fur alle v € V und w € W gilt

(w, f(0))w = (g(w), v)v.

Offensichtlich gilt f adjungiert zu g gdw g adjungiert zu f.

SATZ 10.2. Zu f € Hom(V,W) gibt es genau einen adjungierten Homomorphismus, den wir
ab sofort mit f* € Hom(W,V) bezeichnen. Es gilt (f*)* = f. Die Abbildung Hom(V,W) —
Hom(W, V), f + f* ist eine semilinear Bijektion.

Beweis der Findeutigkeit. Seien g7 und go adjungierte Abbildungen zu f. Dann gilt fiir alle v € V/
und w € W:

{g1(w) = g2(w), v)w = (g1(w), V)w = (ga(w), V)w = (w, f(v))v — (w, f(v))v = 0.

Dies gilt insbesondere fiir v = g1(w) — g2(w), also (g1(w) — ga(w), g1(w) — g2(w))w = 0, also
g1(w) = ga(w). Da w beliebig ist, folgt g1 = go. O
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Beweis der Existenz mit Hilfe der dualen Abbildung f' : W' — V’. Man betrachte die semilineare
Abbildung

by : V=V, v by = ().

Wir bestimmen den Kern. Sei v € Kern by, also (0,v)y = 0 fiir alle & € V. Dies gilt insbesondere
fir © = v, also (v,v)y = 0 und somit v = 0. Somit Kern by = {0}, d.h. by ist injektiv. Mit
oo > dim V' = dim V’ sehen wir dann, dass by eine semilineare Bijektion ist. Analog definieren wir
die semilineare Bijektion by : W — W’.

Wir setzen nun

g := (bv)71 o f/ o byy.
Diese Abbildung ist nun eine lineare Abbildung, also g € Hom(W, V).
DIAGRAMM

Wir zeigen, dass g zu f adjungiert ist.

(g(w)aU>V = <Uag(w)>W = bV(g(w)) U)

— m: <'(U,f(v)>W

Da f +— f’ linear ist, folgt die Semilinearitiit von f — f* aus der Semilinearitit von (by)~!. Die
restlichen Aussagen sind nun klar. |

Beweis der Existenz mit Hilfe von Basen. Sei (by,...,by,) eine Orthonormalbasis von V und
(di,...,dm) eine Orthonormalbasis von W. Sei A = (ai;)i; = Matgzii))(f), d.h. f(bj) =" aijd;.
Es folgt

(i, FO))w = (dr, Y asgdi)w =Y @56 = Tz
=1 =1
O

Sei nun g : Hom(W, V) der Homomorphismus, der durch die Matrix AT beschrieben wird, d. h.

AT = (aj;)i; = MatEZZ)) (9), dann gilt ebenso

(g(dr),bj)v = <Z aribi, b))y = Z@kﬂsz‘j = G-
i—1 =1

Durch Linearkombination folgt fiir beliebige v € V und w € W:
<’UJ, f(v)>W = <g(w)7v>V7

d.h. g ist zu f adjungiert. Die restlichen Aussagen wie oben. O
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Dieser Beweis besagt auch, dass fiir Orthonormalbasen (v;) und (w;) gilt

(wi) W)
Mat, | (f5) = Mat(w’i)(f) .

711')

Man schreibt oft A* := AT dann ergibt dies Matézj))(f*) = Matéfuii))(f)*.

LEMMA 10.3. Kern f* = (Bildf)* und Bildf* = (Kern f)=*.

Bewets.
yeKem f* & [fy)=0 < (f"ly),x)y=0 VexeV
& (y,f(x))w=0 VzeV ey LBildf.
Also Kern f* = (Bildf)* fiir alle f € Hom(V, W).

Sei nun f € Hom(V, W) gegeben. Wir setzen V := W, W := V und f := (f)* € Hom(V, W), also

f* = f. Die erste Aussage ergibt dann
Kern f = Kern f* = (Bildf)* = (Bildf*)*.
Somit B .
Bildf* = (Kern f)*
fiir alle f € Hom(f/7 W) Wenn wir nun f durch f, V durch V und W durch W ersetzen, erhalten
wir die zweite Aussage. O

f* injektiv < f surjektiv

f* surjektiv < f injektiv

DEFINITION 10.4. Sein V ein endlich-dimensionaler unitérer bzw. Euklidischer Vektorraum. Ein
Endomorphismus f € End(V') heifit selbstadjungiert, wenn f* = f.

Im Fall K = R (und dim V' < c0) sagt man manchmal auch symmetrisch an Stelle von selbstad-
jungiert, und im Falle K = C auch hermitesch an Stelle von selbstadjungiert.

In Orthonormalbasen ausgedriickt, entprechen sich also die folgenden Objekte

K = R: symmetrische Matrizen, symmetrische Bilinearformen, symmetrische Endomorphismen

K = C: hermitesche Matrizen, hermitesche Sesquilinearformen, hermitesche Endomorphismen

Wir habe auch eine Version der Hauptachsentransformation fiir selbstadjungierte Endomorphis-
men.

SATZ 10.5 (Orthonormale Hauptachsentransformationen von selbstadjungierten Endomorphis-
men). Sei V' ein endlich-dimensionaler unitirer bzw. Euklidischer Vektorraum, und f € End(V').
Dann ist f genau dann selbstadjungiert, wenn es eine Orthonormalbasis B von V, so dass

Matg(f)
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eine reelle Diagonalmatriz ist.

Beweis. Es gebe zunichst eine Orthonormalbasis B von V', so dass
A := Math(f)
eine reelle Diagonalmatrix ist. Dann gilt Mats(f*) = A* = A, also f* = f.

Sei nun umgekehrt f = f*, und D = (dy,...,dy,) eine Orthonormalbasis von V. Dann ist A :=
Mat5(f) hermitsch (bzw. symmetrisch). Es gibt also eine unitéire (bzw. orthogonale) Matrix U, so
dass A := U 1 AU eine reelle Diagonalmatrix ist.

Wir setzen B := DU. Dann ist B wieder orthogonal und die Basistransformationsformel besagt

Math(f) = UTAU = A.






(Aa)

(Mi)

1. Uberblick iiber algebraische Strukturen

Addition ist assoziativ
Fiir alle z,y, 2z € X gilt

(z+y)+z=2+(y+2).

Addition hat neutrales Element
Es gibt ein Element 0 € X, so dass fiir alle x € X gilt

rt+0=04+x=u=x.

Man nennt 0 das neutrale Element der Addition.
Addition hat inverse Elemente
Zu jedem x € X gibt es ein y € X, so dass

r+y=y+z=0.

Man nennt y das Inverse von x beziiglich der Addition und schreibt normalerweise —x
anstelle von y.
Addition ist kommutativ
Fiir alle z,y € X gilt
rt+y=y-+x.

Multiplikation ist assoziativ
Fiir alle z,y, 2z € X gilt

(-y)-z=x-(y-2).
Multiplikation hat neutrales Element
Es gibt ein Element 1 € X, so dass fiir alle x € X gilt

Man nennt 1 das neutrale Element der Multiplikation.

Multiplikation hat inverse Elemente

Zu jedem x € X \ {0} gibt es ein y € X, so dass
ry=y-x=1.

Man nennt y das Inverse von x beziiglich der Multiplikation und schreibt normalerweise
21 anstelle von v.
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(Mk) Multiplikation ist kommutativ
Fiir alle z,y € X gilt

xT - y = y - XI.
(AMd) Addition und Multiplikation erfiillen das Distributionsgesetz
Fiir alle z,y,z € X gilt
x-(y+z)=z-y+x-z
(y+z2) z=y-z+z-x
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