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war es, Methoden der nicht-linearen Analysis zu entwickeln, die bei der Behandlung
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Motivation: Konstante Kriimmung

Eine zentrale Frage unserer Vorlesung ist die Suche nach besonders schénen riemann-
schen Metriken auf einer gegebenen Mannigfaltigkeit M. Um die Frage etwas zu
préazisieren: wir suchen Metriken mit ,konstanter Kriimmung®“ auf geschlossenen n-
dimensionalen Mannigfaltigkeiten M, das heifit auf kompakten Mannigfaltigkeiten (ohne
Rand).

Hierbei ist insbesondere zu kliaren, welchen Kriimmungsbegriff wir betrachten, zum Bei-
spiel, ob wir konstante Schnittkriimmung, konstante Riccikriimmung oder konstante
Skalarkriimmung studieren wollen.

Wir betrachten zunéchst den Spezialfall von Dimension n = 2. In diesem Fall hat das
Problem eine Losung: Jede geschlossene Flidche besitzt eine riemannsche Metrik kon-
stanter Gaulkriimmung.

(a) Auf M = S? gibt es eine riemannsche Metrik mit K = 1.

(b) Auf M = T? = R?/7? gibt es eine riemannsche Metrik mit K = 0.

(¢) Auf einer kompakten zusammenhéngenden orientierten Fliche von Geschlecht vy > 2
gibt es eine riemannsche Metrik mit K = —1.
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Fiir geschlossene Mannigfaltigkeiten M der Dimension n > 3 gibt es verschiedene Ver-
allgemeinerungen der Frage nach Metriken konstanter Kriimmung. Je nachdem, welchen
Kriimmungsbegriff man zugrunde legt, haben sie mehr oder weniger interessante Ant-
worten:

(a)

Konstante Schnittkriimmung: Tragt M eine Metrik g mit Schnittkrimmung K =
KWM9) — const € {—1,0,1}, und ist M — M die universelle Uberlagerung. Dann
ist die Schnittkriimmung der riemannschen Metrik g := 7*g auf M ebenfalls konstant
mit demselben Wert, K(M:9) = K(M.9) Dann ist (M, §) isometrisch

e zum hyperbolischen Raum H", falls K = —1,
e zu R™ mit der euklidischen Metrik, falls K = 0,
e zur Sphire S mit der von R*! induzierten Metrik, falls K = 1,

siehe [24, Chapt. 8]. Insbesondere gibt es Mannigfaltigkeiten, die gar keine Metri-
ken konstanter Schnittkriimmung besitzen kénnen. Zum Beispiel ist eine Metrik mit
K <0auf M = S" ! x S! nicht moglich, da in diesem Fall der Satz von Hadamard
[24, Chap. 7, §3] implizierte, dass M diffeomorph zu R™ ist; andererseits ist es of-
fensichtlich, dass die universelle Uberlagerung M von M diffeomorph zu S"~! x R
ist. Schnittkriimmung K = 1 ist nach dem Satz von Bonnet-Myers [24, Chap. 9, §3]
ausgeschlossen, da 71 (M) = Z nicht endlich ist.

Konstante Riccikriimmung: Metriken konstanter Riccikriimmung, so genannte
Einstein-Metriken, existieren nicht auf allen Mannigfaltigkeiten der Dimensionen
3 und 4.

In Dimension n = 3 impliziert konstante Riccikriimmung bereits konstante Schnitt-
kriitmmung. Deswegen gibt es auch keine Einstein-Metriken auf S? x S'. In Dimen-
sion 4 kann man zeigen, dass die Euler-Charakteristik einer Mannigfaltigkeit mit
Einstein-Metrik nicht-negativ ist. Dies liefert viele geschlossene Mannigfaltigkeiten
ohne Einstein-Metriken. Weitere Hilfsmittel fiir Nichtexistenz-Beweise von Einstein-
Metriken auf 4-dimensionalen geschlossenen Mannigfaltigkeiten sind die Hitchin—
Thorpe-Ungleichung, Seiberg—Witten-Theorie und das simpliziale Volumen. Ein gu-
ter Ubersichtsartikel zu diesen Themen ist [49].

Fiir dim(M) = n > 5 ist die Frage erstaunlich ungeklért: es gibt keine geschlossene
Mannigfaltigkeit dieser Dimensionen, fiir die man die Nichtexistenz von Einstein-
Metriken zeigen konnte. Aber es gibt auch nur sehr wenige Konstruktionsverfahren



Inhaltsverzeichnis 3

von Einsteinmetriken. Deswegen weifl man fiir die meisten Mannigfaltigkeiten nicht,
ob es darauf Einstein-Metriken gibt.

Im Jahre 1960 hatte der Mathematiker Yamabe einen interessanten Ansatz, um
Einstein-Metriken aufzufinden [61]. Fiir eine riemannsche Metrik ¢g betrachten wir
das Einstein—Hilbert- Funktional

scald dvol?
E(g) = Juu 7
Vol(M, g) "B/

Wir erhalten eine Abbildung vom Raum aller Metriken in die reellen Zahlen, die
in einem geeigneten Sinn glatt ist. Die stationéren Punkte des Einstein—Hilbert-
Funktionals sind genau die Einstein-Metriken. Da dieses Funktional sowohl nach
unten als auch nach oben unbeschrénkt ist, benttigt man zusétzlich Tricks, um
stationdre Punkte zu finden. Hier gibt es teilweise Erfolge, aber noch viele offene
Probleme. Diese Fragen werden teilweise spéter im Buch noch diskutiert werden.

Konstante Skalarkriimmung: Zur Suche einer Metrik konstanter Skalarkriimmung
betrachten wir folgenden Ansatz: fiir eine gegebene Metrik g auf M, n := dim M

setze § = goﬁg mit ¢ € C®°(M), ¢ > 0. Fiir die Skalarkriimmung scal der neuen
Metrik g ergibt sich:

—— n —1
scal = gogt_n <4n—Aggp + scal go) .
n—2

Y9(p)

Das geometrische Problem, eine Metrik konstanter Skalarkriimmung scal = C zu
finden, iibersetzt sich so in das analytische Problem, die nichtlineare Eigenwertglei-
chung

n+2
Y(p)=C-pn-2

fiir den Operator Y zu losen. Dieses Problem nennt sich das Yamabe-Problem, da es
auch auf Yamabes Arbeit [61] zuriickgeht. Zu zeigen, dass es auf jeder kompakten
Mannigfaltigkeit eine Metrik mit konstanter Skalarkriimmung gibt, ist eines der
Hauptziele dieser Vorlesung.

Mit Hilfe des Einstein—Hilbert-Funktionals kann man das Problem auch umformu-
lieren.

Zu einer riemannschen Metrik ¢ betrachten wir die Menge aller zu g konformen
riemannschen Metriken, die sogenannte konforme Klasse von g

l9] = {soﬁg | ¢ : M — R glatt}.

In jeder konformen Klasse [g] ist £ | nach unten beschriankt. Die stationédren Punkte
g
von &£ |H sind genau die Metriken mit konstanter Skalarkriimmung. Wir werden
g

sehen, dass das Infimum A\(M, [g]) in einer Metrik gy angenommen wird, deswegen
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ist go ein stationérer Punkt von £ | , hat also konstante Skalarkriimmung. Somit
g
iibersetzt sich das Yamabe-Problem auch in ein Problem der Variationsrechnung.

Die verschiedenen Ubersetzungen dieses Problems (geometrisch, nicht-lineare
Eigenwert-Gleichung, Variationsrechnung) und deren Interaktion in den Beweisen
sind Griinde dafiir, wieso wir das Problem so interessant finden.



1. Analytische Grundlagen

In diesem Kapitel stellen wir analytische Hilfsmittel bereit, die zur Lésung des Yamabe-
Problems bendétigt werden.

1.1. Sobolev-Raume

Ist p ein Mafl auf einem Raum M, dann definiert man fiir p > 1 im Rahmen der
Maftheorie den Raum aller LP-Funktionen auf M, den wir im folgenden mit LP(M, )
bezeichnen wollen und dessen Definition wir kurz wiederholen wollen. Fiir p € [1, 00)
definieren wir auf dem Raum der messbaren reellwertigen Funktionen die LP-Norm als

lullzo = o sy = {] /M fufp dys € [0, o0].

Fiir p = oo ist die Norm definiert als

||| Lo = ess-sup |u(z)| .
xeM

Es gilt die Holder-Ungleichung fiir p, px € [1, co] mit % + 1% =1:
Ju-vllpr < lullze - (vl ze - (1.1)

Zwei messbare Funktionen wy,us : M — R sind fast dberall gleich, falls uy — ug = 0
auferhalb einer Nullmenge. In diesem Abschnitt schreiben wir hierfiir auch uy ~ us. Fiir
jedes p € [1, 00] gilt:

Ul ~ U9 <:>||U1—UQ||L1):0.

LP(M) == LP(M, pu) == {u: M — Rmessbar | |jul|z» < oo }/ )

Ubung 1.1 (Verallgemeinerte Holder-Ungleichung). Seien p, ¢, > 1 mit % = %—i—

%. Dann gilt fiir alle messbaren Funktionen uw,v : M — R:
[w-vller < lullze - [[v]lza - (1.2)
Ubung 1.2. Seien 1 < p < ¢. Dann gilt:

a—-p
[ulle < p(M) #a - |lul|pa -
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Ist nun M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer riemannschen Metrik g, so gibt
es genau eine o-Algebra A auf M und genau ein Maf dvol? auf (M, .A), das riemannsche
Volumenmaf, oft auch einfach dvol geschrieben, mit den folgenden Eigenschaften.

e Alle offenen Teilmengen von M sind messbar.
o (M, A, dvolY) ist ein vollstdndig Mafiraum.

o Ist U - V eine Karte von M, in der die Metrik ¢ die Koeffizienten gij V=R

hat, dann gilt
Ty (dvolg ’U) = y/det(gi;) daz'da?. .. da"

Hierbei bezeichnet dz' daz?...dz" das Lebesgue-Maf auf R™.

Lemma 1.1. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Der Vektorraum
C(M) ={u: M — R glatt | supp(u) kompakt}

liegt dicht in LP(M) fiir p € [1,00).

Beweisskizze.
(a) Seien K1 C Ko C Kg C --- C M kompakte Mengen mit U;)i1 K; = M. Fiir
u € LP(M) setze uj = Xk, - u, (wobei xg; charakteristische Funktion von Kj).

Dann ist der Tréger von u; in K; enthalten, also kompakt, und u; € LP(M), da
offensichtlich |lu;||zr < ||u||Lr. Wir haben also
uj = ul’ < (luj| + ul)? < (2Jul)” .
——

integrierbar

Ferner gilt |u; — ul? =20 punktweise. Der Satz von der majorisierten Konvergenz
liefert dann

luj — ullf, = / |uj — uf” dvol — /0 dvol = 0,
M M

also u; — w in LP(M). Wir haben gezeigt, dass LP-Funktionen mit kompaktem
Tréger in LP(M) dicht liegen.

(b) Sei nun u € LP(M) mit kompaktem Tréger K := supp(u). Wihle eine glatte Funk-
tion ¢ : R — R mit ¢ > 0, supp(¢)) C [~1,1] und [, ¥(|z[*)dz = 1. Mit der

Substitution z = 24 dz = e~ " dy folgt e [, ¥ (‘xog;gw) dy = 1.

In der riemannschen Geometrie wird gezeigt [24, Chap. 13], dass es eine stetige
Funktion injrad : M — Rsq gibt, so dass

{(ac,y) eEMx M | d(z,y) < injrad(x)} =R, (z,y)— d(ﬂv,y)2
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glatt ist. Zu jedem & > 0 mit
2e < inf injrad(z)
zeEK

setze wir nun:

wio) = [ o (A ) ug) dvolt).

e

Die Funktion u. ist glatt und supp(u.) liegt in der e-Umgebung von K. Fiir hin-
reichend kleines ¢ ist der Abschluss dieser e-Umgebung ebenfalls kompakt, also

ue € C°(M). Eine Rechnung zeigt, dass u. =9 win LP(M). O

Das Lemma bedeutet: Wir hétten LP(M) auch als Vervollstdndigung von C2°(M)
bzgl. der Norm ||-||z» definieren kénnen.

Bemerkung. Fiir p = oo gilt das Lemma nicht: Die Vervollstdndigung von C2°(M)
bzgl. ||-|| e liefert einen Raum, der nur aus stetigen Funktionen besteht.

Definition 1.2. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit einer riemannschen Metrik g. Wir
sagen eine messbare Funktion f : M — R ist lokal integrierbar, falls jeder Punkt « € M
eine offene Umgebung U besitzt, so dass f {U integrierbar ist. Lokale Intergrierbarkeit ist

zunéchst beziiglich des Volumenmafles dvol? zu verstehen, aber man sieht leicht, dass
diese Definition nicht von der Wahl von g abhéngt. Wir definieren nun fiir p € [1, 00)
den Vektorraum der lokalen LP-Funktionen als

Lp

loc

(M) = {f: M — R messbar | |f[" ist lokal integrierbar}

den wir auch kurz den lokalen LP-Raum nennen.

Mit einem Uberdeckungsargument sieht man, dass die lokal integrierbaren Funktionen
Li (M) genau die messbaren Funktionen sind, die iiber jedes Kompaktum K C M

loc
integriert werden kénnen.

Lemma 1.3 (Gagliardo—Nirenberg). Sein > 2. Fir alle u € C°(R™) gilt:

1 n
el oy < 511
j=1

n

ou

dad

Ll

Beweis.
Exemplarisch fiir n = 3: Sei p = (0, yo, 20) € R? beliebig. Dann ist nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung;:

xo
ou
u(xo, Yo, 20) = /%(%yoazo)dx
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Oo@u
_ %(

Zo

Z, Y0, ZO) dz.

Hier haben wir benutzt, dass u kompakten Tréger hat, so dass keine Randterme bei £00
auftreten. Es folgt

x0
0
’u(x07y07z0)’§/ 8_Z(x7y07zo) dz
und
b ou
|u(x0,y0,20)|S/‘a_x(xayo’z()) dz.

0

Zusammen genommen erhélt man also:

=

1 oo
[u(z0, %0, 20)] < 5 / ‘%(ﬂf,yo,zo) d.
Analog verfahrt man mit der y- und z-Variable und erhélt:
3
\u(xo,yo,zo)\Q
1 1
1) 2 T ou : T ou : T ou
< <§> / %(907?/0,20) dz / a—y(ﬂﬁm% z0)| dy / 5(9007?/072) dz
Integration iiber g und Anwenden der Cauchy—Schwarz-Ungleichung (CSU) liefert:
r 1N: [ [ (0 ’
3 U
/|U(~"30,y0,20)|2d330 < <§> / 5 (&0, 70)| dz
- 1 1
Vi T ou Vi ou ’
: / / a—y(ﬂ?o,y,ZO) dy / g(iﬂo,yo,z) dz | dao .

asU (eo co 2/ o oo 5 %
< J |5 @owzo)|dydze ) [ [ [ |5 (@0y0,2)|dzdzo
—00—00 —oo—

(oo}

Integration iiber gy liefert:

oo

3
//!u(%,yo,zo)!? dxo dyo

—0o0—00
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> 2 ay €,Y, 20
|R2

NI

dz dy

=
N

o0 o0 3
(9u au
/ / %(x,yo,zo) dx / g(xo,yo,z) dzdz | dyo
—00 \—00 R2
1 3 O 2
) (e
[RQ
: :
ou ou
/%(ﬂf,yo,zo) drdyo | - /g(ﬂ:o,yo,z) dz dzg dyg
R2 2

Integration iiber zg liefert schlieflich:

3
/ lu(z0, Yo, 20)|2 dao dyo dzo

ou
/ ‘%(x,y’ Z)
R3

=

dzdydz

1=
1=

/ g—:(x,y,z) drdydz /'%(m,y,z) dzdydz
R3 R3
Also erhélt man:
1/3 311 90 111/3
o < 5050 15 |52

Der Beweis fiir n = 2 geht dhnlich, bendtigt aber nicht den Schritt mit der Cauchy—
Schwarz-Ungleichung. Im Fall n > 4 ist die Cauchy—Schwarz-Ungleichung durch ein
iteratives Anwenden der verallgemeinerten Holder-Ungleichung zu ersetzen, siehe
Ubung 1.1. O

Ubung 1.3. Arbeiten Sie die Details des Beweises der Ungleichung im Fall n = 4 aus.

Bemerkung 1.4. Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erhilt
man wie im obigen Beweis, dass das Lemma von Gagliardo—Nirenberg auch im Fall
n =1 gilt, wenn man L7»-1 als L™ liest:

1
o < —
ol < 3| &

Lt
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Aus der trivialen Abschiitzung |Vul? = ax1|2 .+ |az"|2 %P erhélt man
\ | < |Vu| Vj und damit
1
Jull  72p < =t 5 [IVullr.

Proposition 1.5. Sein > 2. Fir alle C°(R™) und alle 1 < p,q < oo mit 1 — % =—
qilt:

i
p

p n—1

lullr < IVull g -

Beweis.

(a) Idee: Wir wollen HcpH o < 2|]V<pHL1 anwenden mit ¢ = \u]pnT_l

Der Tréger supp(e) = supp(u) ist zwar kompakt, aber ¢ ist i. Allg. nicht iiberall
differenzierbar. Setze daher fiir € > 0:

n=1 n—1

pe = (jul? +6) 27 — B e cR(RY).

Es gilt also:

1
el o < 21Vl (13)
(b) Fiir die linke Seite von (1.3) erhilt man nach dem Satz {iber die majorisierte Kon-
vergenz:
n—1
loell ny = /%ﬂmmﬂ
R
n—1
=9 / T () dx)
[Rn
n—1
= / |u(z)|P dz
=l

(c) Fiir die rechte Seite von 1.3 erhélt man, wiederum mit majorisierter Konvergenz:

1 1
Vel = 5 [19edde

1 fp n—-1 9 prol_y

pry —_ — . n '2 *

2/2 - (\u] +€) lu| - |Vu|dz
[RTL
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n—1 pn=1_1
= g- - /(|u|2+6)2" lu| - |Vu| dz
[Rn
-1 .
=0 B [t s
mn
[Rn
_p n—=1y ey
o el

(d) Bisher haben wir demnach erreicht:

—1
b el L]
ul|7," < = ulP™n - Vu
lalfy® < B vl |
Holder -1 _
pn n=lg
L P AT P

wobei ¢* so gewahlt ist, dass 1 = % + q% gilt. Die Relation zwischen p, ¢ und n in
den Voraussetzungen der Proposition ist dquivalent zu % = % — % Daraus erhalten

WITr

P 1 1 1 n—1
q q n - p n

finden wir fiir den u-Term der rechten Seite:

1
q*
= (furone
La*
[Rn
1
q*
= /\u]p dz
R
L*
= |lu v
n—1_
= ullg,”
n=1_
Kiirzen von HuHip" ! liefert schlieBlich:
p n—1
fullr < "= T .
Bemerkung 1.6. Die Abbildung u ~ ||V¥ul|» = ||/ (VFu, VF)||1» ist eine Semi-

norm auf C°(R"™). Fir R > 0 definieren wir up € C(R"), ugr(x) = u(Rz). Dann
gilt |VFugl|lr = Rki%HVkuHLp- Dieses Skalierungsverhalten motiviert, dass wir die-
ser Seminorm das Gewicht k — 2 zuordnen. Dann haben in Proposition 1.5 die beiden
(Semi-)Normen ||« ||z» und HV-ﬁ 1o dasselbe Gewicht.
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Im Spezialfall ¢ = 2, also % = % — % = ”2—;2, also p = % gilt somit:

fl? < (2 )
UL% - n—2 2n vz
2
n—1
= (253) Ivuls.

Sei nun o, die optimale Konstante in dieser Abschéitzung, d. h.

el 2
Ln—=2

Op = Ssup ——5—.
" ueex®) | Vul3

Es gilt also:

—1\?2
lull, 20, < v/@a- | Vullz2 und an§<z_2> .

Definition 1.7. o, hei3t Sobolev-Konstante von R™ in Dimension n > 3.

Wir werden spéter in der Vorlesung, in Abschnitt 6.1 mit geometrischen Methoden die
Sobolev-Konstante bestimmen:

= o eIn 1.4
In nn—2)"" (1.4)

wobei w, das Volumen der n-dimensionalen Standard-Sphére S" = (S™, gspn) ist. Nun
iibertragen wir diese Abschédtzungen vom R™ auf Mannigfaltigkeiten.

Satz 1.8. Sei n > 2, und sei M eine kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit der
Dimension n. Dann gilt:

(i) Fir alle p,q € [1,00) mit 1 — % = —% gibt es eine Konstante C1 > 0, so dass
gilt:

lullz, < p?IVulie + Crllulll, YueC™(M). (1.5)

(ii) Im Spezialfalln > 3, ¢ = 2 haben wir: fiir alle e > 0 gibt es ein Cy = C(g,¢) > 0,
so dass gilt:

[l 2, < (A +e)onllVulis +Collule YueC®(M).  (16)

Beweis.
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(a) Sei 0 < 6 < 1. In riemannschen Normalkoordinaten! U <= V um einen Punkt g
in M gilt g;;(0) = d;5, d. h. alle Eigenwerte der symmetrischen Matrix (gij (0))Z ~sind
1. Nach eventueller Verkleinerung der Koordinatenumgebung von U zu Uy @ UYiegen
fiir alle € Uy alle Eigenwerte der symmetrischen Matrix (g;; (x))” in dem Intervall
[1—0,1+ 0]. Fiir das riemannsche Volumenelement in dieser Koordinatenumgebung
gilt dann (1 —6)2 < \/det gij(x) < (1+ 6)2. Fiir einen beliebigen Tangentialvektor
V=>", Y7 (%j gilt ferner:

n n

(1-8) S0 < g(v V) =Ygy YV < (146) SV

i=1 j=1 i=1

Wenn wir also

setzen, dann bekommen wir
1=0)2 V]t S Y]y < 146)2 |[Y]ewa VY € TU.

Eine analoge Aussage konnen wir fiir die inverse Matrix ¢*/ erreichen, in dem wir
die Koordinaten Umgebungen nochmals eventuell verkleinern. Wir erhalten dann

(1 - 5) m’gucl < Zgij i < (1 + 5) ’n‘gucl vn € T"U. (17)
j=1

(b) Uberdecke M durch riemannsche
Normalkoordinatensysteme wie in
(a). Da M kompakt ist, geniigen @
¢ < oo solche Koordinatensysteme
Ui 25V, ..., Up 25 Vp, um M zu O
iiberdecken.
Wiéhle eine zugehorige Partition

der Eins, d.h. Funktionen o« €
C*>° (M) mit supp(ax) C Uy, ax >0

Waihle die Funktionen «j so, dass in allen Nullstellen von o4 auch alle Ableitungen
1

von ay, verschwinden: Dann sind mit oy auch die Funktionen o glatt. 2

'Normalkoordinaten bilden eine bis aus Rotationen kanonische Karte M © U -2+ V' @ R™ um einen
fixierten Punkt einer riemannschen Mannigfaltigkeit herum, siehe [13, Abschnitt 2.6] insbesondere
Korollar 2.6.11..

2Dies folgt aus dem Satz von Taylor: Ist z.B. a : R' — R glatt und verschwinden alle Ableitungen bei
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(c¢) Fir uw € C*°(M) gilt nun:

: ;
lul, = / W dvol | = / 7% dvol
M M
= [ul?] 2
¢
— < q
o< > o bt
q k=1
q
f P
= Z /(ak|u|q) dvol
k=1 U,
‘ ) ;
= Z(/mzru\p)w (2) - y/det g (x >dx>
k=1 Vi

— (1+9)

EE
-~
i

LP(R™)
Man kann hier noch offensichtlich |u| durch w ersetzen.

(d) Wir betrachten zuerst den Fall (i), also fiir allgemeines g. Wir schétzen ab, wobei
wir an der Stelle (x) die Abschétzungen im R", d.h. Proposition 1.5, anwenden:

1 1 q
(o ~u) oy
LP(R™)
(%) < n_1>q q
< p
2n La(Rm)

(CRED
¢

B n—1\¢ 1 1 q
= <P on > < g 0y > . <u090k >> Lo(®n)
n—1\1 1 1 1
— P \V4 quD -u0g071—|—04q0g071 v uOgoil
(p75 ) [Pt on) wonit) (o owi?) v wowit)]

t = 0, so liefert die Restgliedabschitzung aus dem Satz von Taylor a(t) = O(t™) fiir jedes m. Fiir
den Differenzenquotienten von a'/? findet man daher bei hinreichend grofl gewahltem m:

1
(Ctm) q t—0

_ o1t = il =90,
/1 ¢

alt)s —0
t—0

Also ist a7 in 0 differenzierbar mit Ableitung 0. Analog fiir die hoheren Ableitungen.
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q

)

La(Rm)

1 q
[...)
La(R")

1
(ofo0i7) (e

q
La(Vy) ’

n—1\7 L _
< 2 (p 5 > max(HV(a,zo@k1>.(uogpk1)
a 1
(o o0r!) ¥ (o
— q 1
(2 ([t oo

n—1\1 _
(") (o T+

o= s ies)

Fiir den ersten Term erhalten wir:

[l @) do

Vi

q q

il

La(R")

1
(afoui?) + (wos

IN

wobei

Lee (V)

H“O‘P;Hiq(vk)

< (1—5)”/2/]u\qo<p,;1(x) det g;;(x) do
Vi

= (1—5)"/2/|u|q dvol
U

< (1—5)—"/2/|u|q dvol
M

= (=87 lullfy -

Fiir den zweiten Term erhalten wir:

[(aoert) T @owi), .. = [((arowi) @) [Fwo )y @) do

q

La(Vy)
Vi <(1-8)=1/2|Vulgop; !
< (1 8)"9/? / (k| Vul?) o ;. () da
Vi

<(1 —5)@*")/2/(0% Vul?) o ¢ (z)4/det g;j(z) d
Vi

= (1—¢§)"l@n/2 / (o [Vu|) dvol .
Uy

Hierbei haben wir geméf (1.7) folgendermafien die Ableitung von u in der Metrik g

La(Rm)

)
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gegen ihre euklidische Liange abgeschéitzt:

" Ou Ou . ° ou \ 2
Vi G > (-3 (_>
[Vl = Z 00050 217D 2 7y,

Beide Terme zusammen genommen ergeben also:

(o) o i)

RN
< <pn 1> (1 . 5)*(n+Q)/2 C(l — )(I/2 HuH a(M) + /ak ‘Vu’q dvol

n

q
La(Rn)

Uk

Summation iiber k liefert daraus:

HquLp(M)

n—1
n

< (1+40)h <p > (-5 23 [ e HUH%Q(M)—l—/ak]Vu\q dvol
k=1

n _ q
= (1+0)% <p”Tl> (1—¢)"(m+a/2 [ p.C. HuH%q(M)—i-/\Vulq dvol

Wihlen wir nun § > 0 so klein, dass

n q
(14 6)% . (1= g)-+a)/2 ( n >

n—1

ist, so folgt (i).

(e) Im Fall ¢ = 2 wihlen wir die Abschéitzungen im R™ mit optimaler Konstante o,
statt (p "2—711)‘1 und erhalten daraus unter Nutzung von Proposition 1.5 an der Stelle
(¥) und der Ungleichung?

(a+b)2 =a?+ b+ 2ab < a® + b2 + 6%a® + 6 2b*

in der Ungleichung (+).

[CHEREIEEE -
(;) o ||& ((04]19/2 . u) o (P;;l> ‘ ;([Rn)

3Die Ungleichung 2ab < §%a? + § 242 fiir a,b € R wird oft auch als Peter-Paul-Ungleichung bezeichnet.
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< <H O<Pk (uoﬁpizl)‘p(w)-l- H(uoﬂﬂiz ) V(Oéllg/ O@El)‘LQ(Rn)Q
(2 <1+52 H “owr) (“O@kl)‘;(w

1+ 3) wawai/ )
< o007 e o

1 5)0 5>-1H<wwam>wﬂ;w
(00 ) o g O 2

<=0 ulZ

< on(14+8)1 -8 (1- 5)_"/2/ak [Vul? dvol +C'(6) ull22 ar,-

Uy

In der Ungleichung (1) nutzten wir [Vo|Z,, < (1 = §)7!Vol2. Summation iiber
k=1,...,/0 liefert:

_n42
lull o gary < (L4 8)% (1+8%) (1= 80)7*F ol ValZaapy + £+ C'(0) ullaary -
Zu vorgegebenem & > 0 wéhle nun ¢ > 0 so klein und passendes ¢ = £(0), dass
(1+68)% (1+6)(1—06)"" <1+e.

Damit ist (ii) gezeigt.

Fiir u € C*°(M) setze

Vou = u
" du :
= _dz*
Vu Z.Zlal"z T

und induktiv unter Nutzung der kovarianten Ableitung von (0, k)-Tensoren:

Vitly =V (Vku)
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Beispiel 1.9. Fiir i = 2 berechnen wir den Ausdruck in lokalen Koordinaten unter
Verwendung der Einstein’schen Summenkonvention®:

V2=V ( Ou dxi>

oxt
ou ;  Ou i
8211, . . ou . .
_ ' ' J i T j m
9200 do’ @ dx D7 Lim do! @ dz
d%u ou . ‘
(== _ 71k J i
<8xj(9xi Ok F”) do’ ® da*,
denn
‘ ) (0 ; 0
dz’ — | = da' | —— — da’
() () = (@ (5) ) - (V50
—_—
=0;m, also konst.
, 0
_ 7 !
=T,
also

vV dzt

—I‘;m de? @ dz™.

Wir betrachten jetzt die punktweise gebildeten Normen

2

|V0u‘ = |uf?
ou . ; Ou : ou Ou , , ou ou .
2 _ % J) — 7 J) — %]
[Vl g <8xi dz’, OxJ dz > Ox' OxJ (da’, da”) ozt o1 Y
2 |2 0%u  Ou 0%u w  Ou ; S »/
- = -~ - F Sy T~ 7. - 0 ~ 7 F sl T 17 ] ] .
V2| [83:2(9x3 b axk‘] [833@/(%], B 5 | (o' © daf, da' @ da?')
gii! .gid’

Definition 1.10. Sei k € Ng, 1 < p < co. Die Norm

r Cap \1/p
lllgen = (3299l
=0

“Die Einstein’sche Summenkonvention wird von Leuten geschitzt, die viel in lokalen Koordinaten rech-
nen, z. B. von vielen Physikern. Sie besagt, dass man einen Index, der in einem Ausdruck doppelt
vorkommt, einmal oben und einmal unten, immer als Summationsindex auffasst, das entsprechende

Summenzeichen aber weglésst. Man schreibt also z. B. statt >, z?;i dz’ einfach 88; dz’.
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heifit Sobolev-Norm.

Hierbei werden alle punktweise Normen beziiglich der riemannschen Metrik g gebildet
und die LP-Normen werden beziiglich des riemannschen Volumenlements dvol gebildet.
Damit definiert man die Sobolev-Rdume:

H"P (M) Vervollstandigung von C° (M) bzgl. ||| gr.»
H*?(M) = Vervollstindigung von {uec>(M) | lull e < 00} bzgl. |||l e -

Dem Sobolev-Raum H*P(M) bzw. der zugehérigen Norm ordnen wir das Gewicht
k — % zu, wobei n/oo als 0 zu lesen ist.

Bemerkung 1.11. Nach Definition und wegen Lemma 1.1 gilt fiir p < co
HP(M) = H*P(M) = LP(M).

Ubung 1.4. Sei 1 < p,q < oo. Folgende Normen sind #iquivalent:

(D) Nully = {lell gg.s

(2) [lullz = maxj—q._x ||V/ul,,

& 1/q
@ tots = (S 90,

Bemerkung 1.12. Sind (X, || - ||x) und (Y,] - |[y) normierte Vektorrdume, ist U C X
ein Untervektorraum und U C Y ebenfalls ein Untervektorraum, und ist ¢ : X — Y eine
stetige lineare Abbildung mit «¢(u) = w fiir alle u € U, dann gibt es ein C' > 0 so dass
gilt:

e(@)lly <C -z x VreX,
insbesondere
lully <C-lullx VueU

Umgekehrt gilt: Sind (X, || - [|x) und (Y,] - |ly) Banach-Raume, ist U C X dicht und
gibt es ein C' > 0 mit

Jully <C-Jlullx  VueU, (1.8)
dann setzt sich idy stetig linear auf X fort: Fiir gegebenes z € X wihle u; € U mit
g X 2. Dann ist (u;); eine X-Cauchyfolge, also mit (1.8) auch eine Y-Cauchyfolge. Da
Y vollsténdig ist, gibt es ein y € Y mit u; R y. Setze nun ¢(x) = y.

(a) Wohldefiniertheit: Ist u) eine weitere Folge in X mit u} X z, so ist (u; — u}) eine

Nullfolge in X, also auch in Y, d.h. u] R Y.
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(b)
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: s . . . X X
Linearitit: Zu x,2’ € X und «, f € R withle Folgen u;, v} in X mit u; = z, u], = 2/,

: Y, Y, : X
Dann gilt u; — «(z) und u, — «(z’) sowie au; + fu, = ax + fz/, so dass:

au; + fu (o + pa’)
ly
() + B ()
Stetigkeit:
@y = | Y-lim(w)
1—00 Y
= lim ffuglly
11— 00
< C lim ||lu|x
1— 00
= C‘ X-lim (u;)
1—>00 X
= Cllz|x.

Hierbei bezeichnet X-lim bzw. Y-lim den Grenzwert im Banachraum X bzw. Y.

Injektivitit von ¢ ist dquivalent zu: Jede || - || x-Cauchyfolge in U, die || - ||y-Nullfolge
ist, ist auch || - ||x-Nullfolge.

Dies ist nicht immer der Fall: Man kann Banachrdume X und Y mit einer gemein-
samen dichten Teilmenge U konstruieren, so dass die Fortsetzung von idy zu einer
stetigen Abbildung X — Y nicht injektiv ist.

Falls ¢ : X — Y injektiv ist, dann identifizieren wir X mit +(X) und schreiben X C Y.

Bemerkung 1.13.

(1)

Die Aussagen von Proposition 1.5 und Satz 1.8 kann man demnach so formulieren:
Ist (M, g) = (R"™, geux1) oder (M, g) eine kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit der
Dimension n > 2, so gilt:

HY(M) c LP(M)

und die Inklusionsabbildung ist stetig fiir alle p,q € [1,00) mit 1 — % = —%.

Den Beweis der Injektivitdt wollen wir nur skizzieren: Hierzu definiert man
(M) = {u € Lio(M) | [[V'ullpy < oo fiir alle i € {0,1,... K} |-

Diese Definition ist sinnvoll fiir alle & € Ny und alle p € [1,00]. Wir identizie-
ren wieder Funktionen uy und us, die auferhalb einer Nullmenge iibereinstimmen.
Zur Erinnerung: wir haben in Definition 1.2 festgelegt, dass eine messbare Funktion
u: M — R genau dann in Llloc(M ), falls jeder Punkt von M eine offene Umge-
bung U in M besitzt, so dass ul, € LY(U). Man kann fiir jedes u € Li (M) in

loc
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einem schwachen Sinne die iterierte Ableitung Viu definieren. Am konzeptionells-
ten ist hierbei die Verwendung von Distributionen. Fiir eine Funktion u definiert
man hierfir Dy, : C2°(M) — R durch D, (v) = [,, uv dvol. Wir nennen D, die zu
u assoziierte Distribution. Da die Abbildung v — D, injektiv ist, ist es sinnvoll
uw € LL (M) mit D, € C°(M)* = Hom(C®(M),R) zu identifizieren. Auf dhnliche
Art und Weise kann man verfahren, wenn u ein Llloc—Schnitt eines Vektorbiindels
V — M mit (faserweisem) Skalarprodukt ist. Dann ist D, € T'.(V)* wobei I'.(V)
die glatten Schnitte von V' — M mit kompaktem Tréger bezeichnet. Wir sagen
reprasentiert die Distribution D,,.

Fiir Distributionen kann man nun beliebige Ableitungen definieren, so dass dies
die klassische Ableitung verallgemeinert. Insbesondere definiert man V:D, €

L (TODM)* als ViD,(f) = Du<(V*)if), wobei wobei V* der zu V adjungierte

Operator beziiglich des natiirlichen L2-Sakalarprodukts auf (0,i)-Tensoren ist. Die
weiteren Definitionen sind nun so gewihlt, dass || Viu||z» < co genau dann gilt, wenn
ViD, von einem LP-Schnitt von T M repriisentiert wird.

Man zeigt nun, dass die H*P-Sobolev-Norm auf H*? (M) wohldefiniert ist und die-
sem die Struktur eines vollstédndigen normierten Vektorraums verleiht. Des weiteren
zeigt man fiir p < oo, dass der Raum der glatten Funktionen mit endlicher H*P-
Norm dicht in H*?P(M) ist. Es folgt, dass H*?(M) ein zu H*P(M) isometrischer
normierter Vektorraum ist, falls p < oo.

1

o Tealisiert sind,

Da nun alle oben definierten Sobolev-Réume als Teilmenge von L
folgt die Injektivitét.

Details dieser Techniken sind fiir M = R™ in [1, Abschnitt 1.15] ausgefiihrt. Die-
se kann man leicht auf die vorliegende Situation anpassen. Weitere Referenzen zu
Distributionen sind [L. Jantscher, Distributionen, de Gryuter| und [W. Walter, Theo-
rie der Distributionen, BI Wissenschaftsverlag]. Eine mehr physikalisch orientierte

Einfiihrung ist[F. Constantinescu, Distributionen und ihre Anwendungen in der Phy-
sik, Teubner].

(2) Mit Hilfe unserer Vervollstidigung haben wir H¥P(M) bisher nur fiir p < oo
definiert. Wir werden in diesem Buch nur diesen Fall bendétigen, erwidhnen der
Vollstindigkeits halber aber auch den Fall p = oco. Man definiert H®>°(M) :=
H*P(M). Da aber die stetigen Funktionen nicht dicht in L°°(M) liegen, ist H5 (M)
nicht mehr die Vervollstandigung der glatten Funktionen in H*°(M).

Proposition 1.14. Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2.
Wir setzen voraus, dass wir fir alle q,p1 € [1,n) mit 1 — % = —pll stetige Inklusionen

HYY(M) c LPY(M) (1.9)
haben. Dann haben wir fiir alle k,¢ € Nog und alle q € [1,n/) und alle py mit £ — % =

n

Pe

HS9 (M) < HMP(M) (1.10)
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Dieselbe Aussage gill auch, wenn wir in (1.9) HY(M) durch HY(M) und in (1.10)
HF69(M) durch H*9(M) ersetzen.

Beweis.

(a) Der Fall ¢ = 0 ist trivial.

(b) Betrachten wir zunichst £ = 1. Sei u € C*°(M) N H*L9(M) bzw. u € C°(M) und

j €{0,1,...,k}. Fiir £ > 0 setze ¢, = /|Viu|2 +e2 —e € C®(M) bzw. C°(M).
Wir wollen die Ableitung V. = dyp. abschétzen. Dazu rechnen wir fiir £ € T M:

2 <V§Vju, Vju>

Vepe = 2/ |Viu|? + &2
) J

_ <V£W,L>

\/ | Viu)? 4 €2

j |[V/ul
Vepe| < |VeVVu| —————
\/ [ Viul? 4 &2
< VeVl
Mit einem orthornormalen Rahmen eq,...,e, rechnen wir dann

Vel = | Y Vel < (| DIV, Viu* = |Vt
k=1 k=1

Fiir . verlangen nun die bzw. H“4(M) c LP*(M): Es gibt Konstanten C,C’ > 0
so dass gilt:

lellin <€ el < € (el + 19l -

Da ¢, =9 |V7u| punktweise, folgt mit dem Satz iiber majorisierte Konvergenz:
pe — [[V7ull
el — V700, limsup Vel < [V |, -
e—0
Zusammen genommen folgt also:
V7l < & (1970l o + (974, ) -

Summation iiber j = 0... k liefert schlieBlich: ||u|| grp; < C”|Ju|| gr+1,4 fiir ein C” > 0
und damit die Behauptung fiir £ = 1.
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(¢) Induktion iiber ¢ liefert fiir geeigenete p1,...,ps € [1,00)

ktl—" ekt l-1- skt —2-L = mkyl—0-2
q b1 b2 P
Hk+f,q(M) — H(k+f—1)+17q(M)
C Hk+€—17p1 (M)
C Hk+€—27p2 (M)
c HbPe(M).
O
Wir haben damit bewiesen:
Satz 1.15 (Sobolev’scher Einbettungssatz, 1. Teil). Sei (M,g) = (R", geuxl)

oder (M, g) eine kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2. Dann
haben wir fir alle k,¢ € No, p,q € [1,00) mit k + £ — % =k— % stetige Inklusionen

H**ba(M) ¢ HEP(M) . (1.11)

Bemerkung 1.16.

(a) Mit iiberschaubarem Aufwand kann man diesen Satz auch fiir Sobolev-Rdume mit
Werten in Vektorbiindeln zeigen, zum Beispiel fiir Tensor-Biindel. In der Notation
von Definition 1.27 erhélt man dann stetige Inklusionen

HkJrZ,q(T(r,s)M) c Hk,p(T(r,s)M)

fiir alle r, s € Ng und alle k, ¢, ¢, p wie im Satz.

n

(b) Die Bedingung k + ¢ — ¢ = k — 2 merkt man sich am besten wie folgt: das in
Definition 1.10 definierte Gewicht von H*+%4(M) ist gleich dem Gewicht von H"*?.

(¢) Ist M kompakt und 1 < p’ < p, so ist nach Ubung 1.1 LP(M) C Lp,(M), also auch
H*P(M) ¢ H*?'(M). Somit ist

H*09(M) ¢ HRPe(M) € HPP(M)  fiir p < py.

Hierbei ist p < py dquivalent zu k:—i—ﬁ—% > k—% und dquivalent zu % > %— %. In den

beiden folgenden Abbildungen wird fiir % = % bzw. fiir % = 5—10 der Bereich in der
¢-p-Ebene rot markiert, fiir den wir die stetigen Inklusionen H*T69(M) c H*P(M)

haben.
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1.2. Kompaktheit

Proposition 1.17. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

(i) (X,d) ist iiberdeckungskompakt, d.h. jede offene Uberdeckung von X enthilt
eine endliche Teiliiberdeckung.

(ii) (X,d) ist folgenkompakt, d. h. jede Folge in X besitzt eine konvergente Teilfolge.

(iii) (X,d) ist vollstindig und prikompakt, d.h. Ve > 0 3z1,...,2n() € X mit
X = U B.(w).

Beweis.

(1)=(ii):

Angenommen, (zy)gen ist eine Folge in X ohne H&éufungspunkt. Dann gilt: Vy € X
Jry > 0 mit #{k|z), € B, (y)} < 0. (B, (y))yex ist eine offene Uberdeckung von X,
nach (i) gibt es also y1,...,ym mit X = 2, By, (yi). Damit ist #{k |z € X} < o0
im Widerspruch zur Annahme, dass (x)ren eine Folge in X ist.

(ii) = (iii):

(a) Sei (zk)ken eine Cauchyfolge in X. Nach (ii) besitzt (xj)ren einen Haufungspunkt
in z € X; also xj "% 4. Damit ist die Vollsténdigkeit von (X, d) gezeigt.
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(b) Sei e > 0 so, dass keine endliche Auswahl von e-Béllen X iiberdeckt. Wihle z; € X
beliebig. Wihle induktiv z441 € X \ (Bz(21)U. ..U Be(zy)). Nach Konstruktion ist
d(zs, ;) > € fiir alle i # j. Insbesondere besitzt die Folge (x))ren — im Widerspruch
zu (ii)— keinen Héufungspunkt. Damit ist die Prikompaktheit gezeigt.

(iii)=(i):

Sei (U;)ier eine offene Uberdeckung von X. Setze

N::{YCX]YCUUj = \J\:oo}
jeJ

und zeige: X ¢ N. Ist nun Y € N, so gibt es zu jedem € > 0 und jeder Uberdeckung
X =Y Bo(x5) wie in (iil) durch e-Bille um 5, ..., 2%, ein iz € {1,...,N(2)} mit
YN Ba(xig) eN.

Nehmen wir also an, X € N. Dann wihle fiir ¢ = % induktiv Punkte xj so, dass
Y = Bi(x1) N Bi(x2) N...N Bi(x) € N. Wihle ferner beliebige Punkte y; € Yj. Fiir

2 k
k < £ sind dann y; und yp in Y C B% (zx), also d(yk,ye) < % Damit ist (yg)ken eine
Cauchyfolge, und nach (iii) gibt es ein y € X mit yy oo y. Wéhle g mit y € U;,. Fr
hinreichend grofie £ gilt dann wegen % +d(y,yx) — 0O:
Y. C B% (xk) C B% (yk) C B2+d(y,yk)(y) C Uio .

&

Somit ist Y3 ¢ N fiir hinreichend grofies k. Dies ergibt einen Widerspruch. O

Definition 1.18. Ein metrischer Raum heifit kompakt, falls er eine (und damit alle)
der Eigenschaften (i), (ii), (iii) aus Proposition 1.17 hat. Eine Teilmenge A C X heifit
kompakt, falls (A,d|A A) kompakt ist.

X

Bemerkungen 1.19.

(a) Kompakte metrische Réume sind beschrinkt: In Uberdeckungen durch konzentrische
Bille (B (o)), ¢ gentigen bereits endlich viele.

(b) Kompakte Teilmengen sind abgeschlossen: Die Grenzwerte ihrer Folgen gehéren nach
(ii) zu den Teilmengen.

(c) Ist (X,d) vollstéindig, so gilt:

A C X prikompakt & A C X kompakt .

(d) Ist (X,d) kompakt und A C X abgeschlossen, so ist A kompakt.
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(e) Satz von Heine—Borel: in (X, d) = (R", deyk) gilt:
A C R™ kompakt = A abgeschlossen und beschrinkt .

In unendlichdimensionalen normierten Vektorraumen gilt die Implikation < i. Allg.
nicht.

(f) Satz von Hopf-Rinow: Ist (M, d) eine vollstéindige riemannsche Mannigfaltigkeit, so
gilt ebenfalls

A C M kompakt & A abgeschlossen und beschrénkt ,

denn jede abgeschlossene, beschrinkte Teilmenge liegt in einem — kompakten! —
geodétischen Ball.

Ist M ein kompakter metrischer Raum, so ist C°(M) mit der Norm
[ulleo = llullzee = sup [u()] = max fu(z)]
zeEM reM

ein Banachraum.

Satz 1.20 (Arzela—Ascoli). Eine Teilmenge A C C°(M) ist kompakt < A ist abge-
schlossen, beschrankt und gleichgradig stetig, d. h. Ve >0 306 > 0 mit:

lu(z) —u(y)| < e Va,y: dlz,y) <o, YVuecA.

Eine kleine Anmerkung zum Sprachgebrauch: Genau genommen handelt es sich beim
oben definierten Begriff um gleichmdfige gleichgradige Stetigkeit. Gleichgradige Stetig-
keit im iiblichen Sinn ist die Bedingung

Ve >0Vz € M35 >0Vue AVy € M : (d(z,y) < = |u(z) —u(y)| <e).

Die Definitionen unterscheiden sich darin, dass in der unten stehenden § von = abhéingen
darf. Gleichgradige Stetigkeit im iiblichen Sinn und gleichméfige gleichgradige Stetigkeit
sind auf kompaktem R&umen M &quivalent. Deswegen nutzen wir im folgenden den
kiirzeren Begriff , gleichgradige Stetigkeit“ im Sinne von ,gleichméfliger gleichgradiger
Stetigkeit“.

Beweis.

=: Es ist klar, dass A abgeschlossen und beschriankt sein muss. Zu € > 0 wéhle eine
Uberdeckung A C Uf\;(f ) B.(u3). Wahle 6 > 0 so, dass fiir die endlich vielen stetigen
(und damit gleichmilig stetigen®) Funktionen w5, . ..  Uiy(e 8lt: |uf (x) —u5(y)| < e

5 M ist kompakt!
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wann immer d(x,y) < 0. Zu u € A wihle i, so dass [|u —u5_|| < €. Dann gilt fiir alle
x,y € M mit d(z,y) < :

u(z) —u(y)] < |u(@) —ui (@)] + |uf, (@) —uf, ()] + v, (y) —uly)| < 3e.

<€ <e fir d(z,y)<d <e

Somit ist A gleichgradig stetig.

<: Da A beschrankt ist, existiert eine Konstante C' > 0, so dass ||ulco < C fiir alle
u€ A. Sein>0. Wihle t; € R, i =1,...,k, so dass [-C,C] C Ule(ti —n,t; +1).
Wihle ferner Punkte z; € M, j = 1,...,m, so dass M = |JjL, By(x;). Fiir jede
Abbildung 7 : {1,...,m} — {1,...,k} setze

Ari={u€ A | [u(z;) —tepl<n Vji=1,...,m}.

Dann gilt: A = J, Ar. Wihle nun beliebige u, € Ay, falls A; # 0. Zu u € A wihle
ein 7 mit v € Ar. Zu x € M wéhle j so, dass x € By(x;). Dann gilt:

[u(z) — uz(2)]
< ul@) —ulay)] + |ulg) = teiy| + [teg) — un(@))] + lux(z5) — ux ()|

<n, da ueA, <n, daurcAx
< 22 swp (suplo(s) - (2] )
d(y,z)<n \veA

=: (n).

Damit ist [|u — urllco < e(n), also A C U, Begy)(ur). Fiir n — 0 gilt e(n) — 0
wegen gleichgradiger Stetigkeit. Damit ist also A prikompakt. A ist vollstdndig als
abgeschlossene Teilmenge eines vollstdndigen metrischen Raumes. U

Proposition 1.21. SeiT" = R"/T ein flacher Torus, undp € [1,00). Sei A C LP(T™)
beschrinkt. Dann ist A C LP(T™) kompakt, falls Ve >0 36 > 0 mit

/|u(33-|—h)—u(x)|pdx<s Vued, VheR' mit |B|<6.  (112)
T'!l

Hierbei operiert R™ durch Addition auf R"/T", wodurch = + h € R"/I" definiert wird.

Bemerkung 1.22. Gilt die Abschitzung (1.12) fiir alle u € A, so auch (mit einem
geeigneten ¢’ > 0 an Stelle von ¢) fiir alle uw € A: Zuu € A wéhle v’ € Amit ||u — u/||1r <
€. Dann gilt:

e ) =+,



28 1. Analytische Grundlagen

< Hu( +h> —u’(- +h>

<e <el/p

u/(o +h> —

ot gt =l

<e

= 2+ 5 0fors—0.

Beweis.
Wegen obiger Bemerkung kénnen wir ohne Beschrénkung der Allgemeinheit annehmen,
dass A abgeschlossen ist in LP(T"), A = A.

(a) Zue > 0 wéhle § > 0 wie in (1.12). Zu u € A setze

) =57 [ o (LYt ay

mit ¢ € C°(R) wie in der Beweisskizze zu Lemma 1.1, also supp(¢)) C [-1,1], ¢ > 0
auf (—=1,1) und [, ¥(|z|*) dz = 1. Dann ist us € C>(T™) C CO(T™).

(b) Wir berechnen:

s a0l = |57 [0 (D) (ut) - )

.
T 2
< o [o (M55 ) - )] ay
Tn
2
- / 5™ %) ‘u(m—i—h) —u(x)|dh.
{lh|<d}

Im Fall p > 1 bestimme p* so, dass ]% =1- %, also (1 — %)p* = 1. Wir rechnen:

us — ull?, = / lus(z) — u(x)P dz
T?’L
P

< dx .

52

5" <W> ((u(x +h) - u(m))( dh

T {|h|<d}

Wende die Holder-Ungleichung ‘ [ f(h)f*(h) dh‘ < |\ flleell £ ;o= fiir p und p*
{In|<o}
wie oben und fiir

1—-1

f(h)y = oy (|h?/s%) 7
Fr(h)y = 67" (JhP/6%) 7 |(ulz + h) — u(x))]
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an und erhalte

h2 ;)p*
iz < [l (e (M)

™| \{lhl<d}

=

—n <\h!2>
Y lu(z + h) —u(z)P dh dz,
{Inl<a}

Esgilt [ 6™ (5—|> dh = 1 und somit
{Ihl<d}

_ / / 5 w(' |2>|u(:c—i—h)—u( )P dh der

T {|h|<d}
Fubini 5 <|h|2> |u(z + h) — u(z)[P dz dh
{Inl<s} T
-/ 5—@(’ ‘2>/‘“+h>—u< )P de dh
{Inl<d}

<sup)p < lu(®+h)—ull]

< sup fu(e +h) —ullf,
|h|<d
< €.

Somit ist |lus — u||» < /P fiir p > 1. Insbesondere ist us — u in LP(M) fiir § — 0
gezeigt, und diese Konvergenz ist sogar gleichméflig in u € A.

(¢) Mit ganz dhnlichen Abschétzungen erhilt man dieselbe Aussage fiir p = 1:

s — 1 = / jus(z) — u(z)|dz

/ / %(!h\z) ‘(u(ﬂh)—“(ﬂ”)) dhdz .

T {|h|<5}
Fubini w(' |2) u(z + h) — u(z)|dzdh
{Ih <8} T
g (1P
/ 5"1/1( )/]um—i—h)—u( )| dx dh
{Inl <6}

/

<supjp|<s ' ® +h)—ull
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< sup flu(e +h) —ulp
|h|<d
< €.

Somit ist [Jus — ul|;1 < e. Wiederum haben wir us — wu in L*(M) fiir § — 0 gezeigt,
und diese Konvergenz ist ebenfalls gleichméafig in v € A.

Zu fixiertem 6 > 0 setze Ay = {us|u € A}. Wir definieren

As ist beschriinkt in C%(T™), denn

ug)| = \ [ ety uto) dy'
J

< Mg ulls
< Mgl - Nulloo

2\ \ P 1/p
= o [ (o () dy] e
< C@).

As ist gleichgradig stetig: Fiir ¢ klein genug und Z,9 € R", die z,y € T" re-
prisentieren und |2 — ¢| < § erfiillen, haben wir d(z,y)? = |2 — §|*> und deswegen
Vs.2(y) = Vs, 0(x — y) wobei [0] E T die Aquivalenzklasse von 0 € R™ bezeichne.

Also gilt wegen us(z an Vs 0 (@ — y)u(y) dy

Vus(z)| < / Vs (@ — )| - lu(y)| dy
ps
< (),

und diese Schranke ist unabhéngig von z € T™ und u € A. Daher

|us(z) —us(2)| =

1
/Td (tz + (1 —t)2') dt
0

(Vus)(te+(1-t)a’)-(z—a')

~

IN

17w e 1090
0

IN

C'(6) - |x — 2'|.
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Sei As der Abschluss von Ajs in C°(T™). Dieser ist auch gleichgradig stetig, denn fiir
As > u; — u e As gilt

u(z) = u(y)| = | im (ui(2) —ui(y))| = hm |ui(z) —uiy)| <e <2e

1—00 i—00
fiir 2, y und e wir in der Definition von gleichgradiger Stetigkeit. Da A5 auch be-

schrinkt ist, folgt nach dem Satz von Arzela-Ascoli, dass A; € C°(T™) kompakt
ist.

Sei (u;);en eine Folge in A. Zeige also: (u;)ien besitzt eine in LP(T™) konvergente

Teilfolge. Zu e, := 7 wihle &, > 0 gemé$ (b), und dann gilt: ||u — ug, ||» < . Fiir

jedes solche dy, ist Aj, kompakt, daher existiert zu ((ui)5k)ien\| eine in C°(T") kon-
(k)

vergente Teilfolge. Thren Grenzwert bezeichnen wir mit uso’ . Fiir Mannigfaltigkeiten
endlichen Volumens — also auch fiir kompakte Mannigfaltigkeiten und insbesondere
fiir 7" — gilt die Abschétzung [|v|[zr(ap) < vol(M)/P . [[vllco(ary- Somit folgt aus der
Konvergenz in C°(T™) auch die Konvergenz in LP(T™).

Diese konvergenten Folgen kénnen wir auch als Regularisierungen sukzessive gewéhl-

ter Teilfolgen von (u;);en wihlen: zu einem k sei (ugk)

)ien eine Teilfolge von (u;)ien
so dass ((ugk))gk)ieN konvergiert. Zu k + 1 wéhlen wir dj41 wie oben und eine Teil-

(k+1 (k) (k+1)

folge (u; ))iEIN von (u; " )ien, so dass ((u;" " ’)s,., )ien konvergiert. Schreiben wir

diese sukzessive Auswahl von Teilfolgen als Folge (indiziert durch k) von Teilfolgen
()

von u;, so ist die Diagonalfolge u; " eine weitere Teilfolge von u;, die insbesondere
die Konvergenzbedingungen fiir die dx-Regularisierung fiir alle k erfiillt.

Ur, uz, us,

ugl), ugl), ugl), mit (u2(1))61 s u&)
u§2), ug), u§2), ... mit (u§2))52 = ug,)
ugk), cel, u,(fk) .. mit (uz(k))(;,C s ugé)

(%)

Zeige nun: Die Folge der Grenzwerte (uso )gen ist eine Cauchyfolge in LP. Fixiere
dazu k, wahle £ > k; dann gilt fiir hinreichend grofles j > ¢:

o -], = o

s )

Lp

<

1 <
o

R

~~

=

Lp

< <

==
==

=N



32

1. Analytische Grundlagen

Da LP(T™) vollstandig ist, gibt es also ein us, mit WP 2y in LP(T™). Zeige

nun, dass fiir die oben konstruierte Folge (ug.j))jeN gilt: ug.j) Uiy Uoo in LP(T™). Zu

vorgegebenem ¢ > 0 wahle k so grof3, dass ||us — ugé)HLp < e und § < e. Dann gilt
fiir hinreichend grofes j:

T e P L

+ H(ugj))ék . ugj)‘

J ‘ Lp Lp Lp

<e <e <

Bl

< 3e. O

Definition 1.23. Seien X,Y metrische Rdume. Dann heifit eine stetige Abbildung
f:
prakompakt ist.

X — Y kompakt, falls fiir jedes beschrinkte A C X die Bildmenge f(A4) C Y

Ubung 1.5. Seien X,Y metrische Riume, f : X — Y eine stetige Abbildung und Y
vollsténdig. Dann ist f : X — Y kompakt < fiir jede beschrinkte Folge (xg)ren in X
hat die Bildfolge (f(x))ren eine konvergente Teilfolge.

Bemerkungen 1.24.

(a)

Seien X, Y Banachriaume und f : X — Y eine injektive kompakte lineare Abbildung.
Fiir ¢;, 0 € X, i € N konvergiere p; schwach gegen ¢, in Symbolen o, — ¢, d.h. es
gelte fiir alle stetigen linearen Funktionale o : X — R die Konvergenz a(¢;) — a(p)
fiir ¢ — oco. Dann konvergiert f(y;) im iiblichen (= starken) Sinn gegen f(¢). Denn
zunédchst sind schwach konvergente Folgen beschrinkt, siche [62, Korollar 1V.2.3].
Angenommen, f(¢;) konvergiert nicht gegen f(y). Nach Ubergang zu einer Teilfolge,
die wir wieder mit den Indizes ¢ € N bezeichnen, gilt || f(¢i) — f(p)|ly > ¢ fiir ein
e > 0. Aus obiger Ubung folgt, dass f(y;) eine konvergente Teilfolge (mit wieder
in der Notation unterdriicktem Subindex) besitzt, und sei ¢ € Y deren Grenzwert.
Wihle nun ein stetiges lineare Abbildung 8 : Y — R mit 5(¢) # B(f(¢). Da
Bof: X — R stetig ist, gilt dann

B(f(p)) = lim B(f(ei)) = B(¥),

1—00
was einen Widerspruch darstellt. Somit ist die Konvergenz gezeigt.

Seien X, Y, Z Banachrdume und f : X = Y, g: Y — Z stetige lineare Abbildungen.
Dann gilt:

(i) A C X beschrinkt = f(A) C Y beschrénkt.

(ii) A C X prakompakt = f(A) C Y prikompakt.

(iii) Ist f oder g kompakt, so auch go f.
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(iv) Falls dim(Y) < oo, so ist nach Heine-Borel f kompakt.

Proposition 1.25. Sei T™ = R"/T" ein flacher Torus. Fiir jedes q € [1,00) und jedes

p=1mitl—2>—2ist die Einbettung HY9(T™) C LP(T™) kompakt.

Beweis.

(a) Wir betrachten zundchst den Fall ¢ € [1,n), d.h. 1 — ¢ < 0. Wihle p; > 1 mit

—pﬂl = 1—%. Nach Satz 1.8 und Bemerkung 1.13 haben wir fiir 1 < p < p; eine stetige
Einbettung HY4(T™) C LP(T™). Zu zeigen ist also: fiir 1 < p < p; ist die Einbettung
kompakt. Sei also A C H(T™) beschrinkt. Dann ist auch A auch in LP(T™)
beschrénkt. Es gibt also ein C1 > 0 so dass |[ul|pr(rny < C1 und [Ju| graey < C1

fiir alle v € A.

(b) Wir tiberpriifen das Kompaktheitskriterium (1.12) aus Proposition 1.21 zunéchst im
Fall p =1 und ¢ € [1,n). Fiir alle u € C>*(T") gilt:

/|u(x—i—h) —u(z)|de = /
Tn "
1
//‘Vu‘ -h|dt da
r+th
T 0

1
< |h|//‘Vu‘ Lot da
T 0

1
Fublni \h!//‘Vu‘ de dt
r+th

dx

1
/%u(m +th)dt
0

IN

0 Tn

= |- IVullpr )

iy 41
< bl vol(TT) - [Vl Lo

g=1
< A vol(T™) @ - lull gra(zny -

In der resultierenden Ungleichung
Hu(° + h) — uHLl(T") S ’h‘ . CQ . HUHHl,q(Tn) (1.13)

sind beide Seiten stetig bzgl. der H%4-Norm, denn H4(T™) ¢ L'(T™). DaC>®(T") C
HY4(T™) dicht ist, gilt die Abschiitzung (1.13) auch fiir alle u € HY9(T™). Fiir alle
u € A gilt folglich [[u(e + h) —ul[f1(pny < |h] - C2 - C1. Nach dem Kompaktheitskri-
terium aus Proposition 1.21 ist daher A C L'(T™) prikompakt.
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(¢) Sei nun p € (1,p;1). Setze r = pii—:; >p>1undr = pl;}T_ll > p > 1. Dann gilt
% + % = % und nach der verallgemeinerten Holder-Ungleichung (sieche Ubung 1.1)
somit fiir alle u € LP(T"):

e = |l - uf=+
Lp
1T e 9
LT LT
i,
T
1
=z, - /|u|(1—%)r, L
Tn

S =

Man rechnet nach, dass (1 — —) -7’ = p; und erhilt dann:

1 1—1
s =l el
Sei nun (u;);en eine Folge in A. Diese ist beschriankt in LP*(7™). Auf Grund von
(c) Punkt.b konvergiert (u;);en (nach evtl. Ubergang zu einer Teilfolge) in LY(T™).
Dann gilt:

(1-1)

1 _1
- uj”fl ui — ujHLm "

A
5

l|wi — ujl e

IN
&
=
|
N
=

Folglich ist (u;);en eine Cauchyfolge in LP(T™), also konvergent. Somit ist nach
Ubung 1.5 die Einbettung HY4(T™) — LP(T™) in diesem Fall kompakt.

(d) Nun betrachten wir den Fall ¢ > n. Hierzu wéhlen wir ein ¢ € [1,00) mit 1/n < 1/§ <
1/p+1/n. Insbesondere gilt dann ¢ > n > gund 1 — % > —%. Somit ist HM9(M) —
HY4(M) stetig. Mit den Punkten (b) und (c) sehen wir, dass H“4(M) — LP(M)
kompakt ist, und somit ist dann H%9(M) — LP(M) ebenfalls kompakt. 0

Nun iibertragen wir die vorige Proposition von M = T" auf beliebige kompakte Man-
nigfaltigkeiten:

Proposition 1.26. Sei (M, g) eine kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit der Di-
mension n > 2. Dann ist fir q,p € [l,00) mit 1 — % > —% die FEinbettung
HY9(M) C LP(M) kompakt.

Die Ungleichung 1 — % > —% merkt man sich am besten wie folgt: das in Definition 1.10

definierte Gewicht von HY9(M) ist groBler als das Gewicht von LP(M).
Bewets.
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Wir {iberdecken M durch Karten (Uj,¢;,V;), j = 1,...,N, die ihrerseits Ein-

schrénkungen von Karten (U}, ¢}, V), j = 1,...,N, sind mit U; € U}, V; € V/

und ¢; = @9 i j = 1,...,N. Dann sind die Koordinatengebiete V; C R" be-
j .

schrinkt, und die Funktionen g,gjl) sowie alle ihre Ableitungen sind beschrénkt auf V;,

j=1,...,N. Es gibt also ein C; > 0 so dass fiir alle u € LP(U;) bzw. u € H“(M),

j=1,...,N, gilt:

1 _ _
o luow; wey < lullpew,y < Cr-lluow; e, (1.14)
1

o luwo i oy < lullmiaw,) < Ci-lluow; gy, - (1.15)
Sei (aj)j=1,.,n eine der Uberdeckung (Uj)j=1,.,n zugeordnete Teilung der Eins
auf M, d.h. a;j € C°(M) mit supp(a;;) C Uj, 0 < a; <1 und Z;VZI a; = 1. Wihle
ein Gitter I' C R" so grof}, dass U;VZI V; C F fiir einen Fundamentalbereich F.

Sei nun (u;);en eine beschriankte Folge in H9(M). Dann ist gibt es ein Cp > 0
mit [Ju;||graoary < Coy @ € N, also auch ein C3 > 0 mit [[ay - will graary < Cs,
i€ N,j=1,...,N. Mit der Abschétzung (1.15) gilt dann (nach Fortsetzung von
(ojug) o gpjfl durch 0 auf F bzw. R"/T"):

[(ajui) 0 05 M prragnry = [l(jus) © 95 Hgragy) < Crllaguill gra,) < Cr - Cs.

Proposition 1.25 liefert nach N-maligem Ubergang zu einer Teilfolge:
(aju;) o <pj_1 2% v, in LP(R™T) fiiralle j = 1,..., N. Mit supp((ajui)ogoj_l) cV;
ist auch supp(v;) C Vj. Setze vj o ¢; durch 0 auf ganz M fort und setze dann
V= z;vzl vj o p; € LP(M). Dann gilt offenbar (aju;) ~—— vj o pjin LP(U;) und

i—00

folglich u; = ZjV:1 aju; —— Zjvzl vjo@; =wvin LP(M). O

Im Folgenden verwenden wir die Schreibweise A @ X, dafiir dass A eine offene Teil-
menge des topologischen Raums X ist. Ist M eine Mannigfaltigkeit, so beueichnen wir
das Biindel der (r, s)-Tensore mir 7*) M, siche Anhang A.1.3 Definition A.8. Den Vek-
torraum der auf U @ M definierten glatten Schnitte von T(*) M bezeichnen wir mit
D(U; T M), und wir setzen I'(T"9) M) == T'(M; T M).

Definition 1.27. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, p € [1,00], U @ M.
Fiir einen (glatten) Tensor u € I'(T(*) M) definieren wir for p € [1, 00)

1/p
fullswy = ( [ 1u avol)

K : 1/p
lull gy = (; IVl )
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[ ——
U
llwll g.00 1y = max {||Vullpr@y |5 =0,1,...,k}

Falls U = M oder falls U aus dem Kontext heraus klar ist, lassen wir (U) im Index
der Norm zumeist weg, schreiben also |[u||ze, ||u||frs etc. Sei HEP(U; TS M) die
Vervollstédndigung von

{u e DU TIM) | ||l g < oo}

beziiglich der entsprechenden Norm, und LP(U;T"*)M) = H%P(U;T"*)M). Ele-
mente von LP(U; T M) baw. H*P(U; T M) nennt man auf U definierte LP-
bzw. H*P-Schnitte von T(*) M. Im Fall U = M schreiben wir auch LP(T() M) =
LP(M; T*) M) und HEP(TTS) M) = H*P(M; T M).

Offensichtlich gilt fiir p € [1,00)

k
lallpseers = Nl + IVl
lllgisesroe = max {Jullges, V5 ul g |

Die Raume LP(U; T M) bzw. H*?(U;T("*) M) kann man wiederum als Unterriiume
von L. (U; T M) realisieren (zum Beispiel durch eine distributionelle Definition).
Auch fiir Tensoren erhilt man die Abschétzungen (1.14) und (1.15).

Proposition 1.28. Sei (M, g) eine kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit der Di-
mensionn > 2, r,s € Ng. Seien q,p € [1,00) gegeben mit 1—% > —%. Sei (u;) eine be-
schrinkte Folge von H9-Schnitten von T*) M . Dann besitzt (u;) eine Teilfolge, die in
LP(M) konvergiert. In anderen Worten: die Einbettung HY4(T"*) M) c LP(T"%) M)
1st kompakt.

Beweis.
Im Fall M = T™ mit der flachen Metrik schreiben wir w; komponentenweise als
u; = (Wi1,...,uin)’. Wir erhalten die Aussage, indem wir Proposition (1.25) kom-

ponentenweise anwenden.
Den allgemeinen Fall beweist man nun analog zum Beweis von Proposition 1.26. U

Satz 1.29 (Rellich-Kondrakhov, 1. Teil). Sei (M, g) eine kompakte riemannsche
Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2. Dann ist fir jedes p,q > 1, k € Ng und £ € N
mit k40— 2 >k — 2 die Einbettung HF9(M) ¢ HPP(M) kompakt.
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Die Aussage wverallgemeinert sich auf (r,s)-Tensoren, r,s € No: Die Einbettung
HFHa(TmS) MY ¢ HRP(TS) M) ist kompakt.

Die Ungleichung k 4 ¢ — % >k — % merkt man sich am besten wie folgt: das in De-

finition 1.10 definierte Gewicht von H*¥T64(M) ist groBer als das Gewicht von HF».

Beweis.
Die Proposition 1.26 liefert bereits den Spezialfall k =0, £ = 1.

(a) Betrachte zunichst den Fall k € N beliebig, ¢ = 1. Sei (u;);cn eine beschrénkte Folge
in H*19(M). Fiir jedes j = 0,1,...,k ist dann (V7u;);en eine beschrinkte Folge
in H-9(TO9)M). Nach Ubergang zu Teilfolgen ist also (u;);en eine Cauchyfolge in
LP(M) = LP(TOOM), (Vu;)ien eine Cauchyfolge in LP(TV M) und allgemein
(V7u;)ien eine Cauchyfolge in LP(T(%9) M) fiir alle j = 0, ..., k. Daher ist (u;)ien
eine Cauchyfolge in H*P(M), folglich konvergent in H*?(M).

(b) Seien nun k € Ng und ¢ € N beliebig. Wihle zunéchst ein ¢ € [1, ¢, so dass gilt:

0>0-25-1
q p
Bestimme geeigenete p1,...,ps € [1,00) mit
k- S st l—1- Lkt l-2- L= =k+0-—,
q b1 b2 P
insbesondere py > p. Dann gilt:
HkJrZ,q(M) stgig HkH,q(M)
Stgig R+ (M)
stgig Hk-l—ﬁ—?,pg (M)
i )
kompakt
T HRR (M da k+1- " =p-"sp- D
Pe—1 De p

Nach Bemerkung 1.24 ist die Verkettung stetiger Abbildungen mit einer kompakten
wiederum kompakt.

Der Beweis der tensoriellen Aussage ist vollig analog. O



38 1. Analytische Grundlagen

Bemerkung 1.30. Der Satz von Rellich-Kondrakhov gilt nicht fiir (M, g) = (R", geuk1)-
Als Gegenbeispiel wéhlen wir etwa v € C°(R™) mit supp(u) C By(0) und u # 0.
Setze dann u;(z!,...,2") = u(z! — 2j,22,...,2™). Wegen der Translationsinvarianz
des Lebesgue-MaBes in R™ ist [|u;| gr.pgn) = [[ull gep(gny filr alle j € No. Daher ist die
Folge (u;)jew beschrinkt in H*P(R™) fiir alle k,p. Da die u; disjunkten Triiger haben,
gilt andererseits fiir ¢ £ j:

llui — uju‘iq(m = / lui — u;|? do = / |u;|? dx + / luj|? dz = 2||u\|‘iq([Rn) >0.
R R™ R™

Daher ist keine Teilfolge von (u;);en eine Cauchyfolge in LI(R™), folglich auch in keinem
der Sobolev-Riume H%4(R™).

1.3. Der GauB’sche Divergenzsatz

Sei w eine differenzierbare 1-Form. In lokalen Koordinaten schreibt sich w dann als
w(r) = w;(z) da’.

Definition 1.31. Das Kodifferential von w ist die Funktion, die in lokalen Koordina-
ten gegeben ist durch

1 0
~ /det(g) 02

wobei det(g) = det ((gij)ij=1..n)-

d(w) = ( det(g) -gijwj> , (1.16)

Man nennt §(w) oft auch die Divergenz von w, in vielen Literaturquellen wird aber
die Divergenz nur von Vektorfeldern X € I'(T'M) gebildet und héufig mit einer ande-
ren Vorzeichen-Konvention. Die Funktion #+div X in diesen Quellen stimmt dann mit
6(g(X, «)) im vorliegenden Buch iiberein.

Beispiel 1.32. In kartesischen Koordinaten auf (M, g) = (R™, geuk) ist

n
(%Ji

B oxt’
i—1

o(w) =

Ubung 1.6. Zeigen Sie, dass 6(w) wohldefiniert ist, also unabhingig von der Wahl der
Koordinaten.

Bemerkung 1.33. Ist (M, g) eine beliebige riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M, und

1

sind x*,...,z" riemannsche Normalkoordinaten um p, so gilt:

gij(@) =685 +0 (|z?)
= g9(z) =07+0(|z)
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= /det(g) = 1+ O]

S @) =-Y ).
i=1

Lemma 1.34. Seien g,g konforme riemannsche Metriken auf der n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit M, d.h. g = f%-g mit f € C®(M), f > 0. Dann gilt fiir alle
differenzierbaren 1-Formen w:

Sgw = 2 <5gw —(n—-2) <V7f,w>g> .

Beweis.
Wir berechnen in lokalen Koordinaten: g;; = f2 - g;; = g = f2- ¢ und +/det(g) =
f™-y/det(g). Daraus erhalten wir:
1 d .
—————(/det(9)77 w;
W W( t(9)g"w)
_ n /d t 2 ij
., /det 8952 (f ¢ f g >
f” >0 (\ /Tt gl gy) + /TGy 2
fry/det(g)
— —n _1j n— 0
= f 269w_f gw; - (n—2)f 3@f
= f72(6gw_f71<vfyw>g)- 0

(5@(&)

Definition 1.35. Fiir u € C?>(M) setze Au = § Vu. Der Operator A : C>(M) —
C°(M) heift Laplace-Operator oder genauer Laplace—Beltrami-Operator.

In lokalen Koordinaten ist der Laplace-Operator gegeben durch:

Au = 0; ( det(g ZAj3~u>.
\/det(g Z 9
Hierbei und im Folgenden setzen wir immer 0; = %

Man kann dann weiterrechnen:

n

. 1 .
= - Z ( 99:05u+ (09" 9u + 59”9lk<3i91’“)3j“>
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i=1

Hierbei benutzten wir die folgende Formel in lokalen Koordinaten Ffj =
3 9890 + 0j9i0 — Dugij).-

In kartesischen Koordinaten von (M, g) = (R, geykt) ist Au = —3"1" 8( ) . Wie oben
gilt daher auch auf einer beliebigen rlemannschen Mannigfaltigkeit in riemannschen Nor-
malkoordinaten um p: (Au)(p) = — > i, a(x L-(0).

Lemma 1.36. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Ist ¢ = f%> - g, f €
C>®(M), f >0, so ist fir alle u € C*(M):

NI = 2 (Agu —(n-2) <fo Vu >g>

Beweis.
Folgt direkt aus Lemma 1.34. O

Satz 1.37 (Gauf3’scher Divergenzsatz). Sei (M,g) eine riemannsche Mannigfal-
tigkeit mit Rand und v das dufiere Einheits-Normalenfeld.

Dann gilt fiir alle stetig differenzierbaren 1-Formen w mit kompaktem Trager:

/5w dvol = — / w(v) dvol?M .
M oM

Beweis.
Betrachte Karten (U, ¢, V') mit V = (0, a)™, die Einschréinkungen von Karten (U’, ¢/, V")
sind, so dass [0,a]® C V’. Wir schreiben ¢ in Komponenten ¢’ = (z!,22,... 2") fiir

2t € C®(U’). Im Fall U N OM # ) kénnen wir die Karte ¢ so wihlen, dass 36_2, oo
sich zu Koordinaten von M einschrénken und so, dass {0} x [0,a]""! = ¢/'(U N OM)

und -2 1 oM

= 1 gelten.
axl 30(07$27"'7xn) g

Hp(0,22,....2m)
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. I
In diesen Koordinaten hat dann die Metrik lings des Randes OM die Gestalt

10 0

(gij)i,j:z..n
0

Hierbei ist (gs5)i,j=2..n die von g induzierte Metrik des Randes.

Eine endliche Auswahl (U;,¢(;),V;), i = 1...N solcher Karten iiberdeckt bereits
supp(w). Mittels einer Teilung der Eins zu dieser endlichen Uberdeckung von supp(w)
kénnen wir w zerlegen in w = Zgzl wg mit supp(wg) C Ug. Da die Integrale additiv
sind, geniigt es, die Behauptung fiir den Fall zu beweisen, dass supp(w) C U fiir eine
solche Karte (U, ¢, (0,a)™). Dann gilt:

Aléwdvol _ /Vd— (Vaetls) - g%;) /eilg) da ..

= / det(g gijwj> dz!. .. dz"
[0,a]™

.. a
= det ) gY wj)
z;=0

—

dz'... dzt... da".

07a}n 1

Liegt U im Innern von M, so verschwindet w an den Randkomponenten z; = 0 und
x; = a von [0,a]”, und es folgt [,, dw = 0. Im anderen Fall gilt: Liegt y € OU im Innern
von M, so verschwindet w in y. Deswegen verschwindet w auf allen Seitenflichen des
Randes, mit Ausnahme der Seitenfliche ¢~1({0} x [0,a]"" ) =U NOM.

Im anderen Fall haben wir (mit w; = w(01) = —w(v) lings OM):

/5w dvol = / det(g) - gYw; do?... da"
M [O,G,]"_l
— / wyy/det(goM) da?
[0701]7171

- - / w(v) dvol?M

oM
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O
Lemma 1.38. Seiu € C'(M) und w eine stetig differenzierbare 1 — Form. Dann gilt:
(u-w) =u-dw— (w,Vu). (1.18)
Beweis.
Wir berechnen in lokalen Koordinaten:
1 3
(u-w) = ———0; det(g) - g% - uw;
(u-w) o & (Vaetl) - 97 )
1 . -
= ———=u0; (y/det(g) - ¢g"w; ) — g w;0iu
det(g) < (9) -9 ]) grwj
= ud(w) — (w,Vu).
ud(e) — (w, Vu) _

Folgerung 1.39 (Green’sche Formeln). Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit
mit Rand und duferem Einheitsnormalenfeld v. Seiu € Ct(M), w eine stetig differen-
zierbare 1-Form und supp(u) N supp(w) kompakt. Dann gilt:

/u-éw dvol = /(Vu,w) dvol — / u-w(v) dvol?M (1.19)
M M oM
Seiu € CH(M), v € C}2(M) und supp(u) Nsupp(v) kompakt. Dann gilt:
/uAv dvol = /(Vu, Vv) dvol — / w- Vv dvol®M (1.20)
M M oM
Seien u,v € C?(M) und supp(u) N supp(v) kompakt. Dann gilt:

/uAv dvol = /vAu dvol + /(v - Vou —u- Vyu) dvol® (1.21)
M M oM

Bewets.
(1.19) erhélt man durch Integration von (1.18) aus dem Divergenzsatz. (1.20) folgt aus
(1.19) mit w = Vu. (1.21) folgt aus (1.20) durch Antisymmetrisieren in « und v. O
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Bemerkung 1.40. Die Anwendung einer der Formeln (1.19-1.21) bezeichnet man als
partielle Integration.

Lemma 1.41. Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit, seien u,v € C?>(M) und
feC*(R).
Dann gilt:
Au-v) = Au-v—2(Vu,Vv)+u-Av (1.22)
A(fou) = (fou) -Au— (f"ou)-|Vul? (1.23)
Beweis.

Fiir (1.22) berechnen wir mit Hilfe von (1.18):

A(u-v) = §(V(u-v))
§((Vu)-v+u-Vo)
= d(Vu)-v—(Vu,Vo) +u-6(Vv) — (Vu,Vv) .

Fiir (1.23) erhalten wir ganz analog, ebenfalls mit (1.18):

A(fou) = 6(V(fou))
= 6((f ou)-Vu)
= (flou)-6(Vu) —(V (f ou),Vu)
(ffou)-6(Vu) = {(f" ou) - Vu,Vu) .

1.4. Poincaré-Ungleichung

Wiederholung: Sei Bj,j(,)(z) der grofite offene Ball um z, auf dem riemannsche Nor-
malkoordinaten existieren. Den Radius des Balls Biyj(,)(7) nennt man den Injektivitits-
radius inj(x) in x. Die Funktion inj: M — Rsq ist stetig. Der Injektivititsradius der
riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) ist definiert als

inj(M,g) = Ilélj\fd inj(x).

Ist M geschlossen, dann folgt inj(M, g) > 0.
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Proposition 1.42 (Poincaré-Ungleichung). Sei (M,g) eine geschlossene rie-
mannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n, sei 0 < g < inj(M, g) und sei g > n.
Dann gibt es ein C > 0, so dass fiir alle 0 < o < o9, fir

jedes x € M und fir jede kompakte Teilmenge K C By(z)

mit positivem Volumen gilt:

‘u(:v) - ﬁ / u(z) dvol(z)

fiir alle u € C*(M).

Bewesis.
Sei ¢, : [0,1] — M die eindeutige kiirzeste Geoditische von z nach z € Biyj(x)(2),
parametrisiert auf dem Einheitsintervall. Wir berechnen:

'u(x) - % IZ u(z) dvol(2)

_ OlzK) ‘ / (u(z) — u(2)) dvol(z)
1

IN

lu(z) — u(z)| dvol(z)

[ (o) ] v

o ém(t)> ' dt dvol(z)

IN
<
=B
~|
3
N —

=d(z,z)<e

0
/1
0
1
/ Vul | Jens(0)] dt dvol(:)
Cz,z(t) H’,—/
0
/1
0

4
< dt dvol
~—  vol(K) / vu|cz,z(t vol()
K
1
Fubini %
= dvol(z) dt.
vol(K) //Vu‘cm(t) vol(z)
0 K
Setze nun K; = {c;.(t)|z € K}. In riemannschen Normalkoordinaten um z ist

Ot 2 Cp(t) gegeben durch ¢ — ¢ - (. Setze nun ¢’ == ¢ - (. Fiir die euklidischen
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Volumenelemente gilt dann d{ = |det((§1—§,) -d¢’ =t - d(¢’, also fiir die riemannschen
Volumenelemente
1
oA 7" dvol < (@g¢) dvol < Cy -t ™ dvol.
2

Mit dem Transformationssatz erhalten wir also:

/‘Vu

K

Cr,z

(t)‘ dvol(z) < Cy -t"/ ‘Vu(z/)‘ dvol(z")
K
Holder Y 1g*
< Ot Vullpek,) - (vol(K) )™/
————

<C3-t"-vol(K)

< Cy - 7T ol (KT IVl La(ar)

und schlieBlich:

u(zx) — VOIEK) /u(z) dvol(z)
K

1
< 0-Cy- (vol(K)) Y/ / |Vl e
0

1
= 9-04-(v01(K))1/q/t"/q dt - ||Vul| e
0

~—_——
<oo,daq>n
0
= 5 ————— |Vl e -
5 vol(K)1/a V| La -

Bemerkung 1.43. Man kann die Poincaré-Ungleichung auch auf (7, s)-Tensoren ver-
allgemeinern.

1.5. Holder-Raume

Definition 1.44. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und k£ € Ny. Fiir v €
CF(M) setze

k
lulles = ;)jg]\g\w%\
ety = {ueck(M) ‘ ull o <oo}.
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Bemerkung 1.45. (CF(M),]||«|lcx) ist ein Banachraum. Ist M kompakt, so gilt
CE(M) = CK(M).

Definition 1.46. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und k& € Ng. Falls
0 < a < 1, so setzen wir fiir u € C*(M):

T;;’Vku‘x — Vku‘y‘

ullgka = llullex + sup RN
yEBj
ckeny = {uECk(M) | ||u||c,€,a<oo}-

Hierbei sei B} = By (z) \ {z} mit i(z) = min{inj(x),1} und 77 bezeichne die
Parallelverschiebung von x nach y lings der eindeutigen kiirzesten Geodétischen. Wir
nennen C(;’O‘(M) den Hélderraum C{;O‘ auf M und nennen « den Hdlder- Exponenten.
Den Raum C**(M), genannt den lokalen Hélderraum, definieren als den Raum aller
Funktionen, die lokal in C** sind, d.h. der Raum der Funktionen v : M — R, so dass
jedes © € M eine offene Umgebung U, mit ul, € C}g’o‘(Uz) besitzt. Funktionen in

CO%*(M) heien a-Hdilder-stetig. ~ Man ordnet dem (lokalen) Holder-Raum C]g’a(M )
bzw. C**(M) und ihren Normen das Gewicht k + a zu.

Bemerkung 1.47.
(a) <C§’Q(M), I ”ck,a) ist ein Banachraum. Ist M kompakt, so gilt C]];’a(M) = Che(M).
(b) Es gilt CL(M) C Cg’a(M), was man wie folgt zeigen kann. Fir z,y € M sei v :

[0,1] — M die eindeutige kiirzeste Geodétische mit v(0) = x und (1) = y. Dann
gilt d(x,y) = Z(v) = |7(¢t)|. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein & € (0,1) mit

wO) ~u0O) = g #6®) = Vul 50,
und daraus folgt

fu(e) — )| < sup |Vu) | de,y) = d(zy) -l
¢e(0,1) (&)

Fiir alle y € B} gilt also
|u(z) = u(y)|/d(z,y)* < d(z,y)' ™ Juller < |lulles -

(c) Wenn man shnliche Argumente wie in (b) auf die Komponenten von V¥u anwendet,
erhilt man CJ™ (M) C C{;’O‘(M).

Bemerkungen 1.48. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit.
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(a) Ist M kompakt, so definiert fiir jedes hinreichend kleine € > 0

‘Ti«/ (Vku‘x) — Vkuu

Ul|ck + su
” HC’“ 1751@/) d(.%',y)a
d(z,y)<e
eine zu || - ||ck.« dquivalente Norm. Denn fiir z,y € M mit d(z,y) > e gilt:

‘T%(Vku|x) — Vkuu g
d(z, y)*

e 2| VFulleo < e 2]jul|er -

(b) Fiir 0 < o < @ <1 haben wir stetige Einbettungen C]g’a(M) C CE’O/(M), denn

/

(z,y)*7"

Tg(vkum —Vku‘y‘ Tﬁ(vku‘m) —Vku‘y‘ g
d(x,y)~ d(z,y)*
‘Tg(vku‘m) — Vku‘y‘
N d(z,y) '
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(c) Wiederum kann man einfach die obigen Definitionen auf (r, s)-Tensoren verallgemei-
nern. Den Holderraum aller C¥®-Schnitte bzw. C{j **_Schnitte von T%) M bezeichnen

wir als Ck’o‘(T(r’S)M) bzw. CE’Q(T(KS)M)‘

1<g< oo mitk+/{— % >k + «. Dann haben wir stetige Einbettungen
H**59(M) c che(M).
Die Aussage lisst sich auch auf Tensoren verallgemeinern:

Hk—l—@,q(T(r,s)M) C Ck,a(T(r,s)M) )

Satz 1.49 (Sobolev’scher Einbettungssatz, 2. Teil). Sei (M, g) eine geschlosse-
ne riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n. Seien k,¢ € N, sei 0 < o < 1 und

Die Bedingung k+/ —% > k+a merkt man sich am besten wie folgt: das in Definition 1.10
definierte Gewicht von H*+44( M) ist groBer oder gleich dem in Definition 1.46 definierte

Gewicht von CF.
Beweis.
Wir beweisen den Satz fiir den Fall n > 3. Fiir n = 2 siehe Ubung 1.7.

(a) Es geniigt, den Fall £ = 0 zu betrachten, denn die Aussage fiir £ > 0 folgt durch

Anwendung des Falles k = 0 auf u, Vu, ... und V*u.
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(b) Es geniigt ferner, die Aussage fiir £ = 1 zu beweisen, denn fiir £ > 2 haben wir nach
Satz 1.15 dann eine Verkettung stetiger Einbettungen

wobei wir pg, p1, . - -

HY(M) < H°(M)

C HZ*Lpl (M)
C HLP@A(M)
c o),

,pe—1 € [1,00) so wihlen, dass

n

Ly S Ly S N L B (S

q Po p1 Pe—1

gilt. Die Wahl von pg € [1, ¢] ist hierbei so gewihlt, dass ¢ — 2 € [, 1), dann lassen
sich hieraus die anderen p; bestimmen.

(¢) In riemannschen Normalkoordinaten um z gilt fir r = d(z, zg) = |z|:

V(Y = d@?) =2rdr
V@) = 2r

Hierbei wurde |dr| = 1 benutzt, was daraus folgt, dass Geoditische konstante Lénge

haben.

n 21"2
A = - G

= —2n.

Damit ist also A(r?) = —2n + O(r). Fiir 3 € R ist also

A(rﬁ)

—Bn-rP2 4 (9(7"5_1) —B(B-2)- B2
—B(n+B -2+ 0.

Speziell fiir 8 = 2 — n ist also:

A (TQ_") = (’)(rl_") (r\0) (1.25)
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(d) Fixiere nun 0 < ¢ < inj(M) und einen Punkt zo € M. Fiir
0 < e < gsetze A == B,(z9) — Be(zp). Fiir u € C®(M)
mit supp(u) C B,(xo) liefert die Green’sche Formel (1.20):

/ u- V2™ dvol?4e = /(Vu, V2™ dvol — /uATQ_" dvol (1.26)
0A: Ae Ae

(d1) Wir berechnen:

/ uV, 2" dvol?de = / UV _gradr 727" dyol?B-(20)
0A: OBe(x0)
= / u-(2—n) . (-1) dvo19B=(0)
OB (x0)
= (n-2)-el™m. u dvol?Pe (o)
9B (x0)
— ¢ - u(xo) (1.27)

An dieser Stelle ist es wichtig zu bemerken, dass ¢, # 0, da n # 2.

(d2) Weiterhin ist

/(Vu, Vr?™") dvol < /\Vu] |2 =n)r'="| dvol
Ae

£

Holder 1-n
< In —2|- HVUHLQ(AE) ) HT HL‘!*(AE) '

Wir definieren wieder ¢* durch % + qi* = 1. Dann ist

1-n

Hr f;*(AE) = /(rl_")q* dvol
Ae
0

Ch- (rl_")q* T ldy

IN

_ 0. [ D0 g,

O — " T—
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beschrénkt fiir ¢ \ 0, da die Ungleichung (n —1)(1 — ¢*) > —1 dquivalent zu % <1
bzw. g > n ist, was sich aus a > 0 ergibt. Es folgt

/ (Va, 9" dvol| < Co- [ Vuls (1.28)

S

mit einer Konstanten Cs, die nicht von ¢ abhéngt.

Analog ist

———

/u-A (r*=") dvol| < Cj- / lu| - [7'7"] dvol
e O(ri=m) Ae

IN

Co - llullze - 177" por (4
< Cs-fulls (1.29)

Einsetzen von (1.27), (1.28) und (1.29) in (1.26) und der Grenzwert € N\, 0 liefern:
u(zo)] < Co- llullga -

Man beachte, dass es hier wichtig war, dass wegen n # 2 die Konstante ¢, in (1.27)
nicht verschwindet.

Sei nun u € C*°(M) ohne Bedingung an supp(u). Wihle eine glatte Abschneidefunk-
tion y : R — Rmit x(t) =1 fiirt <3, 1> x(t) >0 fiir 3 <t <1und x(t) =0 fiir

t > 1 und setze u(x) = X(d(Lon)) -u(z). Damit erhalten wir:
[u(zo)] = la(xo)l < Co-llaflgra < C7-llullgra-

Maximieren tiber xg € M liefert also

Julleo < Cr -« ullgrna (1.30)

Mithilfe von Bemerkung 1.12 erhalten wir aus Ungleichung (1.30) eine stetige Ab-
bildung H4(M) — C°(M). Aus der Ungleichung |[u||z» < vol(M)YP|jul|co erhalten
wir eine stetige Abbildung C°(M) — LP(M) und offensichtlich ergibt die Kompo-
sition die bereits diskutierte Abbildung H%“4(M) — LP(M), die bekanntermafen
injektiv ist. Somit ist auch H9(M) — C°(M) injektiv.

Sei nun u € H%9(M). Wihle u; € C®°(M) mit u; — u in HY4(M). Dann ist (u;)ien
eine Cauchy-Folge in HY9(M), also mit (1.30) auch eine Cauchy-Folge in C°(M).
Da C°(M) vollsténdig ist, gibt es also ein v € CO(M) mit u; — v in CO(M). Die
Konvergenz u; — v ist gleichméfig, also inbesondere auch punktweise. Anderer-
seits konvergiert u; in HY9(M), also auch in LI(M) gegen u, und dies impliziert
punktweise Konvergenz fast iiberall. Damit ist u = v fast {iberall, mithin besitzt u
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einen stetigen Repriisentanten. In diesem Sinne ist HY9(M) C C°(M) als Untervek-
torraum. Die Ungleichung (1.30) gilt fiir alle Funktionen in dem dichten Teilraum
C>®(M) C H“(M), also wegen der Stetigkeit der Norm auch fiir alle u € HY(M).
Damit haben wir die stetige Einbettung

HY(M) c C'(M)
erhalten.

Auf Grund der Bemerkung 1.48 (b) geniigt es nun, eine stetige Einbettung
HY (M) c Co%(M) fiir a = 1 — ¢ 2u finden. Fiir dieses o suchen wir also eine

Schranke C, so dass fiir alle w € C*°(M) und fiir alle x # y mit d(z,y) < (M) gt

ER
[u(@) — uly)]

<C- -
d(.%',y)a = HUHqu

Sei also u € C>°(M) und seien z,y € M mit d(z,y) < % Verbinde z und y
durch die (bis auf Reparametrisierung) eindeutige kiirzeste Geoditische c. Sei xg
der Mittelpunkt von ¢, also d(z,z¢) = d(z0,y) = 2d(z,y). Setze nun ¢ = d(z,y)
und benutze die Poincaré-Ungleichung fiir K := B 5(w0) C B,(wo). Es gilt also:

1 C-o
- < e
‘u(m) Vol (K) /u(z) dvol(z)| < ol(F) 1/ VullLa -
K 7
=uK
Damit erhalten wir:
lu(z) —u(y)| < [u(@) —uk|+ ux —u(y)|
2-C-p
< — ||V
"o
< ol IVl La
< O | g
= C"d(z,y)* - Jullgra - =

Ubung 1.7. Fiihre den Beweis des Satzes fiir n = 2 durch: Ersetze dazu im Beweis-
schritt (d) die Funktion 72" durch In(r).

Lemma 1.50. Sei (M, g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit, sei k € Ny,
und seien 0 < a < o < 1. Dann ist die Einbettung

kompakt.

k(M) < cPeM)
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Beweis.
Wie zuvor geniigt es, den Fall k& = 0 zu betrachten. Sei also (u;);en eine beschrinkte
Folge in C%. Fiir ein C; > 0 ist dann

Jui(z) = wi(y)| < C1 - d(x,y)”

fiir alle ¢+ € N und fiir alle z # y mit d(z,y) < % Insbesondere ist also (u;)ien
gleichgradig stetig (und nach Voraussetzung auch beschrinkt in C°(M)). Der Satz von
Arzela und Ascoli 1.20 liefert also eine konvergente Teilfolge in C°(M), die wir wieder
mit (u;);en bezeichnen.

Fiir die Differenzen w = u; — u; berechnen wir nun:

w(z) —wiy)] _ <rw<w>—w(yw)“‘/“'_‘w(x)_w(y)‘l-a/a'

d(z, y)* d(z, y)*
< (llellgowr)™™ - @lwllen) =
< Oy flullg ™
Wegen 1 — 2 > 0 ist also (u;)ien eine Cauchy-Folge in C%*(M). O

Bemerkung 1.51. Insbesondere ist dann auch die Einbettung C**(M) c C*(M) kom-
pakt. Denn zu 0 < o < 1 wihlen wir o mit 0 < o/ < o und erhalten:

1.50 /
ckamy TS k(M) kompakt

c  CcMM) stetig .

Satz 1.52 (Rellich-Kondrakhov, 2. Teil). Sei (M,g) eine geschlossene riemann-
sche Mannigfaltigkeit der Dimension n. Seien k,¢ € Ng und sei 1 < g < 0o, so dass
k+/4— 3 > k + «. Dann ist die Einbettung

Hk—l—@,q(M) C Ck,a(M)

kompakt.

n

Die Ungleichung k + ¢ — % >k — » merkt man sich am besten wie folgt: das in Definiti-

on 1.10 definierte Gewicht von H**%4(M) ist grofer als das in Definition 1.46 definierte
Gewicht von C*.

Beweis. Wihle ein o € (a, € — %) Dann ist

1.49 :
HMba( M) (M) stetig

1.50
c M) kompakt .
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Bemerkung 1.53 (Lokaler Sobolev’scher Einbettungssatz). Sei (M, g) eine n-di-
mensionale riemannsche Mannigfaltigkeit, K C M kompakt und @ C M offen mit
K cQ.

Q
(a) Fiir ¢ — ¢ = —7 gibt es eine Konstante C' > 0, so dass gilt:
lullgrry < C-llull greea) - (1.31)
(b) Fiir ¢ — % > « gibt es eine Konstante C' > 0, so dass gilt:

[ulleray < C-lull grrea) - (1.32)

Beweis. Ohne Einschrinkung nehmen wir an, dass { kompakt ist. Bette nun 2 isome-
trisch in eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit X ein. Zum Beispiel konnen wir
Q zunéchst evtl. etwas vergréflern, so dass 92 eine glatte Hyperfliche ist. Man kann nun
zwei Kopien des eventuell vergroerten 2 an ihrem gemeinsamen Rand zusammenkleben
und mit einer geeigneten glatten Struktur versehen und wir erhalten eine glatte Mannig-
faltigkeit X. Diese Konstruktion nennt sich die Verdoppelung von 2. Man kann nun die
bereits auf der ersten Kopie von ) definierte riemannsche Metrik glatt auf X fortsetzen.

X

Q

(a) Wahle eine Abschneidefunktion xy € C*°(X) mit x|x = 1 und, supp(x) C 2 und
x > 0. Dann gilt:

lull grer ey < lxc-ull gerx)
< C-lx - ullgrreacx)
= C-|lx - ullgrteaq)
< O ull greeag -

(b) Die Abschétzung der Holder-Norm zeigt man ganz analog. O
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1.6. Das Maximum-Prinzip

Proposition 1.54 (Schwaches Maximum-Prinzip). Sei (M,g) eine zusam-
menhdingende kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand OM # 0. Sei
h € C®(M) mit h > 0. Dann gilt fiir jedes u € C2(M) mit (A + h)u <0 und u £ 0:

max u(x) = max u(x).
zeM x€OM

Fiir jedes v € C2(M) mit (A + h)v > 0 und v # 0 ist

minv(z) = min v(x).
zeM () xE@M()

Ist h =0, so sind die Voraussetzungen u £ 0 bzw. v ¥ 0 dberflissig.

Beweis.

(a) Sei zundchst (A + h)u < 0 auf M. Falls max,; w(z) # maxzean u(z), so gibt
es ein y im Innern von M mit u(y) = max,cy; u(r) > maxzecon u(x). Dann ist
Vu‘y = 0 und V2u|y negativ semi-definit. Da nun h = 0 oder u £ 0 und damit

u(y) = max, 5y u(x) > 0 gilt, haben wir in jedem Fall h(y)u(y) > 0. Folglich gilt:

0 < —tr (V2u)‘
= (Au)(y)
< —h(y)u(y)
< 0,

was offensichtlich den Widerspruch 0 < 0 ergibt.

(b) Sei nun (A + h)u < 0. Wihle f € C®°(M) ohne kritische Punkte, d.h. Vf(z) # 0
fiir alle x € M. (Dass ein solches f existiert, zeigen wir unten in Lemma 1.55.) Dann
gibt es C1,Cy > 0 so dass

1 auf M
(s auf M.

IV /]
|AS]

IN IV

Fiir v > ZC% berechnen wir:
1

A(e’Yf) = v Af— AT VS)?
e’ (vCy —77CY)

N

20,
c?-

—y-Cy-ef fir v >

IN
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Fiir ein hinreichend grofies v > 0 und fiir beliebiges ¢ > 0 setze u. == u +¢ - e'f.
Berechne nun:

(A+hu. = (A+hu+e(A+h)e
< 0+e- (=7 Co+|lhlleo) - 7
< 0.

Wegen u, > wu ist mit u £ 0 auch u. £ 0. Nach (a) ist dann

;réa]\%[(ue(x) = max ue(z),

also im Grenzwert € \, 0 auch max, ¢y u(z) = maxgzecon u(x).

(c) Die Behauptung fiir v folgt aus der fiir u = —wv. 0

Lemma 1.55. Sei M eine kompakte zusamm(inhdngende Mannigfaltigkeit mit Rand
OM # 0. Dann gibt es eine Funktion f € C°°(M) ohne kritische Punkte.

Bewesis.
Verdoppele M zu einer geschlossenen Mannigfaltigkeit X .

Wiéhle h € C*°(X) mit isolierten kritischen Punkten (z.B. eine Morsefunktion). Da X
kompakt ist, ist die Menge der kritischen Punkte Crit(h) = {x € X | Vh(z) = 0} endlich.
Sei also Crit(h) N M = {x1,...,2x}. Fiir i € {1,...,k} wihle Diffeomorphismen ®; :
X — X, so dass ®;(x;) € X \ M und ®;(y) = y fiir alle y € Crit(h) \ {z;} und mit
(X \M)Cc X\ MO

5Solch einen Diffeomorphismus erhilt man z.B. als Fluss eines Vektorfelds, dessen Triger in einer
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Induktiv erhalten wir einen Diffeomorphismus ® = &0 --- 0P : X — X mit
®(Crit(h)) € X \ M. Damit ist ho ®~! € C>°(X) und

Crit(h o ®~ 1) = ®(Crit(h)) C X \ M.
Also hat f :=ho ®~!|;; € C>®(M) keine kritischen Punkte. O

Folgerung 1.56. Sei (M,g) eine zusammenhdngende geschlossene riemannsche
Mannigfaltigkeit. Sei h € C*°(M), h > 0 und h # 0.
Dann gilt fiir jedes u € C*(M) mit (A + h)u < 0:
u=0 oder u<O0 aufM.
Fiir jedes v € C2(M) mit (A+ h)v >0 gilt:

v=0 oder v>0 aufM.

Bewess.
(a) Sei u € C*(M) mit (A+h)u < 0und u # ¢ € R. Wihle 29 € M mit
u(xg) = minge s u(x), also insbesondere u(xg) < max,ep u(x).

>

Fiir ein hinreichend kleines ¢ > 0 ist dann auch

max u(x) < maxu(x). 1.33
e u(z) < masu(z) (133)

kleinen Tubenumgebung einer Kurve liegt, die den Punkt x; mit einem Punkt in X \ M verbindet
und alle anderen Punkte y € Crit(h) meidet, und auf dem Rand &M von M verschwindet oder nach
auBen, d. h. in X \ M, zeigt. Ist das Vektorfeld tangential zu dieser Kurve, und entlang dieser Kurve
nie Null, und auf M heraus orientiert, so verschiebt der zugehorige Fluss den Punkt x; nach X \ M.
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Das schwache Maximum-Prinzip 1.54, angewandt auf M \ B,(x¢), liefert u < 0 auf

M \ B,(zg) oder
max u(z) =
€M\ By (z0)
<

<

2€0By(x0)
max u(x)
z€By(w0)

max u(z) . (1.34)

Aus (1.33) und (1.34) folgt der Widerspruch max,enr u(z) < maxzens u(x). Also ist
u < 0 auf M \ By(xg). Da dies fiir jedes hinreichend kleine ¢ > 0 gilt, ist auch u < 0
auf M \ {z¢}. Da die Funktion u in z¢ ihr Minimum annimmt, ist also auch u < 0

auf ganz M.
(b) Sei nun u = ¢ € R konstant. Dann ist zu zeigen: ¢ < 0. Sei x; € M mit h(zy) > 0.
Dann ist
0 > ((A+h)u)(x)
= h(z1)-c,
——
>0
also ¢ < 0.

(c) Die Behauptung fiir v folgt mit u = —wv.

Bemerkung 1.57. Im Fall h = 0 gilt: falls Au <0, so ist

0 > /Audvol

= /(Vl,Vu) dvol

M
= 0.

Somit ist Au = 0. Es folgt

I
Se— S~

[Vul?

also Vu =0, somit u =c € R.

uAu dvol

(Vu, Vu) dvol,
—_——

In diesem Fall sind somit folgende vier Aussagen dquivalent:
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(1) Au <0,
(2) Au=0,
(3) Vu=0,
(4) u konstant.

1.7. Differentialoperatoren und schwache Lésungen

Definition 1.58. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit.

(a) Eine lineare Abbildung L : C*®(M) — C*>°(M) heiit (linearer) Differentialoperator
der Ordnung < k, falls es Homomorphismenfelder

A; € C®(M;Hom(T"M ® - -- @ T*M,R))

D
J

fiir j > 1 und Ag € C*>°(M) gibt, so dass L von der Form

k
Lu= Z A; (Vju) (1.35)

=0
ist.

(b) Dies lésst sich auf Vektorbiindel verallgemeinern Seien V' and W K-Vektorbiindel
iiber M mit K € {R,C}. Es sei ein Zusammenhang auf V gegeben, wodurch Viu
fiir alle j € Np und u € C*°(V) definiert ist. Dann heifit L : T'(V) = C®(M; V) —
(W) ein (K-linearer) Differentialoperator der Ordnung < k, falls es Homomor-
phismenfelder A; € C*° (M;Hom[K(T*M QR+ Qr T*M RRV, W)) fiir 7 > 1 und

g
Ap € C>=(M;Homy(V,W)) gibt, so dass L von der Form (1.35) ist.

Mochte man betonen, dass es sich um einen Differentialoperator wie (a) handelt, so
nennt man L einen skalaren Differentialoperator .

Wir erinnern, dass in unserer Notation I'(W) = C®(V) = C*°(M; V) gilt. Wir schreiben
die Operatoren im Vektorbiindel-Fall als L : T'(V') — I'(W), um zu betonen, dass Schnitte
von V' auf Schnitte von W abgebildet werden. Die Regularitit (also die Glattheit) der
Schnitte, spielt im Hinblick auf Lemma 1.61 eine untergeordnete Rolle.

Bemerkung 1.59. In lokalen Koordinaten auf U C M ist ein skalarer Differentialope-
rator von der Form
Lu= Y da,.aDf Do
al+...+an <k
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mit aq, .. 0, € C°(U) und D; = %

Beispiele 1.60.

(1) Ein Operator der Ordnung k = 0 ist offensichtlich von der Form Lu = Ay - u fiir ein
Ap € C*°(M;Hom(V,W)), also im skalaren Fall 4y € C>(M).

(2) Jeder skalare Operator der Ordnung k < 1 ist von der Form Lu = Vxu + Ay - u fir
ein glattes Vektorfeld X.

(3) Wir diskutieren hier insbesondere zwei skalare Operatoren der Ordnung k = 2,
namlich den Laplace-Operator

Lu=Au=—trVu

mit Ag =0, A1 =0, Ay = —tr und fiir n = dim M > 3 den Yamabe-Operator, auch

konformer Laplace-Operator genannt:

4(n —1)
n p—

Lu=Yu= Au +scal? -u

mit Ag =scald, A; =0, Ay = _% tr.

Lemma 1.61.

(a) Sei (M,g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und L ein skalarer Differentialope-
rator der Ordnung < k. Sei wieder £ € Ng und o € (0,1]. Dann definiert Formel
(1.35) lineare Abbildungen

cH(M) — ct(M)
Ck—i—@,a(M) N Cé,a(M)

(b) Ist M auflerdem kompakt, dann sind die folgenden durch (1.35) definierten Abbil-
dungen stetig, bzw. setzen L eindeutig zu einer solchen stetigen linearen Abbildung

fort
HM9 (M) —  HYY(M)
CRHi(M) — Ci(M)
by - chr )
fort.

Analoge Aussagen gelten fiir Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln.

Man beachte, dass wir auf den Raumen C*(M) und C%®(M) fiir nicht-kompakte M keine
Norm definiert haben und deswegen in Teil (a) keine Aussage zur Stetigkeit bzw. Be-
schrinktheit der Abbildung machen. Falls M kompakt ist, so gilt wieder Cf (M) = C*(M)
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und Cﬁ’a(M ) = CH*(M) als Vektorraum und wir interpretieren diese wiederum als nor-
mierte Rdume. Die Abbildungen in (b) sind fiir nicht-kompakte M nicht wohldefiniert,
wie man einen Operator O-ter Ordnung sieht, der mit einer unbeschrinkten glatten
Funktion Ay € C*°(M) \ Cp°(M) multipliziert: Lu = A - u.

Bewess.

(a)

(b1)

Die Wohldefiniertheit der Abbildung Ck¥*¢(M) — C*(M) durch Formel (1.35) ist
offensichtlich. Um Lu € C**(M) fiir u € CFT4%(M) zu zeigen, schiitzt man den
zusétzlichen Term dhnlich wie in (b) ab.

Wir suchen Konstanten C' € R, so dass fiir alle u € C>°(M) gilt:
[Lullgea < C-fluflgreea - (1.36)

Da M kompakt ist, gibt es fiir alle i € Ng und alle j € {0,1,...,k} Konstanten
Cji € R, so dass ]ViAj] < Cj; auf M. Fiir 0 < m < ¢ berechne nun:
v (45 (V)

e = V" (VA - Vut 45 (V)|

m m . s
= X () (7 (v
=0 La
= ( i )Cm‘ [V ul,,
i=0 S
<llull grm+3.q
< G- llullgm+sa

fiir geeignete C/, € R. Damit ist also

m
IV Lullpe < Co > lfullgmeia
§j=0

IN

Cop Mlull e

Damit ist schliellich

IN

l
([ L|| pre.q >l g
m=0

C - lull gresra -

IN

Auf dhnliche Art und Weise zeigt man die Beschrinktheit beziiglich der C*- bzw. der
C%*-Normen, indem man anstelle von ||« |z« die Normen || *||co bzw. || ||co.« nutzt.

O
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Lemma 1.62. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und L ein skalarer Dif-
ferentialoperator der Ordnung < k. Dann gibt es einen eindeutigen Differentialopera-
tor L* der Ordnung <k, so dass fiir alle ¢,1) € C°(M) gilt:

(L907¢)L2 - (()07 L*¢)L2- (137)

Hierbei ist (p,%)2 = [y, - dvol das L?-Skalarprodukt. Gleichung (1.37) gilt dann
sogar fiir alle p,1) € C*(M) mit supp ¢ Nsuppt) kompakt.
Das Lemma ist auch fiir Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln

L:T(V) = T(W)

giiltig, vorausgesetzt, die Vektorbiindel V- und W tragen (faserweise) Skalarprodukte
(o, )y und (o, ¢ ), und das L?-Skalarprodukt ist dann fiir o, € C¥(V') definiert als
(o, V) 2(vy = [r{es )y dvol, bzw. analog fiir W statt V.

Man erhélt diesen Operator durch < k-fache partielle Integration. Der Beweis wird
teilweise als Ubung gestellt und deswegen erst spéter hinzugefiigt.

Definition 1.63. L* heiflit der zu L formal adjungierte Operator. Gilt L* = L, so
heilt L formal selbstadjungiert.

Beispiel 1.64. Fiir den Laplace-Operator L = A ist nach (1.20) L* = A, d.h. A ist
formal selbstadjungiert.

Beispiel 1.65. Sei M = R und L = z - 4. Um den formal adjungierten Operator L*
R):

xT

zu bestimmen, berechnen wir fiir ¢, € C}(

(¢7L*¢)L2 = (LT/%(P)H

— [ v @) el do
- / b(@) - (z- ¢)(x) d

— - [v@) @)+ ola) da

= —(7/),3390/4‘80)@ .

Somit ist L* = —xdi —1.
X

Beispiel 1.66. Der formal adjungierte Operator zu V : C°(M) — QY(M) ist die Di-
vergenz 0 : QY(M) — C>(M). Dies folgt aus den Green’schen Formeln 1.39, genauer
aus (1.19).
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Beispiel 1.67. Sei V' ein Vektorbiindel mit einem faserweisen Skalarprodukt (e, o)y
und einem damit kompatiblen Zusammenhang’ V. Wir kénnen dann V als Differential-
operator der Ordnung < auffassen und erhalten

V:I(V) = D(T*M e V).

Ist x — e;(x), 1 =1,...,dim M eine Familie glatter orthonormaler Vektorfelder, die auf
einer kleinen Umgebung U eines Punktes p € M definiert sind und ist €2 = g(e;, *) so

gilt auf U
dim M

VSD = Z e? & VeiSD-
i=1

Man rechnet nach (sieche Ubung 1.8), dass der formal adjungierte Operator erfiillt:

dim M

Vi == (Ve ((er) = (Ve,ei)) = —(trg @ idy)(Ve)), (1.38)

i=1

wobei wir fiir ¢ € I'(T*M x V) den lokal auf U definierten Schnitt ¢(e;) € I'(V) durch
Einsetzen erhalten.

Diesen Operator V*V nennt man den Zusammenhangs-Laplace-Operator auf V.

Im Spezialfall V' = /\k T*M mit dem Levi-Civita-Zsammenhang erhalten wir den
Zusammbhangs-Laplace-Operator auf k-Formen:

AF = VY P(/\kT*M) S F</\kT*M>.

Ist V das triviale reelle Vektorbiindel (mit 1-dimensionalen Fasern) mit dem trivialen
Zusammenhang, so gilt

V'V =A=6V=A"
fiir den in Definition 1.35 definierten Laplace—Beltrami-Operator A.
Ubung 1.8. (a) Beweisen Sie (1.38).
(b) Zeigen Sie, dass Al o V — V o A ein Differentialoperator der Ordnung < 2 ist.

Bemerkung 1.68. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und L ein Differen-
tialoperator der Ordnung < k. Fiir u € C¥(M) ist die Gleichung

Lu=f (1.39)

dquivalent zu

(Lu, o)z = (f,0)rz Vo €CZ(M). (1.40)
und somit zu

(u, L") 2 = (f, )12 Vo €CZ(M).

Diese Gleichung kann evtl. auch erfiillt sein, wenn u gar nicht differenzierbar ist.

"Mit “kompatibel” ist hier gemeint: es gilt die Produkt-Regel dx (¢, ¥)v = (Vxp, ¥)v + (@, Vxi)v
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Definition 1.69. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit Vektorbiindeln
V.,W — M, die ein faserweises Skalarprodukt tragen und dazu kompatiblen Zusam-
menhéngen. Sei L : I'(V) — T'(W) ein Differentialoperator der Ordnung < k. Sei
we LL (M;V)und f € L{. (M;W). Wir sagen:

(1) Lu = f gilt klassisch (von Ordnung k), falls u € C¥(M) mit Lu = f,

(2) Lu = f gilt im starken Sinne (beziiglich H*?) fiir ¢ € [1,00], falls u € H*I(M)
und falls fiir den gemé Lemma 1.61 (b) erweiterten Operator L und mit £ = 0
die Geichung Lu = f erfiillt ist.

(3) Lu = f gilt im schwachen Sinne, falls

(u, L*p) 2 = (f,0)r2 Vo eC(M).

Beispiel 1.70. Sei M = Rund L = = - %. Wir erinnern uns, dass L* = —z-4 — 1.

dx
Betrachte nun die Heaviside-Funktion

1 flirx >0,
u(x) ==
0 firx <0.

Fiir ¢ € C°(R) gilt dann:

(0, L7p) 2 = / L*pdx

0
00

— - [
0
= ~[ey]
= 0
(O’SD)LQ-

Somit gilt die Gleichung =z % = 0 im schwachen Sinn. Dabei ist u & C°(R), u & L'(R),

aber immerhin u € Llloc([R).

oo
0

1.8. Elliptische Regularitat

Wir haben soeben gesehen, dass schwache Losungen nicht unbedingt ausreichende Regu-
laritat haben, also ausreichende Differenzierbarkeitseigenschaften haben, um auch Losun-
gen im klassischen Sinne zu sein. Im Rahmen der elliptischen Regularitét zeigt man nun
Aussagen, denenzufolge fiir geeignetet Differentialoperatoren alle schwachen Losungen
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der assoziierten Gleichungen bereits klassische Losungen sind. Eine wichtige hinreichende
Bedingung hierfiir ist, dass der Operator elliptisch ist. Dieser Begriff, den wir hier nicht
definieren wollen, gibt diesen Abschitzungen den Namen “elliptisch”. Wir betrachten in
diesem Abschnitt aber nicht allgemeine elliptische Differentialoperatoren, sondern den
Spezialfall von Operatoren der Form A + h.

Satz 1.71 (Globale elliptische Regularitit). Sei (M,g) eine geschlossene rie-
mannsche Mannigfaltigkeit und h : M — R eine glatte Funktion. Die Funktion
u € LY (M) lose die Gleichung Au + hu = f mit f € LY(M) im schwachen Sinne.
Dann gilt:

(i) Seil < q < oo. Ist f € H*4(M) und u € LY(M), so ist u € H**29(M), und die
Gleichung Au+hu = f gilt stark (d. h. im Sinne der Fortsetzung 1.61 von A+ h
auf Sobolev-Riume). Ferner gibt es ein C' > 0, so dass gilt:

lullgrevea < C - (L fllgwa + [[ullza) - (1.41)
Ungleichungen dieses Typs bezeichnet man als elliptische Abschétzungen.

(i) Sei 0 < a < 1. Ist f € CH(M), so ist u € CFT22(M), und die Gleichung
Au+ hu = f gilt klassisch (d. h. im Sinne der Operation von A + h auf Holder-
Rdumen, siehe Lemma 1.61). Ferner gibt es ein C > 0, so dass gilt:

[uller+za < C- ([ fllera + llullcoa) - (1.42)
Ungleichungen dieses Typs bezeichnet man als Schauder-Abschatzungen.
Analoge Aussagen gelten auch fiir Differentialoperatoren vom Typ

V*V +h:T(V) = T(V)

wobei h € C*°(End(V)).

Aussage (i) ist auch ohne die zusétzliche Annahme u € LY(M) wahr, und in Abschétzung
(1.41) kann man |jul|z« auch durch |jul|;1 dies erfordert aber etwas stirkere Methoden
und wird innerhalb dieses Buchs auch nicht benottigt.

Beweisskizze. Zur Illustration beweisen wir die Abschétzung in (i) mit ¢ = 2, £ = 0 und
h = 0. Gesucht ist also eine Abschitzung der Form ||u||g22 < C - (|| f|lz2 + ||ul|z2). Fiir
die erste Ableitung finden wir:

||VUH%2 = /<VU, Vu) dvol
M

(lﬁo) /uAu dvol

M
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Csu
< iz - Aul gz

1
< gl + 18ul)
Die zweiten Ableitungen schitzen wir wie folgt ab:

V22, = / (V2u, V) dvol
(Vu, V*VVu) dvol
<Vu, A1Vu> dvol

(Vu, VAu) dvol—i—/(Vu, Pu) dvol
M

S S B~ KB~ &

Au - Au dvol + /(Vu, Pu) dvol .
M

Hierbei nutzen wir Ubung 1.8 (b), derzufolge P := AoV — VoA ein Differentialoperator
der Ordnung < 2 ist. Wir erhalten also:

2
[V2ul|7. < Aulz + (IVull 2 - [[Pul| 2
< JJAulFz + Cr - [[Vull gz - [lull g2
1
= ||AulF> +2-Cy - [|Vul|2 - 5 " llullzz2
1
< lAullf. + CF - [ VulZs + 1 ulF2.2 -
Aufsummieren liefert also:
2
[ullfpe = ||[VZull7e + IVulle + [lull?-

1
< llAullZe + (CF + DIVl + lullze + 5 - llullfe

C?+1
2

1
(lullZ> + 1AulZz) + llullZ> + 7 - llullze -

S HAUH%2 + 4

Subtraktion von % - [|u|%... und Multiplikation mit 3 liefert die gewiinschte Abschitzung
(1.41) fiir alle w € H*9(M) im Spezialfall ¢ = 2, k = 0 und h = 0.

Um die volle Aussage (i) in diesem Speziallfall zu zeigen, miissen wir aber zuerst ar-
gumentieren, dass wir iiberhaupt v € H?9(M) haben. Hierzu ist die Theorie der Dis-
tributionen gut geeignet. Man zeigt zunéchst, dass jede Funktion u € L%OC(M ; V) eine
V-wertige Distribution definiert, wodurch auf V7« eine wohl-definierte Distribution mit

Werten in TM®/ ®V ist. Man definiert nun auf diesem Raum eine [0, oo]-wertige “Norm”
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|| * ||z« auf Schnitten von TM®/ @V, so dass ||u||« genau dann endlich ist, wenn es durch
eine L9-Funktion reprisentiert wird. Wir erhalten eine [0, co]-wertige Norm || ¢ || k.4, SO
dass ||u|| gyr.e < 00 genau dann, wenn u € H*9(M); und diese Norm setzt die H*9-Norm
fort. Mit Hilfe dieser Techniken folgt aus der obigen Abschnitzung auch u € H*9(M).

Um den Satz fiir £ > 1 zu erhalten, zeigt man sinnvollerweise zunéchst die Vektorbiindel-
version des Satzes fiir K = 0 und wendet den Fall ¥ = 0 dann auf die Ableitungen V/u
an. O

Einen vollstindigen Beweis von Teil (i) erhélt man, indem man die Ergebnisse von
[27, Chapter 9, “Strong solutions”] auf riemannsche Mannigfaltigkeiten iibertrégt. Einen
Beweis von Teil (ii) erhélt man, indem man [27, Chapter 6, “Classical Solutions; the
Schauder Approach”] auf riemannsche Mannigfaltigkeiten iibertrigt.

Im folgenden schreiben wir Q2 € M als Abkiirzung dafiir, dass {2 eine relativ kompakte
Teilmenge von M ist; in anderen Q is kompakt.

Satz 1.72 (Lokale elliptische Regularitit). Sei (M,g) eine riemannsche Man-
nigfaltigkeit, @ € M offen und h : M — R glatt. Sei 1 < q < oo. Die Funktion
u € LL (M) lose die Gleichung Au+ hu = f im schwachen Sinne. Dann gilt:

(i) Ist f € HM(M) und w € LI(M), so ist u € H*29(Q), und die Gleichung
Au+ hu = f gilt stark auf Q (d. h. im Sinne der Fortsetzung 1.61 von A+ h auf
Sobolev-Riume). Ferner gibt es ein C' > 0, so dass gilt:

lullgesaay < € (Ifllmeaqan + Iellzoan) - (1.43)
Ungleichungen dieses Typs bezeichnet man als lokale elliptische Abschitzungen.

(i) Ist f € CH*(M) und u € CO*(M), so ist u € C**2%(M), und die Gleichung
Au+ hu = f gilt klassisch auf M (d. h. im Sinne der Operation von A + h auf
Hélder-Rédumen, siehe Lemma 1.61). Ferner gibt es ein C' > 0, so dass gilt:

lullersza@ < € (Ifllexaqan + lulleoaqan) - (1.44)
Ungleichungen dieses Typs bezeichnet man als lokale Schauder-Abschitzungen.
Analoge Aussagen gelten wiederum auch fiir Differentialoperatoren vom Typ
VV+h:T(V)=>T(V)

wobei h € C*°(End(V)).

Hierbei nutzen wir die iibliche Notation, dass |[ul|gk+2.4(q) eine Kurzschreibweise fiir
[ulall grr+2.0(q) ist- Analoge Definition machen wir fiir alle anderen Funktionenrdume,
LP-Raume, Holderrdume, etc.
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Bemerkung 1.73. Dieser Satz kann mittels Abschneidefunktionen aus C2°(M ), die auf
Q konstant = 1 sind, auf den globalen Fall 1.71 zuriickgefiihrt werden.

Ubung 1.9. Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit (nicht notwendigerweise
vollsténdig). Sei 2 € M eine offene relativ-kompakte Teilmenge. Konstruieren Sie offene
Qj, 7 € N, mit

Q:QO@Ql@QQ@...UQJ‘@M.
=0

Ubung 1.10. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, Q € M offen und h : M —
R glatt. Sei 1 < ¢ < oo. Die Funktion u € LY(M) 16se die Gleichung (A + h)u = f im
schwachen Sinne. Sei f € CH*(M) mit [ fller.e(ary < 00. Zeigen Sie:

[ulallgkreay < C- <Hf”ck’a(M) + HUHLq(M)) : (1.45)

Hinweis: Wenden Sie die lokalen elliptischen Abschitzungen und die Schauder-
Abschdtzungen in Kombination mit den Einbettungssitzen mehrfach an.

Aus obigen Resultaten erhalten wir auch die folgende Aussage zu Eigenwerten von aA+h.

Folgerung 1.74. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, h : M — R glatt, A €
R und a > 0. Jede schwache Lésung u € L. (M) der (linearen) Eigenwertgleichung

alAu+ hu = \u (1.46)

st glatt und eine Losung im klassischen Sinn.

Beweis. B
Wir definieren h := a~*(h — ). Dann ist (1.46) dquivalent zu

Au+hu=0.

Da 0 € Ck*(M) fiir alle k € Ng und alle « gilt, erhalten wir aus Satz 1.72 (i) die
Aussage u‘Q € Ck+2.2(Q) fiir alle Q € M und fiir alle k und . O

1.9. Regularitat subkritischer nicht-linearer partieller
Differentialgleichungen

Im vorangehenden Abschnitt haben wir insbesondere gesehen, dass schwache Losungen
der linearen Eigenwertgleichung (1.46) glatt sind. Wir wollen nun &dhnliche Eigenschaften
fiir nicht-lineare Gleichungen betrachten.

Wir nehmen deswegen in diesem Abschnitt an, dass (M, g) eine n-dimensionale (nicht
notwendigerweise vollstandige) riemannsche Mannigfaltigkeit ist, und wiederum o : M —
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R glatt. Wir untersuchen schwache Losungen u € Lfozl (M) der nicht-linearen Eigenwert-
gleichung

alAu+ hu = Au|*2u, (1.47)

wobei A € R, @ > 0 und s € [2,00). Im Spezialfall s = 2 haben wir also den linearen
Sezialfall (1.46). Wir werden im Laufe des Buches sehen, dass man Losungen dieser
Gleichung fiir nicht zu grofe s, genauer fiir s < p. := 2n/(n — 2), und fiir alle a > 0 oft
dhnlich wie im linearen Fall erhalten kann. Im eigentlichen Yamabe-Problem tritt dann
der Grenzfall s = p. = 2n/(n—2) auf. Im Fall 2 < s < 2n/(n—2) nennen wir (1.47) eine
nicht-lineare Eigenwertgleichung vom subkritischen Typ. Im Fall s = 2n/(n — 2) sagen
wir, dass sie vom kritischen Typ ist.

Es vor allem wichtig, den Fall a = 1 zu betrachten. Der Fall fiir allgemeine a > 0
folgt dann durch einfache Reskalierung: wir erhalten Gleichung (1.47) mit beliebigem
a > 0 aus dem Spezialfall @ = 1, indem wir h durch h/a und A durch \/a ersetzen.
Da wir spéter diese sublinearen Gleichungen fiir a = 4(n — 1)/(n — 2) anwenden wollen,
formulieren wir die Aussagen ab jetzt fiir beliebige a > 0.

Wir sagen, analog zu oben, dass u € Lf(;l(M) eine schwache Lisung von (1.47) ist, falls
fiir alle p € C°(M)

(au, Ap) g2 + (hu, @) 12 = (Alul*"u, ¢) 12 (1.48)

gilt.

Satz 1.75. Sei (M,g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2. Sei
Pe = % fir n > 3 und p. = oo fiir n = 2. Gegeben seien auflerdem s,r € R mit
2<s5<pcundr>5(s—2). Seiuc L'(M) eine schwache Lisung von (1.47), wobei
h €C®(M), a>0 und A\ € R. Dann gilt u € C>*(M) fiir alle a € (0,1). Insbesondere
gilt dann die nicht-lineare Eigenwertgleichung (1.47) sogar klassisch.

Ist M geschlossen und zusammenhdngend und gilt w > 0, so haben wir auferdem:

(i) uweC>®(M).
(ii) uw=0 oder u > 0.

Fiir M geschlossen und zusammenhdngend mit uw > 0 erhalten wir auflerdem im fol-
genden Sinn eine uniforme Schauder-Abschitzung:

(iii) Seien zusdtzlich K1, Ky > 0 sowie 0 < o < 1 gegeben. Es gelte r > 5 (so — 2).
Dann gibt es eine Konstante C = C(M, g,h,a, K1, Ko, a,r,s0), so dass fiir jede
schwache Losung u € L™ (M) mit uw > 0 von (1.47) mit |\ < Ky, 2 < s < 59 und
llullrr < Ko die Abschdtzung ||ul|c2.e < C gilt.

Beweis.
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(a) Seiu € L"(M) eine schwache Losung von (1.47) mit r > §(so —2) > §(s —2). (Fiir
die Teilaussagen (i) und (ii) setze man sy := s.) Dann gilt im schwachen Sinn:

A 1
Au = = |ul**u—=-h-u
L,_/ a\,_/
eLi(M) eL™ (M)
€ LYM) fﬁrq:%gr
S J—

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass M geschlossen ist. Wir erhalten dann
Au € LYM) C L®(M) fiir g9 = ;=7 < r. Der Satz iiber globale elliptische Regu-

laritét 1.71 liefert dann w € H?%(M). Falls gy < n/2, so liefert der Sobolev’sche
Einbettungssatz 1.15 uns v € L" (M) fiir 7/ mit 2 — 2 = —,7- Wir haben

%
-1 -1
, so—1 2r
’I“Z’I’L(TL —2> :r<1+(50—2)——> >r.
T n
—_————
<0

Im Fall ¢y > n/2 erhalten wir u € L™ (M) fiir all 7' € [1,00). Iteration dieses
Arguments liefert dann nach endlich vielen Iterationsschritten u € L”(M) mit 7 >
(so — 1)n/2, ® und ein weiterer Iterationsschritt liefert dann u € LI(M) fiir alle
q € [r,00). Der Satz iiber globale elliptische Regularitét 1.71 liefert schlieBlich u €
H?*9(M) fiir alle g € [r, o0).

(b) Der Sobolev’sche Einbettungssatz 1.49 liefert nun v € H?4(M) C C%¥(M), wobei

wir ¢ so grof3 wihlen, dass 2 — % > . Damit erhalten wir: ?
A _ 1
Au = = |Ju2u—=h-u.
a a
~—
ecO,a ecO,a

Nach dem Satz iiber globale elliptische Regularitit 1.71 ist also f € C>*(M).

(c) Die Abschétzung in (iii) ergibt sich aus den elliptischen und Schauder-Abschétzun-
gen, die die Anwendungen des Satzes iiber elliptische Regularitit 1.71 in (a) und (b)
liefern.

(d) Ist M nicht geschlossen, so ist die Argumentation bis hier dhnlich. Allerdings ist bei
jeder Anwendung von elliptischen Abschiatzungen und elliptischer Regularitit die
lokale Version, also Satz 1.72 anzuwenden. Deswegen muss nach jeder Anwendung

8Beachte, dass in jedem Iterationsschritt mit r auch die Verbesserung der Regularitét wichst, da der
Faktor 1 + (so — 2) — 22 monoton in r fallt.
°Die Funktion z ~ 7' ist fiir s > 2 auf [0,00) lokal Lipschitz-stetig und auf im(u) € R sogar

Lipschitz-stetig mit einer Lipschitz-Konstanten L. Die Abschitzung \usﬂzl—;;:l(y)\ <L ‘uf;z;_;;gy”

zeigt direkt, dass die Verkettung einer Lipschitz-Funktion mit einer a—Hblde}—stetigen Funktion stets
wieder a-Holder-stetig ist.
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solcher Abschitzung der kontrollierte Bereich 2 € M etwas kleiner gewéhlt werden,
was endlich oft getan werden muss. Zu jedem gegebenen Kompactum K kann man
aber nun diese kleiner werdenden Gebiete dennoch so wahlen, dass das letztendlich
erhaltene Gebiet K enthiilt, siche Ubung 1.9.

Von nun an sei M wieder geschlossen, und zusétzlich nehmen wir an, dass M zu-
sammenhéngend ist und » > 0 gilt. Wahle nun C7 > 0 mit C > max,cps ( — % .
w2 (z) + Lh(z)). Damit ist

(A+C1)u2Au—i-u571+1h-u:0.
a a

Korollar 1.56 liefert also u = 0 oder u > 0. Somit ist die Aussage (ii) bereits gezeigt,
und im Falle u = 0 gilt offensichtlich auch (i).

Sei also nun u > 0. Die Funktion o — 2°~! ist glatt auf (0, 00). Mit u € C>¥(M) ist
daher auch u*~! € C%*(M). Wir erhalten:

1
Au=2= "1 ——h.uel>(M).
a a

Der Satz iiber elliptische Regularitit 1.71 liefert also u € C**(M), und Iteration
dieses Arguments liefert schliefilich u € C*(M). O

Bemerkungen 1.76.

(a)

(b)

()

(d)

Die Bedingungen 2 < s < p. und r > %(s — 2) im obigen Satz sind insbesondere in
den beiden folgenden Situationen erfiillt, die in unseren Anwendung eine wichtige
Rolle spielen werden:

(i) 2 <r = s < pc (der subkritische Fall mit a priori bekannter L*-Regularitit),

(ii) s = pc < r (der kritische Fall mit a priori bekannter ,superkritischer* Regula-
ritat, d.h. w € L" mit r > pe).

Die Voraussetzung von Satz 1.75 sind fiir r = s = p. nicht mehr erfiillt. Diesen Fall
betrachten wir im folgenden Abschnitt 1.10, insbesondere in Trudingers Lemma 1.78.

Selbst im Fall, dass M geschlossen ist, konnen wir mit unseren Methoden nicht aus-
schlieBen, dass die C*-Abschitzungen mit k > 4 zusitzlich zu den in (iii) genannten
Grofen von min u abhiingen. Fiir C3®-Abschitzungen mit o < 4/(n—2) (bzw. a < 1
fiir n = 2 oder n = 3) kann man die Methoden einfach erweitern.

Die Aussage in Satz 1.75 ist uniform im folgenden Sinn. Seien n € N, &, D, i € Rs.
Sei M(n,r,D,i) die Klasse!” aller geschlossenen n-dimensionalen riemannschen

10Wir miissten hier eigentlich etwas genauer sein, damit dies eine Klasse im Sinne der Mengenlehre ist.

Man arbeitet am besten mit der ,Menge“ aller Isometrie-Klassen derartiger riemannscher Mannig-
faltigkeiten. Es ist aber auch dann nicht a priori klar, ob dies eine Menge oder eine Klasse ist. Eine
elegante Moglichkeit, dieses subtile mengentheoretische Problem zu 16sen ist, ist alle Mannigfaltig-
keiten als Untermannigfaltigkeiten von RN, N € N, zu représentieren. In diesem Sinn ist der Begriff
“Menge aller Isometrieklassen riemannscher Mannigfaltigkeiten“ wohldefiniert.
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Mannigfaltigkeiten mit Schnittkriimmung K beschriankt durch |K| < &, mit Durch-
messer diam(M, g) beschrénkt durch diam(M, g) < D und Injektivitdtsradius nach
unten positiv beschrénkt durch inj(M, g) > i.

Dann kann man fiir alle (M, g) € M(n, k, D,i) dieselbe Konstante C' wihlen. Man
zeigt dies entweder, indem man alle zu Grunde liegenden Abschétzungen uniform in
diesen Groflen durchfiihrt. Einen alternativen Beweis erhélt man, indem man eine
Folge (M;,g;) in M(n,x, D,i) hernimmt, fiir die es kein gemeinsames C' gibt. Sei
C; die optimale Konstante C fiir (M}, g;). Man erhélt dann mit Cheeger—Gromov-
Kompaktheit nach Ubergang zu einer Teilfolge eine geschlossene Mannigfaltigkeit
My mit einer CH*-Metrik go, so dass (M;,g;) in der CH*-Version der Gromov—
Hausdorff-Topologie gegen (Mo, goo) konvergiert. Man kann nun zeigen, dass die
Abschiitzung in Satz 1.75 (iii) fiir ein C = Cy auch fiir C1"*-Metriken g, erhalten
werden kann. Zudem zeigt man, dass die optimalen Konstanten C; und Cy die
Ungleichung limsup;_, ., Cj < C erfiillen. Dies ergibt dann einen Widerspruch.

Bemerkung 1.77. Satz 1.75 gilt auch in einer lokalen Version. Hierzu sei M eine zusam-
menhéngende (nicht notwendigerweise vollstindige) riemannsche Mannigfaltigkeit und
Q) € M ein Gebiet.!! Dann gelten die Aussagen von (i) und (ii) in Satz 1.75 unversndert
weiter, und Teil (iii) muss dann zu

[ullez.e () < C(M, g,h,a,Q, Ky, Ks, a,7, 50) (1.49)

modifiziert werden. Die lokale Version kann analog zu Satz 1.75 mit Hilfe der loka-
len Regularitéts-Aussagen (Satz 1.72) und lokalen Sobolev’schen Einbettungen (Bemer-
kung 1.53) beweisen werden. Um in jedem Abschéitzungsschritt und Einbettungsschritt
das Gebiet verkleinern zu kénnen, nutzen wir Ubung 1.9. Ist g; eine Familie von rie-
mannschen Metriken, die auf allen Kompakta gegen g in der C*°-Topologie konvergiert,
dann kann man die Konstante C uniform in j wéhlen.

1.10. Von schwachen zu starken Lésungen bei kritischen
Nicht-Linearitaten

Wir haben in Folgerung 1.74 gesehen, dass schwache Losung der linearen Eigenwertglei-
chung des Operators aA+ h starke und letztendlich glatte und somit klassische Losungen
sind. Wir haben gesehen, dass viele dieser Eigenschaften fiir nicht-lineare Eigenwertglei-
chung mit subkritischen Nicht-Linearitdten auch giiltig sind. Wir wollen nun kritischer
Nicht-Linearitéten untersuchen.

Wir haben in Satz 1.75 bereits gesehen, dass schwache nicht-negative Ldsungen von

aAu + hu = \uPe?

mit u € L"(M), r > p. == 2n/(n — 2) starke glatte Losungen sind. Wir zeigen nun, dass
diese Folgerung auch noch fiir die a priori schwiichere Voraussetzung u € LP¢(M) richtig
ist.

" Gebiete sind per definitionem offene, zusammenhéngende und nicht-leere Teilmengen.
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Lemma 1.78 (Trudinger [59]). Sei wieder (M,g) eine geschlossene riemannsche
Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3, p. = 2n/(n — 2) und a € Rsq. Sei u € LPe,
u >0 eine schwache Ldsung von

aAu+ hu = duPe? (1.50)

mit A € R. Dann gilt u € L"(M) fiir ein r > pe.

Beweis.

Im Sinne einer einfachen Notation schreiben wir p = p. im folgenden Beweis. Wir fixieren
eine Zahl ¢ € (1, -%5]. Sei £ > 0 eine reelle Zahl, die wir im Beweis letztendlich gegen
+o0 konvergieren lassen. Setze = 2q — 1.

Wir definieren die folgenden Funktionen fiir x € R:

0 falls <0
Gy(x) = zP falls 2z €10,¢)
g~y — (g —1)¢9)  falls x>/
und
0 falls <0
Fy(z) = x4 falls € 0,0)

gty — (g —1)07 falls x>/

Beide Funktionen sind Lipschitz-stetig (mit einer globalen Lipschitz-Konstante) und
stiickweise stetig differenzierbar.
Man iiberpriift leicht fiir alle z € R,

(Fy(2))* < qG(x), (1.51)

(Fy(x))? > 2Go(x) (1.52)
und

£Glz) < FGi(x) (1.53)

Aus'? u € LP(M) folgt wP~! € LP/P=V(M) = LP"(M), wobei p* = 2n/(n + 2). Mit
elliptischer Regularitiit folgt analog zu Beweisteil (a) von Satz 1.75 dann u € H*? (M)
und mit dem Sobolev’schen Einbettungssatz dann v € H12(M). Da F, und G, uniform
Lipschitz-stetig sind, erhalten wir auch Fy(u), Gy(u) € HY2(M).

Sei nun wp € M und n € C*(M), n : M — [0,1], supp 1 € Bas(xg), wobei § > 0
eine spiter zu fixierende kleine Zahl sei. Es gelte weiter n = 1 auf Bs(zp). Wir multi-
plizieren (1.50) mit n?Gy(u) und integrieren iiber M. Da die Triiger von u und Gy(u)
iibereinstimmen, erhalten wir:

12Tm Beweis ist noch iiberall f durch u zu ersetzen!
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a/ (Vu, V (n*Ge(u))) dvolg—i-/ hIun*Gy(u) dvold
M M (1.54)
= )\/ P 2 Gy(u) dvold .
M

Im folgenden sei C' eine positive Konstante, die nur von 7,q,3,d. nicht aber von ¢

abhéngen darf. Die Konstante C' darf von Zeile zu Zeile verschieden sein.
Wir behandeln nun den ersten Summanden der linken Seite von (1.54). Wir erhalten

/ (Vu,V (n°Ge(u))) dvol?
M
_ / o) (Vu, Vi) dvol? + / () 12|Vl dvol?
M

. / Go(u dvolg / u Gy (u)n(Vu, Vn) dvolg+/ G (u)n?|Vul? dvol?,
M

Gy (w) (0 Vu,u V)

wobei wir die Gleichung () durch partielle Integration erhalten unter Nutzung von
VGy(u) = Gj(u)Vu. Aus 0 < $(2X —Y,2X —Y) folgt 2(X,Y) < 2||X | + §||Y|?. Fiir
X =uVnpundY =nVu rechnen wir dann weiter:

/ (Vu,V (n°Gy(u))) dvol?
M

> —C/ uGy(u) dvol? —2/ w G(u) |Vn)? dvolg—i—l/ G (u)n?|Vul?* dvol?
i " S S
<ufBGy(u

wobei wir (1.53) genutzt haben. Mit (1.51) und (1.52) erhalten wir

/ (Vu,V (n*Gy(u))) dvol?
M

—C'/ (Fy(u))? dvolg—i—i/ (F)(u))*n?|Vu|* dvol?

v

= —C / (Fo(u dvolg—i— ! / 0|V Fy(u)[* dvol?
(+)
> —C/ (Fg(u))2 dvol? +—/ |V(77Fg(u))|2 dvolg—i/ |V77|2(Fg(u))2 dvol?
M 4q Jmr 2q Jpr~—~—~
<C
1
> —C/ (Fy(u))? dv019+—/ |V (nFy(u)))? dvol?. (1.55)
M 4q Jmr

Hierbei haben wir in (+) genutzt, dass fiir n € C*°(M) und ¢ € HY2(M) gilt:

/M|v<nw>|2 dvold = ||V + V|2
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- H¢VMG2+WWV¢H§‘*2[;WW”L0V¢>dWﬂg

21YVnll32 + 2/nVYl3. — [¥Vn — V|2,
219 Vnl3: + 2[nVill7. .

Auf Grund des Sobolev’schen Einbettungssatzes fiir HZ(M) — LP(M) gibt es eine Kon-
stante o™ > 0, die nur von (M, g) abhéngt, so dass

IN

/M |V (nFy(u))* dvol? > ULM ( /M(an(u))p dvolg>’2’ — /M(an(u))Q dvol? .

llnFe (|7 p

Zusammen mit (1.55) erhalten wir fiir den ersten Summanden der linken Seite von (1.54)

a/M<Vu,V (n*Gy(u))) dvol? > —C’/M(Fg(u))2 dvol? +% (1.56)

Nach (1.52) bekommen wir nun fiir den zweiten Summanden
/ hun®Gy(u) dvol? > —C/ (Fy(u)?) dvol? .
M M
Mit (1.54) ergibt sich also

al|nFy(w)|7,

oot (1.57)

)\/ uP " ?Gy(u) dvold > —C/ (Fy(u))? dvol? +
M M

Wir setzen nun A4 := max{\,0}. Dann wihlen wir das noch zu bestimmende § > 0 so

klein, dass
2/n
At / uP dvol? < a TR
Bas (z0) 8qo

Die Relation (1.52) und die Holder-Ungleichung fithren dann zu

)\/ uP™ 12 Gy (u) dvold < )\+/ uP 2% (Fy(u))? dvol?
M Bas(xo)

< A 1N s (s o) I Fe ()] 2

(fBza (z0) up dV01g> o

a
InEe ()12 -

<
- 8qoM

Zusammen mit (1.57) bekommen wir also

a
8qoM

InFo()|2, < C / (Fy(u))? dvol? .
M
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Nach Annahme gilt u € LP(M). Wegen 2g < p und da C unabhéngig von ¢ ist, ist die
rechte Seite dieser Ungleichung beschriankt fiir £ — +oo. Wir erhalten nach monotoner
Konvergenz, denn Fy ist eine in £ monoton wachsende Funktionenfolge:

/ n? Fy(u)? dvol? < / nP Fy(u)P dvol? = limsup/ (nFe(w))? dvol! < +o0.

B(;(xo)\/l"\zp—/ M =400 JM
= =u

Dies zeigt u € LI (Bs(xg)). Da dies fiir alle g € M gilt, kénnen wir daraus durch ein

einfaches Kompaktheitsargument schliefen, dass u € L" (M) fiir r == gp > p.. O

Bemerkung 1.79. Die Standard-Blasen u,, die wir Abschnitt 2.3 kennenlernen wer-
den, sind fiir ~ = 0 und a = 42=% Lésungen von (1.50) mit A = n(n — 1) auf R™. Die
LPe-Norm ist beschréinkt und unabhingig von a, denn |uq||75. = wy. Andererseits gilt

lim o1 = o0

fir alle r > p..
Wir erhalten also in Lemma 1.78 zwar Regularitét in L™, aber das obige Beispiel mit u,,
a N\ 0, zeigt, dass keine zu Satz 1.75 (iii) analogen Abschéitzungen gelten.

1.11. Green-Funktionen

Sei (M, g) eine geschlossene, riemannsche Mannigfaltigkeit. Im Folgenden schreiben wir
zur Abkiirzung H¥(M) := H®2(M), also insbesondere HO(M) = L?(M).

Lemma 1.80. Sei a > 0 konstant und h € C*°(M). Wir definieren den Differential-
operator L = aA + h und wéhle ¢ < mingep h(z). Dann ist L — c: H?(M) — L*(M)
ein Isomorphismus von Hilbertrdumen.

Bewets.

(a) L — ¢ ist ein Differentialoperator 2. Ordnung, nach Lemma 1.61 (b) ist also
L —c: H?*(M) — L*(M) beschrinkt.

(b) L — cist injektiv: Sei nimlich u € H*(M) mit (L — ¢)u = 0. Dann gilt:

0 = ((L—c)u,u)L2

= /u-(aA+h—c)u dvol
M
= /a]Vu\z + (h — ¢) -u? dvol
—— =

M >0 >0
== u = 0.
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(¢) Sei nun u € L?(M) mit u L im(L — ¢), d.h. fiir jedes ¢ € H?(M) — insbesondere fiir
jedes p € C*°(M) — gilt:

0 = /u-(L—c)gpdvol
M

= (u’ (L C)SD) 2

d.h. die Gleichung (L — ¢)u = 0 gilt im schwachen Sinn. Nach dem Satz {iber
elliptische Regularitét (Theorem 1.71) ist u € C*°(M), und die Gleichung (L —c)u =
0 gilt im klassischen Sinn. Nach (b) ist dann u = 0. Folglich ist (im(L — c))l = {0}
und damit im(L — ¢) = L?*(M), d.h. im(L — ¢) liegt in L?(M) dicht.

(d) Seinun 1 € L?(M) beliebig. Gemés (c) wihle v; = (L —c)u; mit ¢; Lﬂ) 1. Insbe-
sondere ist (1;)jen eine Cauchy-Folge in L?(M). Wegen der elliptischen Abschitzun-
gen (1.41) ist dann u; eine Cauchy-Folge in H?(M). Fiir den Grenzwert lim;_, oo u; =:
u € H*(M) finden wir:

(L—cu = (L—-c)limu,
j—00
@ .
= lim (L — ¢y,
j—00
-
—

Somit ist L — ¢ surjektiv.

(e) Die Inverse (L —¢)~t: L2(M) — H?(M) ist beschrinkt nach dem Satz B.2 von der
offenen Abbildung bzw. aufgrund der elliptischen Abschétzungen (1.41). 0

Wir haben also mit dem Satz von Rellich-Kondrakhov 1.29:

(L—c)~? kompakt
% (—_%

L*(M) H*(M) L*(M).

Nach Bemerkung 1.24 ist daher (L—c)~! : L?(M) — L?(M) ein kompakter Operator. Da
L —c: L?*(M) — L*(M) formal selbstadjungiert, beschrinkt und abgeschlossen ist, ist
er selbstadjungiert. Der Spektralsatz B.1 {iber kompakte selbstadjungierte Operatoren
auf einem separablen unendlich-dimensionalen Hilbertraum liefert: spec(L — ¢)~!\ {0}
ist eine diskrete und beschrénkte Teilmenge von R\ {0}, und aus (reellen) Eigenwerten
endlicher Multiplizitdt. Die zugehorenden Eigenrdume stehen paarweise senkrecht auf-
einander. Ferner gibt es eine vollstéindige Hilbertraum-Basis von L?(M), bestehend aus
Eigenfunktionen von (L —c)~!. Ferner stehen Eigenriiume zu verschiedenen Eigenwerten
senkrecht zueinander. Die Eigenrdiume von (L — ¢)~! spannen einen dichten Unterraum

von L%(M) auf.
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Fiir den Operator L — ¢ wissen wir mehr. Da er injektiv ist, ist 0 kein Eigenwert. Da
alle Eigenrdume endliche Multiplizitit haben, aber da andererseits L?(M) unendlich-
dimensional ist, muss es unendlich viele Eigenwerte geben, die sich in 0 hdufen. Deswegen
ist 0 im Spektrum, aber kein Eigenwert.

Ist u eine Eigenfunktion von (L — ¢)~! zum Eigenwert v € R\ {0}, so ist u ebenfalls eine
Figenfunktion von L zum Eigenwert A\ := ¢ + %, denn

1
(L—c)'u=vu & ~u=(L-cu
v

1
& Lu= <c+—>u.
v

e Aus obigen Uberlegungen folgt, dass alle Eigenwerte von L reell sind und endliche
Multiplizitdt haben. Die Eigenrdume sind paarweise orthogonal und spannen einen
dichten Unterraum von L?(M) auf. Die Eigenwerte bilden eine diskrete Teilmenge
von R.

e Das Spektrum von L ist nach unten beschréinkt, denn

Afullz = (Luu)ge

= /u-Ludvol

M

= /u-(aAu—i—h) dvol
M

= /a|Vu|2 + h-u?
M
(minh) - [lul|Z

>
>

== A min h .

e Somit konvergieren die Eigenwerte von L gegen +oc0.

e Somit gibt es eine vollstindige Orthonormalbasis von L?(M), bestehend aus Ei-
genfunktionen von L.

e Nach dem Satz 1.71 iiber elliptische Regularitéit sind alle Eigenfunktionen von L

glatt.
Beispiel 1.81. Sei (M,g) = (T™,g) = (R"/Z", g) ein flacher Torus, und sei
n
82
L=A=— —.
Z (axz)Q
7=1
Fiir k € Z" setze fi(z) = e*™@*) Fiir jedes z € Z" und jedes © € R™ ist

fe(z + z) = fr(x), daher steigt fr zu einer glatten Funktion auf dem Quotienten
M = R™/Z™ ab, die wir ebenfalls mit f bezeichnen.
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Sei HY(M;C) = HY(M) ®g C, £ € No die Komplexifizierung von H*(M), das heifit die
Elemente von H*(M;C) sind komplexwertige Funktionen, deren Real- und Imaginérteil
in HY(M) liegen. Man kann zeigen, dass {fi |k € Z"} eine komplexe Basis (im Sinne
von Hilbert-Riaumen) von H*(M:;C) ist. Wir erweitern den Laplace-Operator A komplex-
linear zu einem Operator A : H?(M;C) — L*(M;C).

Wir berechnen:

%fk = 2mikj - f
— Afy = —@ri)*) k- fio=2n) |k fi.

j=1

Wir haben Eigenvektoren von A gefunden. Der Satz von Stone—Weierstrafl impliziert,
dass diese Eigenvektoren einen dichten Unterraum aufspannen. Daher ist

spec (A : H*(M) — L*(M)) = spec (A : H*(M;C) — L*(M;C)) = {(2n)*|k|* |k € 2"} .

Die Entwicklung einer Funktion g € C*°(T™) in der Basis {fi | k € Z"} entspricht genau
der Fourier-Reihenentwicklung periodischer Funktion g € C*>°(R"™).

Definition 1.82. Fiir k € N setze

H M) = (HFYM))” (1.58)
= {a : H*(M) — R | a beschriinkt, linear} . (1.59)

Sei (s, )2 das L2-Skalarprodukt auf L?(M). Nach dem Riesz’schen Darstellungssatz
ist die Abbildung

LA(M) — L*M)*
u = (u,*)r2.

ein Isomorphismus, den wir nutzen, um L?*(M) = H%(M) mit seinem Dualraum
(L2(M ))* zu identifizieren. Deswegen fithrt obige Definition auch fiir k¥ = 0 zu keinen
Zweideutigkeiten.

Fiir k > ¢ ist H*(M) c H*(M) als dichter Unterraum. Die zu dieser Inklusion ¢ adjun-
gierte Abbildung ist eine Abbildung ¢* : H—*(M) — H~*(M) die durch Restriktion auf
den Unterraum H¥(M) gegeben ist. Die Abbildung ¢* ist injektiv: denn angenommen
ac HHYM) = (H ‘M ))* ist im Kern ¢*, dann verschwindet « auf dem dichten Unter-
raum H*(M) und mit der Stetigkeit von o folgt o = 0. Wir identifzieren a nun mit 1*o,
also H=Y(M) c H=¥(M). Der Raum H (M) ist dicht in H~*(M): denn sonst giibe es
ein F' € (H_k(M))* ~ R (M), F # 0 mit 0 = Fo* = ((F); dies wiirde der Injektivitst
von H*¥(M) c H*(M) widersprechen.
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Wir haben daher eine unendliche Kette von Inklusionen:
D H2(M)> H Y (M)> H (M) > H (M) > H* (M) > ---

Fiir alle k > ¢ ist H*(M) ein echter und dichter Teilraum von H*(M).
Die kanonische Paarung schreiben wir als:

H & M) x HY(M) — R
(a,u) = ofu) =: (0, U)cank - (1.60)

Mit der Identifikation L2(M) = (L*(M))" gilt (s, ¢)z2 = (*, *)can,0- Fiir &, € No
stimmen (e, ®)canr und (e, ¢)cane auf dem gemeinsamen Definitionsbereich {iberein,

d.h. im Fall k > £ gilt
(a’u)can,k = (aau)can,ﬁ Va € Hﬁé(M), Yu € Hk(M)

Wir konnen also der Einfachheit halber (e, o) fiir all die Skalarprodukte (¢, ®)can 1 und
(e, )2 schreiben. Das Skalarprodukt auf H*(M), k > 0 definiert ein Skalarprodukt
auf dem Dualraum H~*(M), das wir H*-Skalarprodukt nennen und das auf L?(M)
nicht mit (e, ¢) iibereinstimmt. Die zugehsrige Norm wird H ~*-Sobolev-Norm. ||« || ;—»
genannt.

Nach dem Sobolev’schen Einbettungssatz 1.15 gilt:

(N H*(M) = c®(M).

kez

Definition 1.83. Wir schreiben die Vereinigung als

H>(M) = |JH"M) (1.61)
keZ

Bemerkung 1.84. Fiir geschlossene M kann man zeigen, dass H °°(M) = D'(M) gilt,
wobei D'(M) der schon mehrfach erwiihnte Raum der Distributionen auf M ist. Die
Elemente aus D'(M) heilen Distributionen auf M. Die Notation D'(M) kommt davon,
dass man in der Distributionentheorie D(M) = C°(M) definiert, also fiir geschlosse-
ne Mannigfaltigkeiten D(M) = C°°(M). Dann ist D'(M) der dazu duale topologische
Vektorraum.

Wir wollen den Isomorphismus etwas genauer beschreiben. Sei w € H~™*°(M), also u €
H=®(M) = (H*(M))" fiir ein k € N. Die Verkettung

C®(M)=D(M)— H*M) SR

definiert eine lineare Abbildung i, also ein Element des algebraischen Dualraums D(M).
Die oben erwihnte Gleichheit H~°°(M) = D'(M) besagt genauer formuliert, dass nach
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geeigneter Topologisierung # eine stetige lineare Abbildung ist, und dass die Abbildung
u +— 4 ein Isomorphismus von topologischen Vektorrdumen von H~°°(M) nach D'(M)
ist.

Beispiel 1.85. Sei (M, g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimensi-
on n und p € M beliebig. Fiir f € CO(M) setze (6, f) == f(p). Die Auswertung in p ist
beschrénkt, denn [(dp, f)| = [f(P)| < [[fllcoqary- Fiir k£ > 5 ist nach dem Sobolev’schen
Einbettungssatz die Verkettung

HE(M) = (M) 22 R

eine stetige lineare Abbildung, d.h. 6, € H=*(M).
Bemerkung 1.86. Analog zum Beweis von Lemma 1.80 zeigt man: Fiir jedes j € N ist
(L+¢) : HY(M) — H(M)

ein Isomorphismus.
Man kann diesen Isomorphismus auch induktiv konstruieren, denn nach Lemma 1.61
haben wir fiir jedes k € Ny wohldefinierte Abbildungen

(L+c): H*F2 (M) — H"(M)
und  (L4¢o)* :H*M) — H*2(M).
die auf Grund der Regularitétstheorie Isomorphismen sind.
Setze nun
X1, := {endliche Linearkombinationen von Eigenfunktionen von L} C C*(M).

Wir haben gesehen, dass X, dicht in L?(M) liegt. Wegen (L + ¢)(X1) = X = (L +
¢)"1(X1) und da Isomorphismen dichte Unterriume auf dichte Unterriume abbilden,
liegt X7, C H* (M) fiir jedes j € N dicht. Sei (f;)jen eine vollstéindige Orthonormalbasis
von L?(M), bestehend aus Eigenfunktionen von L. Fiir ein ¢ € C*(M) sei ;o ai - f;
die Entwicklung in dieser Basis. Wir berechnen:

((L +C)*fja90)L2 = (fj, (L + C) QD)LQ

I
/N
—~

A+o) [y ai fi)L2

1€N
= (()‘j +c)- fjv@o)ﬂ :
Somit ist (L + ¢)*f; = (A\j + a) - f;, und insbesondere ist (L + ¢)*(Xy) = X. Damit
liegt X, auch in H~2/(M) fiir alle j € N dicht. Insbesondere ist also C*°(M) C H% (M)
dicht fiir alle j € Z.
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Ubung 1.11. Sei (M, g) = (R"/Z", gfiach) der flache Standard-Torus. Fiir k > 2 ist d €
H’k(M) Berechnen Sie die Entwicklung von dy in der Basis (fy)xez» aus Beispiel 1.81.

Definition 1.87. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, sei L = aA + h mit
a > 0 konstant und h € C*°(M), und sei p € M beliebig. Dann heifit I' € H=>°(M)
eine Green-Funktion von L an der Stelle p, falls gilt:

L*(T) =6,. (1.62)

Bemerkungen 1.88.

(a) Gleichung (1.62) ist laut den obigen Definition so zu lesen: es gibt ein £ € N mit
'€ H%(M) (und somit L*(T') € H~*=2(M) und fiir alle ¢ € H**2(M) gilt

(F,ch) = (L*F,(p) = (5p,<p) = p(p). (1.63)

Da {p € C®(M)F | ||¢| gyr+2p < 0o} dicht H¥T2P(M) liegt, reicht es (1.63) fiir alle
¢ in diesem Raum zu testen. Ist C3°(M) dicht in H**2(M), dann reicht auch das
Testen mit ¢ € C°(M).

(b) Falls ¢ € C°(M \ {p}), so ist

(F,L(p) =

= ()
= 0,

d.h. I" 16st die Gleichung L*I" = 0 im schwachen Sinn auf M \ {p}. Nach dem Satz
iiber elliptische Regularitét 1.71 ist dann bereits I' € C*°(M \ {p}) und erfiillt die
Gleichung LT' = 0 klassisch.

(c) Ist M geschlossen und 0 ¢ spec(L), so sind
L:HY(M) — H* (M)
und  L*: H%(M) — H%(M)

Isomorphismen. Dann ist also I' := (L*)~16, die eindeutige Green-Funktion von L
an der Stelle p.

(d) Sei nun I', eine Green-Funktion von L an der Stelle y und nehmen wir an, dass
(x,y) = k(z,y) == Iy(z) glatt von z und p abhéngt, solange x # p. Diese Bedingung
ist zum Beispiel erfiillt, falls M geschlossen ist mit 0 & spec(L), ist aber auch zum
Beispiel im unten stehenden Beispiel 1.89 erfiillt. Zu f € H*(M) definiere

ulx) = /M k(z,y) f(y) dvol(y).
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Unter geeigneten Voraussetzungen existiert dieses Integral und die Grenzfunktion
ist in H¥(M), z.B. wenn M geschlossen ist und f € C°(M) N H*(M). Dann ist u
eine Losung von Lu = f, was wir durch folgende formale Rechnung — ohne logisch
vollstéindige Begriindung — motivieren wollen. Hierbei ist L, die Anwendung des
Differentialoperators L in der x-Variable fiir festes y:

(Lu) ‘x

_ / Lok(z,y) £(y) dvol(y)
M

_ / 5,(x) £(y) dvol(y)
M
- f(:C),

also Lu = f. Dies formale Rechnung deutet an, wieso Green-Funktionen ein wichtiges
Hilfsmittel zur Losung von partiellen Differentialgleichungen sind. Dieser Zugang
wird im vorliegenden Buch allerdings nicht weiter ausgefiihrt.

Beispiele 1.89.

(1) Sei (M,g) = (R™, geur) und
¢ € C2°(R™) berechnen wir:

(A (") ,9) =

n > 3. Setze r = |z|. Fiir eine beliebige Funktion
(Tzfn,Agp)
/TQ_nAtp dx
R
/ / A(,O(?“ﬁ) dVOISnil(ﬂ) 7n2fn74nfl dr
0 gn-1
/A< / p(rd) dVolsn_l(ﬁ)> rdr
0 Sn_l
::Wn—lill(r)

(—1/1" i 11//> rdr
.

= ot [ (= (=) dr = [¢/() 7]
=0
= —(n—2)-wn1- [¥0)]
= (n=2)-wn1-9(0)
= (n—2) wp_1- (50,<p) .
Somit ist A*(r?~") = (n—2)-wy,_1 -8, d. h. m 727" ist eine Green-Funktion
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von A auf R™ an der Stelle 0. Setzt man 7(x) := d(zx,y), so erhélt man analog, dass

1

Peucl —
v @) (n—2) wp_1

o=y

eine Green-Funktion an der Stelle y ist.

(2) Sei (M,g) = (R%, geuld)- Setze r = |z|. Fiir eine beliebige Funktion ¢ € C°(R?)
berechnen wir:

(A*(log(r)), ) = [ log(r)- Apdr

o — 3 Te—

A(/Slgp (rd) dvol®’ (79)) log(r)rdr

=:2m(r)

S (2o =39 oty an

= 2 (1// ~(log(r) + 1) — - log(r)) dr — 27 - [W . rlog(r)]zo
0 R re—

S OIN

= —27-9(0)

= —2m- (50,<p) .

Somit ist A*(log(r)) = —27 -y, d.h. —5= -log() ist eine Green-Funktion von A auf
R? an der Stelle 0. Setzt man 7(x) := d(x,%), so erhilt man analog, dass

1
1 —
Iy (2) = =5 - log(lz — yl)
eine Green-Funktion an der Stelle y ist.

Bemerkung 1.90. Sei M eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimen-
sionn >3, p € M und ¢ : U — V Normalkoordinaten von M mit Entwicklungspunkt
p € U, ¥(p) = 0. Angenommen, es gibt eine Green-Funktion I" von L = aA + h an der
Stelle p; dies ist insbesondere erfiillt, falls 0 & specL, wie oben gezeigt. Dann kann bewie-
sen werden, dass h(z) = al'(¢ " (x)) —T§"(z), z € V'\ {0} von ,niedriger Ordnung® als
rguel ist. Genauer gesagt haben wir h(z) = o(|z[3~"). Wir haben sogar h(z) = O (|z|*™™),
falls n > 5. Wir werden den Beweis einer dhnlichen Aussage, Proposition 5.3, spéter skiz-
zieren.
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1.12. Hebbarkeitssatz

Satz 1.91 (Hebbarkeitssatz). Sei (M, g) eine (nicht-notwendigerweise vollstindi-
ge) riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2. Sei N eine kompakte (n — k)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit, 2 < k < n. Sei h € C°(M) und es gelte:

e k>3 undue Ll (M) fireinq> 2,

loc
oder
e k=2undue LS (M).

Angenommen u erfillt
Au+ hu = o (1.64)

auf M\ N fiir o € LL (M) im schwachen Sinn auf M \ N. Dann gilt (1.64) auch auf
M im schwachen Sinn. Ist zusdtzlich o € CO%(M), fir 0 < a < 1 und ist h € C*°(M),
dann haben wir u € C>*(M), und die Gleichung (1.64) gilt dann auch im klassischen
Sinn.

Bemerkung. Im Rahmen dieses Buches werden wir nur den Spezialfall h = 0 und
k =mn > 3 benotigen.

Wir erinnern daran, dass hier o € C%%(M) lokal zu verstehen ist, das heifit, dass |o| €
C%*(K) < oo fiir alle K € M gilt, also fiir alle Teilmengen K von M, deren Abschluss
kompakt ist. Analoges gilt fiir u € C*>%(M). Dies impliziert fiir nicht-kompakte M i. Allg.
nicht, dass die C%%(M)- bzw. C*>*(M)-Norm beschrinkt ist.

Es gilt aulerdem

we Ll (M) & u‘KeLq(K) VK e M
& u‘K\NeLq(K\N) VK e M

Das Produkt einer stetigen Funktion mit einer lokal-integrierbaren Funktion ist lokal
integrierbar. Somit ist hu € LL (M).

loc

Beweis fiir k > 3.
Wir miissen fiir alle ¢ € C2°(M) zeigen:

/ (u Ap+ uhgp) dvol = / op dvol.
M M

Sei dy(x) = inf{d(z,y) |y € N}. Zu € > 0 definieren wir
B.(N) ={x € M|dy(x) < e}.

Wir verwenden ohne Beweis folgenden Satz der Differentialgeometrie: es gibt ein g > 0,
so dass dy auf B.,(N)\ N glatt ist, und die Funktion dy ist sogar glatt auf B.,(NN).
Auflerdem gilt dann |Vdy| =1 auf B,,(N) \ N.
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Auf der kompakten Menge Bo.,/3(N) ist die stetige Funktion |[V2d3| beschrénkt. Es
gibt also eine Konstante ¢ € R mit

c > V33|
|V(2dnVdy)|
12Vdy ® Vdy + 2dyVdy|

> —2|Vdy ® Vdy|+2dy |VZdy|
~—_——
<1
> —2+42dy |Vdy]|
Daraus folgt
2 c
dy| < —+1 1.
[Vidn| < g+ (1.65)

Man wihle nun eine Funktion y : R — [0, 1] mit X‘(—oo = 1, Xhz o) = 0 und -2 <
X' <0.Zue € (0,60/3) definieren wir x.(z) := x(dny(z)/e). Dann gilt x. € C°(M) mit
Trager in Bo.(N), und auf B.(NV) gilt x. = 1. Mit der Kettenregel erhalten wir

1 1
Vel = [¥(dn(@)/e) 2 V| = [ (dn (@)/2)]  [Van| < 2/e.
Auflerdem rechnen wir

Vx| < é(v(x'(dN(x)/a)wN)(

1 1
S 3 X" (dn (2)/2) Vdy © Vdy | + - X/ (dn(2)/e) Ve
() Sup|X”| 2 ¢
< B
- 2 g <2dN + 1>

C
s @

fiir eine geeignete Konstante C, wobei wir fiir die Ungleichung (%) Ungleichung (1.65)
und supp x’'(dn(e)/e) € [g,2¢] genutzt haben. Dann erhalten wir durch Spurbildung mit

I>r, aii{Q <n i |a;j|* die Abschitzung |[Ax.| < V1€ Wir haben dann

£

/ uAp dvol = / uA((l —Xe)p + chp) dvol
M M
:/ uA((l —Xa)go) dv01+/ u (Axe) ¢ dvol (1.67)
M M

—2/ u{Vxe, Vi) dvoH—/ uxe(Ay) dvol.
M M

Da Au = ¢ — hu auf M \ N im schwachen Sinn gilt, haben wir

/ u A dvol = / (0 — hu)y dvol (1.68)
M M
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fiir alle ¢» € C2°(M \ N). Fiir ¢ := (1 — xc)p erhalten wir somit

/M uA((l - Xg)go) dvol = /M(g — hu)(1 = xe)¢ dvol. (1.69)

Der Satz iiber dominierte Konvergenz von Lebesgue ergibt hieraus unter Verwendung
von o — hu € L{ (M):

loc

gi_% . uA((l - Xg)cp) dvol = /M (0 — hu) ¢ dvol. (1.70)

Ganz dhnlich bekommen wir aus dem Satz iiber dominierte Konvergenz

lim [ wuxe(Ay) dvol = 0. (1.71)

e—0 M

k
Wegen u € L _* (M) erhalten wir mit der Holder-Ungleichung
< el
- &2 Ba.(N)
k=2
C’ R
<

< 3 </B - |u|% dvol) vol(Ba:(N))
2e

Wir nutzen vol(Ba.(N)) = O (") und betrachten den Grenzwert ¢ — 0. Auf Grund von

|u| dvol

‘/ u(Axe)p dvol
M

ESIM]

lim ]u\% dvol =0
e—0 BQg(N)
erhalten wir
lim [ u(Axe)e dvol = 0. (1.72)
e—0 M

Auf dhnliche Art und Weise bekommen wir

C/I V .
‘/ u(Vxe, Vo)g dvol‘ < &/ |u| dvol
M € Bac(N)
oM A b2 5
< —(/ |u| 72 dv01> vol(Bae(N))*
€ Bac(N)

k
< Coelu| 2 —0.
k-2

Somit haben wir
lim [ u(Vxe, V) dvol =0. (1.73)
e=0 )
Wir setzen (1.70), (1.72), (1.73) und (1.71) in (1.67) ein und erhalten daraus die erste
Aussage von Satz 1.91.
Wir nehmen nun zusétzlich o € C%*(M) an. Zusammen mit v € L (M) fiir ein ¢ >
k/(k —2) > 1 liefert Ubung 1.10 dann die gewiinschte Regularitit. Gleichung (1.64) gilt
dann also im klassischen Sinn. O
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Beweis fiir k = 2.

In diesem Fall gehen wir dhnlich wie im Fall £ > 3 vor, miissen aber die Abschneidefunk-
tion etwas sorgfiltiger wahlen. Sie hédngt nun zunéchst von zwei Parametern € und ¢ ab
und wird deswegen x, . genannt. Wir definieren zunéchst diese Funktionen, und erklaren
dann, wie man die notigen Abschitzungen dann passend dazu durchfiihren kann.

Fiir jedes ¢ > 3 wihlen wir eine glatte Funktion k; : R — [0, £] mit

0 firs<o0,
Ke(s)=4qs firl<s</(-1, (1.74)
{ firs>1{.

Auf den Intervallen [0,1] und [¢ — 1,/] geben wir die Funktion nicht explizit an, aber
man sieht leicht, dass man |x)| < 2 und |s}/| < C fiir eine universelle Konstante C; > 0
erreichen kann. Man kann zum Beispiel C; = 4 erreichen.

An Stelle der oben konstruierten Abschneidefunktion x. schneiden wir im Fall & = 2 mit
der folgenden glatten Funktion . : M — [0,1] ab. Zu € € (0,&9] und ¢ > 3 definieren

o Xeelw) = 1= g (log (dN(: )J)) | o

Wir erhalten dann:

1 fiir dy(z) < e~‘e,
Xee(@) = 41— Llog W@ gy o~b+1c < dy(z) < e e, (1.76)
0 fiir dy(z) > €.

Falls dy (x) < e ‘e oder falls dy(z) > &, dann gilt offensichtlich Vxe,e = 0und Ay, = 0.

In den folgenden Rechnungen ist hilfreich zu nutzen, dass (log M) — (1/2) log(d%)

3
konstant ist. Fiir e e < dy(z) < e 'e rechnen wir unter Nutzung von Gleichung
(1.23) in der zweiten Zeile:

1 dn(z)el
Vxee = —leog< N(g) >
1 Vdy
_ 1 1.
7 dn (1.77)
1 1 1
Avie = -2 (—A(d? )4 (& >|2)
© e\2d3, N T ogd, Y
1 1 4 1 1
- i Crroumigg) =go(z;). om

Fiir e~e < dy(z) < e e und fiir e7'e < dy(z) < € schiitzen wir wie folgt ab:

. 1 ’ dN(x)eg VdN
Ve = o (0w (2 I
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2
—_— 1.
Tdn (1.79)

1, dN(l“)eg 1 2 1 242
- 1 A S

g (1ox (2 s AR + 59 ()

¢ oN |2

14 € €
2 1 1 1Cy
“ol— )+ =2 <22 1.
e0<dN>+zd§V—ed3V’ (1.80)

fiir eine Konstante Cs, die durch C1, g und die Konstante in (’)(%) bestimmt ist, die

also innerhalb dieses Beweises fixiert bleibt.
Wie im Fall k > 3 reicht es nun die Integrale

/u(AX&e)(p dvol, /u(VXz’e,V@g dvol, und /uxx,g(Agap) dvol
M M M

so abzuschitzen, dass sie fiir geeignete € und ¢ beliebig klein werden. Da supp x,c in
der e-Umgebung von N enthalten ist, folgt aus dem Satz von Lebesgue, dass

lim sup

/ UXy,e(Adp) dvol = 0.
e—0 >3 J M

Fiir den Term mit Ay, . schitzen wir wieder ab

‘/ w(Axee)p dvol‘ < HuHLooHLpHLoo/ |Axge| dvol .
M M

Den Integrationsbereich zerlegen wir in die Gebiete

mid
ZZ,E

trans
Zf,e

{CE €M | e e <dy(z) < 6_16} und

{x eM ‘ e te < dy(z) < e tle oder e le < dy(z) < 6} .

Aus (1.78) erhalten wir

/ ‘Axg,a‘ dvol <
zZpid

Und aus (1.80) erhalten wir

/ ‘Axg,e‘ dvol <
zyem

k=2 1 [¢ ¢
< —/ grd?“
f e—{+lg T
Cy Cis =0
< —e< — 0.
- el T 3e c
1 Cy
- dvol
g /szr:ns dN(x)Q Vo (x)
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41,

k=2 Cj e 1 £ 1

7</efs T—Qrdr—i—/eleﬁrd?“)

C
= 75 <log(e*”1€) — log(efga) + log(a) — log(e*1€)>
- 2% RN

Im Limes ¢ = ¢e~! — oo geht also Jas w(Axee)p dvol gegen Null.
Es ergibt sich aus (1.77) und (1.79)

2
< Null Vel | 2 dvol(a)
ngsnsuzé?si(l EdN (ﬂf)

£
< %</ 17°d7°>
b\ Je—to 1

< U NN

‘/ u(Vxee, Vip)g dvol
M

Im Limes ¢ = ¢~ — oo folgt also die Aussage. O

Bemerkung 1.92. Die Voraussetzungen des Hebbarkeitssatzes kénnen noch auf meh-
rere Weisen abgeschwécht werden.

(i) Der obige Beweis kann nahezu wortwortlich genutzt werden, um den Hebbar-
keitssatz auch fiir eigentlich eingebettete Untermannigfaltigkeiten N zu zeigen.
Hierbei heifit eine Untermannigfaltigkeit eigentlich eingebettet, wenn die Inklusion
N «—— M eigentlich (und eine Einbettung) ist; in anderen Worten, wenn gilt: fiir
alle kompakten Teilmengen K C M ist N N K kompakt. Es gibt dann zwar kein ¢
wie im obigen Beweis fiir ganz N. Wenn man im Beweis K := supp ¢ setzt, dann
kann man solch ein passendes ¢y auf einer Umgebung von K N N finden.

(ii) Die Beweise kann man &hnlich durchfithren, wenn N eine Untermannigfaltigkeit
mit Rand (oder sogar mit Ecken) ist.

Beispiel 1.93. Im Fall M = B;(0) C R? 2 C und N = {0} erhalten wir den Hebbar-
keitssatz der Funktionentheorie. Der Realteil w einer holomorphen Funktion f = wu + iv
erfiilllt Auw = 0 und umgekehrt ist auch jede Funktion u mit Au = 0 lokal der Real-
teil einer holomorphen Funktion. Der obige Hebbarkeitssatz fiir n = k = 2 besagt also
insbesondere aus: Ist f: Q\ {0} — C eine holomorphe Funktion mit einer isolierten Sin-
gularitidt in 0 und ist Re f auf einer Umgebung von 0 beschréinkt, so kann die Funktion
f zu einer auf Q definierten holomorphen Funktion fortgesetzt werden (man sagt hierzu
oft: die Singularitdt von f in 0 ist hebbar).

Beispiel 1.94. Sei (M, g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimensi-
onn>4,x9€ M, N:={xo}, heC®(M),q>n/(n—2).Sei I die Green-Funktion von
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u +— alAu + hu an der Stelle zg geméf Defintion 1.87. Wir schreiben r(x) = d(z, z¢).
Dann gilt fiir kleine r > 0 die Entwicklung

L(z) =er® "+ 0(r* ™)
fir c € R, ¢ # 0. Es gibt Konstanten C7,C5,¢ € R, ¢ # 0 und eine kleine Konstante
ro > 0, so dass fiir § € (0,7rg) gilt
To
/ IT'(x)|? dvol = Cy+ \c\qvol(S"_l)/ (r2_" + (’)(rg_"))qr"_l dr
M\Bjs(zo) é

To
= Oy+ 6/ p@=ma+(=1) 4 4 Terme niedrigerer Ordnung in o
6

Das Integral divergiert fiir 6 — 0, da (2—n)g+ (n—1) < —n+ (n — 1) = —1. Green-
Funktionen erfiillen die Voraussetzungen des Satzes also nicht, und sie kénnen auch nicht
fortgesetzt werden.

Dieses Beispiel zeigt auch, dass der Hebbarkeitssatz fiir ¢ < k/(k — 2) nicht mehr gilt;
denn dann haben wir (2 —n)g+ (n —1) > —1 und somit I' € LI(M).
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In diesem Kapitel untersuchen wir insbesondere, wie sich geometrische Groflen unter kon-
formen Anderungen verindern. Wir untersuchen auch die konforme Gruppe der Sphére
und die konforme Klasse von Einstein-Metriken.

2.1. Konforme Anderungen der Metrik

Erinnerung 2.1. Der Gradient einer differenzierbaren Funktion f auf einer riemann-
schen Mannigfaltigkeit ist das Vektorfeld grad f € T'(T'M) mit (grad f(p), X) = Vf(X)
fiir alle p € M und alle X € T,M. In lokalen Koordinaten ist grad f = ¢/ (9;f) - 9; .

Definition 2.2. Man sagt: Zwei riemannsche Metriken g und g auf einer Mannigfaltig-
keit M sind konform, wenn es eine glatte Funktion u: M — R gibt, mit § = e** - g. Die
Menge aller Metriken, die konform zu g sind, nennt man die konforme Klasse von g und
man schreibt sie als [g].

Zwei riemannsche Mannigfaltigkeiten (M, g) und (M’, ¢') nennt man konform dquivalent,
wenn es einen Diffeomorphismus ¢ : M — M’ gibt, so dass ¢*(¢’) € [g]. Im Fall M = M’
sagt man dann auch, dass g und ¢’ konform dquivalent sind. Eine derartige Abbildung
¢ nennt man einen konformen Diffeomorphismus oder eine konforme Aquivalenz.

Sind zwei Metriken also konform zueinander, so sind sie auch konform dquivalent, aber
die Umkehrung gilt nicht.

Lemma 2.3. Seien g und § = e** - g konforme riemannsche Metriken auf einer
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M und uw € C>°(M). Dann gilt:

(i) Der Levi—Civita-Zusammenhang auf T M zur Metrik g ist gegeben durch folgende
Formel. Hierbei ist Y € T'(TM) und X kann entweder ein Tangentialvektor X €
TM oder ein Vektorfeld X € T'(T'M) sein.

VY = V4Y +Vu(X) Y+ Vu(Y) X —g(X,Y) -gradyu.  (2.1)

(ii) Der (0,4)-Krimmungstensor bzgl. g ist wie folgt gegeben. Es gilt fir alle
X,Y,U, W € TM:

(RI(X,Y)Z,W),
- { (RI(X,Y)Z,W),
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+V2u(X,Z) - (Y,W) — V2u(X,W) (Y, Z)
= VY, 2) - (X, W) + VEu(Y, W) - (X, Z)
—Vu(X)Vu(Z) - (Y, W) + Vu(Y)Vu(Z) - (X, W)
—Vu(Y)Vu(W) - (X, Z) + Vu(X)Vu(W) - (Y, Z)
+ (X, Z)(Y, W) |Vul2 = (¥, Z)(X, W) Vul® }. (2.2)
Hierbei sind alle Terme auf der rechten Seite bzgl. der Metrik g.
(iii) Der Ricci-Tensor (als Bilinearform) bzgl. g ergibt sich zu:
ric? = ric? —(n — 2)(V2u - Vu® Vu) + (Au—(n— 2)|Vul?) - g. (2.3)

(iv) Fir die Skalarkrimmung bzgl. g erhalten wir dann:

scal? = e~ - {scal? +2(n — 1)Au — (n — 2)(n — 1)|Vu|*} . (2.4)
(v) Fiir den spurfreien Anteil B9 = ricd — scal -g des Ricci-Tensors finden wir schliefs-
lich:
_ —2
B9 =B —(n-2) (Vzu — Vu® Vu) — nT (Au+ Vul?) - g. (2.5)
Beweis.

(i) Wir berechnen zunéichst
X(Y,Z); = X(e*(Y,Z),)
= V(X)) - (Y, Z), + - X(Y, Z),
= 2Vu(X) - (Y, Z) + e - X(Y,Z),.
Die Koszul-Formel (A.2) in Abschnitt A.1.4 des Anhangs liefert daher:
2(VYY.Z), = X(Y,Z)5+Y(Z,X); — Z(X,Y),
—(X,[Y, Z])g + (Y, [Z, X])5 + (Z,[X,Y])g
- 62“{ OVU(X) - (Y, Z)y + 2Vu(Y) - (Z,X), — 2Vu(Z)(X,Y),
FX (Y, Z)g + Y(Z,X)yg — Z(X,Y),
~(X,[Y, Z))g + (Y, 12, X))y + (2, [X, Y]}, |
- 262“{ Vu(X) (Y, Z)y + Vu(Y) - (Z,X)y — Vu(Z) - (X,Y),
+(V4Y,2), }
= VLY +Vu(X) Y +VuY) X —(X,Y) grad u, Z >g .
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(ii) Der Kriimmungstensor RY ist tensoriell in allen Eintréigen, d.h. der Wert in p von
(RY(X,Y)Z, W)z héingt nur von X,Y, Z, W € T,,M ab. Wihle daher Fortsetzungen
von X,Y, Z zu Vektorfeldern, fiir die paarweise alle kovarianten Ableitungen bzgl. g
in p verschwinden, also (VxY)(p) = (VyX)(p) = [X,Y](p) = 0 und analog fiir
X,Z bzw. Y, Z. In dem Kriimmungstensor verschwinden daher im betrachteten
Punkt bereits die Terme mit kovarianten Ableitungen nach [X, Y] bzw. [Y, Z]. Wir
haben also:

2

<R5(X,Y)Z,W>g (p) = <(vg)X,YZ_(Vg)2Y,X Z’W>g (p)

= (V%ViZ, W) (p) - (ViV5 2, W) (p).
Bei der folgenden Berechnung von (V% VY Z, W);(p) kénnen wir ferner alle Terme
ignorieren, die symmetrisch in X, Y sind, denn diese fallen bei der anschlieBenden
Antisymmetrisierung zu (RY(X,Y)Z, W)z(p) ohnehin weg. Wir erhalten also durch
zweimaliges Anwenden von (2.1) (hier und im Folgenden sind Terme ohne Index
stets bzgl. g):
e 2 (VEVYZ. W) ()

= << sz((VyZ%— Vu(Y) - Z+Vu(Z)-Y — (Y, Z)-grad u) , W >> (p)

= << VxVyZ+Vx(Vu(Y) - Z+Vu(Z)-Y = (Y, Z) -grad u) , W >

+ Vau(X) - < (VyZ + Vu(Y) - Z+Vu(Z)-Y — (Y, Z) -grad u) , W >

+ (Vu()Vu(2) + Vu(2)Vu(Y) — (Y, Z) - (Tu, V) ) - (X, W)

(X, VyZ+VuY) - Z+Vu(Z)-Y = (Y, Z) - grad u ) - (grad v, W>> (p)

= << VxVyZ+Vx(Vul)) - Z+Vx(Vu(Z))-Y —(Y,Z) - Vxgrad u, W >

+ Vu(X)Vu(Y ) Z, W) + Vu(X)Vu(Z)(Y, W) —
F Vu(Y)Vu(Z) (X, W) + Vu(Z)Vu(Y )X, W) — (Y, Z0X, W)|Vu|?

— Vu(Y)Vu(W)(X, Z) + Vu(Z)Vu(W)(X,Y) + ) (p)

= ((vxvyz, W)+ VZu(X, Z2) (Y, W) — V2u(X, W)Y, Z)
+ Vu(Y)Vu(Z) (X, W) — Vu(Y)Vu(W)(X,Z) — (Y, Z)(X,W)|Vu|?

+ Terme symmetrisch in X, Y> (p)
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Zusammen mit den entsprechenden Termen fiir (V9 V% Z, W);(p) ergibt sich die

Behauptung.

(ili) Bildene;,j=1..

.n eine lokale Orthonormalbasis fiir g, so bilden e “e;, j =1...n

eine lokale Orthonormalbasis fiir g. Wir erhalten daher fiir den Ricci-Tensor, aus-

gewertet in X, W:

ricd (X, W)

n

Z (RI(X,e "ej)e ey, W>g
j=1

Z e 2" (RI(X, ej)ej, W>g
j=1

n

> ((RI(X, e5)e;, W)

=1 + V2u(X, e;) - (ej, W) — V2u(X, W) (ej,€5)
—V2u(ej, e;) - (X, W) + Vu(e;, W) - (X, ¢;)
— Vu(X)Vu(e;) - {ej, W) + Vu(e;)Vu(e;) - (X, W)
— Vu(e;)Vu(W) - (X, e5) + Vu(X)Vu(W) - (e;, ;)
(X, ) (e, WV = (ej,e5) - (X, W) - [Vuf? )

ricd (X, W) + V2u(X, W) — n-VZu(X,W)

+Au- (X, W) + V2u(X, W)

— Vu(X)Vu(W) + |Vul* (X, W)

—Vu(X)Vu(W) + n- Vu(X)Vu(W)

+|Vul2 (X, W) — n-|Vul(X, W)

ricd (X, W) — (n —2)V2u(X, W) + (n — 2)Vu(X)Vu(W)
+ Au- (X, W) — (n—2)|Vul® - (X, W).

Hierbei haben wir benutzt, dass tr(—V2u) = Au.

(iv) Die Skalarkriimmung erhalten wir als Spur des Ricci-Tensors:

n

scaly = E ric? (e*”ei,e*“ei)

i=1

n

= e v, Z { ric? (e, €;) — (n — 2) (V2u) (ei, €5) + (n — 2)Vu(e;) Vu(e;)

i=1

FAu- (e, e) — (n—2)|Val? - (e, e:) }

= e 2. { scald +(n — 2)Au+ (n — 2)|Vul> + n - Au

—n-(n—z)-|vu|2}
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(v) Aus (2.3) und (2.4) berechnen wir:

_ ~_ scald
BY = ric? —

g
= ric! —(n— 2)(V2u —Vu® Vu) + (Au —(n— 2)|Vu|2) g
- %(sealg +2(n — 1)Au — (n —2)(n — 1)|Vul?) - g
= B9~ (n-2)(Vu— Vu® Vu)

+<(1—2nT_1)-Au+ <W—(n—2)> -|Vu|2>-g.

O

Im Folgenden sei — wenn nichts anderes explizit angegeben wurde — dim(M) =n > 3.

Definition 2.4. Der Differentialoperator Y, definiert durch

4(n—1)

Y(p) ="

Ap +scal -p,

heifit Yamabe-Operator oder konformer Laplace-Operator.

Wir schreiben ab sofort a = 4—1

l\J

Lemma 2.5. Ist g = e? - g, so gilt fiir alle o € C2(M):

- n+2 2w
Y9(p) = Yg( -w) :
Beweis.
Wir nutzen Lemma 1.36 und rechnen:
Yi(p) = ae (Ag ~ (n = 2)(Vu, Vi)
2“<scalg +2(n—1)Au— (n—2)(n —1)|Vu| )
= ae? (Ag — (n—2)(Vu, Vo)
-2 (n —2)2 9 n—2 p
9 T‘VU’ p+ m scal (p)
=e 2 uA(e u) ©
= ae T <en YAV — 2(n2 27 “(Vu, Vi)
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n+2 n—2
_ oy ()

Bemerkung 2.6. Wenn wir den Yamabe—Opergtor etwas anders normieren, dann gilt
Lemma 2.5 auch fiir n = 2. Genauer, wenn wir Y als

Y(p) = Ap+ 1o seal g,

2
(n—1)
. U _nt2 n=2
definieren, so gilt Yz(p) = e 2 Y (e 2

-go) fir alle n > 2. Dies folgt aus Lem-

ma 2.5 fiir n > 3 und aus Lemma 1.36 fiir n = 2. Im Fall n = 2 vereinfacht sich die
Formel zu

eQu

A9 = gAY

4
Sei nun wieder n = dim M > 3. Mit der Substitution e?* = fPe=2 = fn—2 mit p, = %
erhalten wir:

Folgerung 2.7. Fir g= f ﬁg gilt

Y9(fhe) = 1Y 9(p). (2.6)

@ = f liefert insbesondere fir das konforme Transformationsverhalten der Skalar-
krimmung:

_ =1
scald = fl7Pey9(p) = flPe <4 - 2Agf + scal? -f) . (2.7)
n —_—
Beweis.
Yi(p) = €T vY? (e—"z “w)
— enTH 2u Yg <€7n772 2u (P)
— f(pc—Q)-”T2 Y3 <f—(pc—2)”T_290)
Y (f7 )
wobei wir benutzt haben, dass 22 = 222. 242 yypd p, —2 = 20 _ 2 — 2"_2@_2) =
4 n n—2 n—2 n

4
SOWlepC_l_m_l_T_n,2'

Setzen wir ¢ = f in (2.6) ein, so erhalten wir:

Y9(1) = scal’
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= [IPYI(f)

fir (aA(f) +scal?-f) .
O

Im Folgenden sei n > 3, p. = % und ¢ = 4= — pe+2.Y =aA +scal. ACHTUNG:

n—2
n—2

In Teilen des Skripts wird auch noch die alte Notation: a := 1) also Y = A+a-scal

verwendet. Dies kann derzeit noch zu falschen Aussagen fithren. Mit obigen Rechnungen
finden wir: Die Metrik g = e?% - g = fP<~2. g hat konstante Skalarkriimmung s unter der
folgenden Bedingung

scall =s & fl7Pe (aAIf +scald-f) =s
= aAgf + scal9 f=s- fpc—l
& YI(f)=s- Pt

Wie wir noch sehen werden, hingt das Losungsverhalten der nicht-linearen Eigenwert-
gleichung Y (¢) = A+ 99, A € R konstant, stark von dem Wert ¢ ab. Der kritische Wert

ist genau der fiir das Yamabe-Problem relevante, also ¢ = p.—1 = Z—J_rg Fiir ¢ < Z—J_rg ist
die Losungstheorie der Eigenwertgleichung dem linearen Fall sehr dhnlich. Fiir ¢ > Z—i‘g

existieren i. Allg. keine Losungen.

Wie viele geometrisch relevante Differentialgleichungen, so ist auch die Gleichung
Y(f) = A- fr<~! die Euler-Lagrange-Gleichung eines geometrisch natiirlichen Funktio-
nals:

Lemma 2.8 (Einstein—Hilbert,Yamabe). Sei (M, g) eine geschlossene riemann-
sche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3.

(a) Seiq € [2,00). Dann ist die nicht-lineare Eigenwertgleichung
Y(f)=A-|f177%f (2.8)
die Euler—Lagrange-Gleichung des Funktionals
[ FY(f) dvol?
M
1£11Z0

Qi) =

bzgl. der Variation von f in C*°(M) \ {0}.

Die obige Aussage bedeutet: f ist genau dann ein stationdrer Punkt von Qg(f),
wenn es ein X\ € R gibt, so dass (2.8) erfillt ist. In diesem Fall haben wir dann

yo Q)
[FdlE




98 2. Konforme Geometrie

(b) Im Spezialfall ¢ = p. = 2n/(n—2) gilt fiir f € C®°(M) mit f >0 und g := fP=2.g

fscalg dvol?
5.(f) =Q(g) = W =Q5.(1) =Q3.(0),
vo
M

wobei C € R\ {0} eine beliebige Konstante ist. Das Funktional g — Q(g) nennt
man das normalisierte Einstein—Hilbert-Funktional.

Wenn wir tiber alle g in der konformen Klasse [g] variieren, und f € C*(M), f >0
mit g == fP=2. g € [g] identifizieren, so ist die nicht-lineare Eigenwertgleichung

Y(f)=A-frt (2.9)
also die Euler—Lagrange-Gleichung des Funktionals
[9] > R, g+~ Q).

Gleichung (2.9) ist wiederum dquivalent dazu, dass scal¥ konstant ist.

Bemerkung 2.9. In obigem Lemma ist der Wert ¢ = p. von besonderer Bedeutung.
Uber obige Gleichung Q9. (f) = Q(g) ist Q). mit dem Einstein-Hilbert-Funktional ver-
bunden, das in der Relativitidtstheorie eine wichtige Rolle spielt, wie unten erklart. Auch
fiir unsere analytischen Uberlegungen ist vor allem ¢ < p., nahe bei p. interessant.

Bemerkung 2.10 (zur Historie). Das Funktional

SR(M) =R, g— /scalg dvol¥,
M

definiert auf dem Raum der semi-riemannschen Metriken SR(M) auf M, genannt das
Einstein—Hilbert-Funktional oder auch das Totale-Skalarkriimmungs-Funktional wurde
intensiv von Einstein und Hilbert studiert. Um die Wohldefiniertheit des Integrals ein-
fach zu halten, wollen wir uns auf den Fall einschréinken, dass M geschlossen ist. Ein-
geschriankt auf den Raum der lorentzsche Metriken betrachten ist das Einstein—Hilbert-
Funktional das Wirkungsfunktional in der allgemeinen Relativitétstheorie, in Abwesen-
heit von Teilchen!. Die stationéren Punkte des Funktionals auf SR(M) sind Ricci-flache
semi-riemannsche Metriken, oder dquivalent (in physikalisch geprigten Worten) die
Vakuum-Losungen der Einstein-Gleichungen mit verschwindender kosmologischer Kon-
stante.

Das oben betrachtete volumen-normalisierte Einstein—Hilbert-Funktional ) wird oft
das volumen-normalisierte Finstein—Hilbert-Funktional genannt. Der Nenner fiihrt dazu,
dass das Funktional skalierungsinvariant ist, d. h. Q(tg) = Q(g) fiir alle t > 0. Betrachtet

!Teilchen und Felder auf dem Raum wiirden weitere Terme ergeben.
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man @ als Funktional auf dem Raum aller riemannschen oder aller semi-riemannschen
Metriken, so sind die stationdre Punkte von () die Einstein-Metriken, d. h. Metriken fiir
die ricd = Ag fiir eine Konstante A € R gilt. Aulerdem haben wir obiges Funktional
nicht auf dem Raum aller riemannschen Metriken definiert, sondern nur in einer festen
konformen Klasse. Dies vergroflert die Menge der stationédren Punkte erheblich.

Das Funktional @ spielt eine zentrale Rolle in [61]. Yamabe wollte fiir moglichst vie-
le geschlossene Mannigfaltigkeiten durch ein Min-Max-Verfahren fiir das riemannsche
Einstein-Hilbert-Funktional Q: R(M) = {g|g ist riem. Metrik auf M} — R die Exis-
tenz von stationdren Punkten, also von riemannschen Einstein-Mannigfaltigkeiten, zei-
gen. Der erste Schritt des Verfahrens ist, einen Minimierer von ) in jeder konformen
Klasse auf M zu finden. Die Suche nach diesem Minimierer, wird die Ldsung des Yamabe-
Problems genannt, das Hauptthema dieses Buchs. Anschlieflend wollte Yamabe im Raum
aller konformen Klassen A(M, [¢g]) maximieren, um somit einen Sattelpunkt des Funk-
tionals @) zu finden. Diese Teile konnten aber nicht wie von Yamabe anvisiert realisiert
werden, ergaben aber einen Startpunkt fiir viele interessante mathematische Ergebnisse.
Bei den ,,meisten* geschlossenen Mannigfaltigkeiten ist bis heute unklar, ob sie Einstein-
Metriken tragen.

Beweis.
In diesem Beweis seien alle Variablen, Operatoren und andere Terme bzgl. g definiert,
falls keine andere riemannsche Metrik durch einen Index ersichtlich ist.

a) Den Zihler von QJ(f) nennen wir EI(f), also
q

EI(f) = / fYI(f) dvol? = / (aldf|* + scal? f2) dvol? . (2.10)
M M
U . .. g (def) po(f) . . . .
m die Variation von Qg(f) = T, berechnen, differenzieren wir zunéchst den
L4
Zahler EI(f)
d d 2
— 9 — - 2 9 g
Sl B ) / o (a7 + 1) + (7 + th)*seal?) dvol
M
= 2/(&-(Vf,Vh> + f - h-scal’) dvol?
M
(1.20) 2/ (aAf + f-scal?)-h dvol?
M

und dann den Nenner

d 2 d 2/q
a4 - 9 q 9
dt‘t0<||f+th||m> dt‘t0</|f—|—th| dvol >
M
(2/q) -1
2 d
_ 2 /\f+0-h\qdvolg -/— | + th]? dvol?
q dt |t1=0
M M
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= e A g / FI72f - b dvol?
M

I
DO

A2 115 / FI2F b dvold
M

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass ¢ > 2 gilt und deswegen %| ik
existiert und gleich ¢|f|?~2f ist. Zusammen erhalten wir also:

d _ 4 w>
i oo )= dt‘t:o( 112,
- . 2 _ o d 2
B ||f||‘iq<(dt‘ ng“h)) 1fllZe = BY(f) - t0||f+th||Lq>
- L 3 g. . _q‘ g . q—2 . g
||f||%q1\[ m_j:/{?;f/ I fllza - E2CF) - [f1977f | - h dvol? .

Somit ist f ein kritischer Punkt von @9 genau dann, wenn

Y(f) = Iflgd - B2OF) - 1972 =0,

E9(f)
11174
wéhlen, dann haben also eine Losung von (2.8).

also genau dann, wenn Y (f) = “|f|1972f. Wenn wir also A\ wie im Lemma

Umgekehrt, sei nun f eine Losung von (2.8) fiir irgendein A € R. Man rechnet leicht
nach, dass dann E9(f) = )\HfHLq(M) bzw. Q3(f) = )\HfHLq(M Und nach den obigen
Rechnungen ist dann f ein stationarer Punkt.

(b) Sei nun ¢ = p., f > 0 und g = fP<~2g. Wir definieren wieder u : M — R durch
e?* = fP<=2_ Fiir das Volumenelement von g finden wir:

dvold = €™ dvold = fPe=2:(/2) qyol? = fPe dvold,

denn ppc = 2n_ . ﬂ . Daher ist
C

/fpc dvold = HfHch(Mg

E\

Fiir den Zidhler von Q(g) finden wir:

/ scald dvol? = / f17Pe (aAf + scal? -f) - fPe dvol?

M

(afAf + f2 scal?) dvol?

I
E\ S
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(1:20) /(a|Vf|2 + fQScalg) dvol?
M
— ().

Die restlichen Aussagen des Lemmas folgen direkt aus dem zuvor Gesagten. U

Wir wiederholen eine Definition aus der Motivation und aus Bemerkung 2.10: eine Rie-
mannsche Metrik ist eine Einstein-Metrik, falls ric? = Ag fiir eine Konstante A € R. Eine
FEinstein-Mannigfaltigkeit ist eine (glatte) Mannigfaltigkeit mit einer Einstein-Metrik.

Bemerkungen 2.11.

(a) Fiir jede Riemannsche Mannigfaltigkeit gilt

2 div ric = Vscal. (2.11)

(b) Fiir M zusammenhéngend und n = dim(M) > 3 gilt:

1
B = ric - 22 g =0 < M ist eine Einstein-Mannigfaltigkeit.
n

Beweis.

(a) Die 2. Bianchi-Identitét liefert
0 = Y (VxR(e;, 2)Y + Ve, R(Z, X)Y + VZR(X, ;)Y ¢;)
=1

= (Vxric) (Y, 2) + Y (Ve,R(Z,X)Y, e;) — (Vzric) (X,Y).
i=1

Mit X =Y = e; erhalten wir durch Summation iiber j
0 =2 div ric(Z) — Vz scal,
d.h. wir haben (2.11).

(b) «<: ric = A- g mit A € R impliziert scal = X - n, alSOB:)\-g—%”-g:O.
=-: Durch kovariante Ableitung der Gleichung n ric = scal-g erhalten wir
n Vric = Vscal ®g, also

n n

n - div(ric) =n - Z (Ve, ric) (e, -) = Z(Vei scal) - g (e;,-) = Vscal . (2.12)
i=1 i=1

Aus (2.11) und aus n # 2 folgt dann Vscal = 0. Da M zusammenh#ngend ist,
muss scal = s € R konstant sein und daher ric = X - g mit A = =.



102 2. Konforme Geometrie

O
Erinnerung 2.12. Die Modellriume konstanter Schnittkriimmung « sind:
(Sna % : gsph) ) k>0
M= ¢ (R, Geunt) , k=0 (2.13)

<|Hn, ﬁ . ghyp> s k<0
Bemerkung 2.13.

(a) Ist (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n, so gilt:

(M, g) ist lokal isometrisch zu M < (M, g) hat konstante Schnittkriimmung K =

(b) Ist (M, g) eine vollstéindige zusammenhéngende riemannsche Mannigfaltigkeit, so ist
die Schnittkriimmung von (M, g) genau dann konstant gleich x, wenn die universelle
Uberlagerung M mit der zuriickgezogenen Metrik § isometrisch zu M7 ist.

Beweisskizze von (a).

=: klar.

«: Wihle hinreichend kleine Bille um Punkte p € M und ¢ € M} so dass die rie-
mannschen Exponentialabbildungen Diffeomorphismen sind. Wihle eine lineare
Isometrie T" der euklidischen Vektorrdume 7" : T, M — T,M}. Dann ist die Verket-
tung

N

B, (0) c T,M T,M > B,(0)

l exp,, l exp,

B.(p)c M M > B (q)

R

exp, o1 o exp, L. B.(p) — B,(q) ein Diffeomorphismus. Der Nachweis, dass dieser
Diffeomorphismus eine Isometrie ist, beruht auf der Beschreibung des Differentials
der riemannschen Exponentialabbildung mittels Jacobifeldern. Letztere kénnen im
Fall konstanter Schnittkriimmung explizit hingeschrieben werden. O

Beispiel 2.14. Flache Tori sind lokal isometrisch zu (R™, geuk ), aber global nicht einmal
homd6omorph.

Die relativ starke Bedingung lokaler Isometrie zu I} ist also durch die ebenfalls starke
Bedingung konstanter Kriimmung festgelegt. Eine schwéchere Bedingung ist die ,,lokal®
konformer Aquivalenz. Eine naheliegende Frage ist also: sieht man der Kriimmung an,
ob eine Mannigfaltigkeit (M, g) ,lokal“ konform &quivalent zu einem Modellraum M7
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mit k£ € R ist? Da der Gebrauch des Wortes ,lokal“ hier etwas unklar ist, stellen wir
die Frage préziser: Gibt es zu jedem p € M eine offene Umgebung U und eine offene
Menge V, in einem Modellraum M}, so dass U konform dquivalent zu V', versehen mit
der Metrik von M}, ist?

Die folgende Ubung zeigt, dass der Wert der Zahl  hierbei unerheblich ist.

Ubung 2.1. Zeigen Sie, dass es fiir p € Mr und p € M2 mit x,A € R Zahlen r,7 > 0
und einen konformen Diffeomorphismus

n M2, .
B (p) — B:*(p)

gibt.
Hinweis: Nutzen Sie die stereografische Projektion und das Poincaré’sche Kreisscheiben-
Modell des hyperbolischen Raums.

Losung im Fall < > 0.

Es geniigt den Fall k = 1 zu betrachten, denn die Eigenschaft konform flach zu sein, ist
offensichtlich invariant unter Reskalierungen der Metrik.

Sei also (5", gspn) die Standardsphére und ey = (1,0,...,0) der Nordpol.
Schreibe y = (y°,4,...,y") = (4°,9). Die stereografische Projektion im Nordpol
o:8"—{ep} — R™ ist beschrieben durch (0,0(y )) (0 :U) = (1 = t)eo + ty. Damit
ist 0=(1—1¢)-1+¢-y° alsot == yo—a(y)

Um (o 1)* gsph ZU bestimmen, berechnen wir die Anderung der Lange eines Tangential-
vektors v € T,8" = {v € R""!|(v,y) = 0} unter . O. B. d. A. sei dazu |v| = 1. Wir
setzen dann ¢(t) = cos(t) - y + sin(t) - v. Dann ist ¢(t) € S™ fiir alle ¢ und ¢(0) = vy,
¢(0) = v. Wir berechnen:

do(v) = c(t))

cos(t) - g + sin(t)0
dt‘t —0 1 —cos(t) - y° — sin(¢) - v°
0-(1=y") —g- (=)
(1—-y%)? '

Fiir die Linge erhalten wir also, unter Beachtung von |92 = 1 — (v°)2, |§]? = 1 — (y°)?
und (0, ) = —vy°:

att_ﬂ

o = L9 42400 0%9) + ()0
(1—4")
(1= @) (1= )P =2 (1 4%) ()50 + () (1 - (o))
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_ 1
= —.
(1—4°)
N _(,,0)2
Als Funktion von x erhalten wir also: z = #, und damit |z|? = 1(153032 = }fzg Es
folgt, |«f? +1 = L — 2 und schlieBlich
1\ % 2 4
(U 1) Gsph = (1 - ?/0) * Jeukl = W ‘Jeukl -
—_————
e2u(z)

Die Antwort auf obige Frage héngt also gar nicht von x ab. Wir sollten also fragen:
sieht man der Kriimmung an, ob eine Mannigfaltigkeit (M, g) lokal konform dquivalent
([Rnageukl) ist?

Definition 2.15. Eine riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heifit konform flach, falls
es zu jedem p € M eine Karte U - V und eine Funktion u € C>(U) gibt, so dass
gilt:

g‘U = 62u : w*geukly
In anderen Worten: (M, g) heifit konform flach, falls um jedes p € M Koordinaten

existieren, in denen gilt: g;; = 62“5ij. Solche Koordinaten nennt man dann konforme
Koordinaten.

Bemerkung 2.16. Fir n = 2 besagt ein klassischer Satz, dass es zu jedem Punkt
eine konforme Karte gibt, die auf einer Umgebung des Punkts definiert ist. Im Fall
n = 2 benutzt man den (klassischen) Begriff , isotherme Koordinaten® &quivalent zum
(moderneren) Begriff , konforme Koordinaten®.

Beispiel 2.17. M? ist konform flach wegen Ubung 2.1.

Definition 2.18. Seien h und k£ zwei symmetrische Bilinearformen auf einem Vektor-
raum V. Das Kulkarni-Nomizu-Produkt h ® k ist definiert durch

(hOK)X,Y,Z,U) = h(X,U)k(Y,Z)+hY,2)kX,U)
— WX, Z2)k(Y,U) — h(Y,U)k(X, Z) (2.14)

fir X,Y, Z,U € V.

Bemerkungen 2.19.

(a) h®k hat dieselben Symmetrien wie der Kritmmungstensor R. In anderen Worten: h®
k € KK(V), wobei V ein euklidischer Vektorraum und (V') der Raum aller 4-linearen
Abbildungen V x V x V x V — R mit den Symmetrien des Kriimmungstensors ist.
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Eine Moglichkeit, die obige Aussage zu beweisen, ist durch Nachrechnen:

(hok)(X,Y,Z,U) = WX, U)k(Y,Z)+h(Y,Z)k(X,U)
— WX, 2)k(Y,U) — h(Y,U)k(X, Z)
= — (MY, U)k(X,2)+ (X, Z)(Y,U)
—h(Y,2)k(X,U) — h(X,U)k(Y, Z))
= —(hok)(Y,X,Z,U)

und

(hok)(X,Y,Z,U) = h(X,U)k(Y,Z)+h(Y, Z)k(X,U)
—h(X, Z)k(Y,U) — h(Y,U)k(X, Z)
= WY, Z2)k(X,U) + h(X,U)k(Y, Z)
—h(X, 2)k(Y,U) — h(Y,U)k(X, Z)
= W(ZY)k(X,U)+h(Z,U)k(Z,Y)
—1(Z, X)K(U,Y) — WU,Y)k(Z, X)
= (h®k)(Z,UX,Y)

sowie die 1. Bianchi-Identitét:

(ho k)XY, Z,W) + (ho k)Y, Z,X, W) + (h® k)(Z,X,Y,W)

= WX, U)k(Y,Z)+ — WX, 2)k(Y,U) = h(Y,U)k(X, Z)
FR(Y,UVK(Z,X) + W(Z, X)k(Y,U) = h(Y, X)k(Z.U) — h(Z, U)k(Y, X)
FR(Z,D)k(X,Y) + h( XV )k(Z.U) — — WX, U)k(Z,Y)

= 0.

Fin anderer Beweis ist etwas struktureller. Wir nehmen der Einfachheit halber an,
dass n ==dimV < oo.

Wir zeigen zunéchst den Fall, dass h = k gilt und dass h positiv definit ist. Wenn man
(V,h) mit einem Tangentialraum 7,5 der Standard-Sphire S" := M} isometrisch
identifiziert, so ist der Kriitmmungs-(0, 4)-Tensor von 5" in p durch 2h®h gegeben. Es
folgt h ® h € K(V'). Somit gilt fiir eine positiv definite symmetrische Bilinearform g
und beliebige symmetrische Bilinearformen h und & und reelle ¢, s nahe 0:

K(V) > (g+th) ® (g +th)

KV)> 4

dt‘m(gﬂk)@(gﬂk):g@k+k@g:29@k

d
K(V) > — thy Ok =hok.
V)2 Glimpld T © v

(b) Fiir n > 3 gilt:

’ (g®g)(XaKZ,U)a

| =
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(d.h. Ry :== (R(e,*)e,*) = §-g®g), denn die Schnittkriimmung schreibt sich

3 — g(R(va)YvX) 3 3
mit ® als K(E(X,Y)) = L g (X Yy X wobei E(X,Y) C T,M die von X und Y

aufgespannte Ebene ist.

Proposition 2.20. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n >
3. Dann gilt fiir die Weyl-Kriimmung W € I‘(T(lv?’)M):

scal

- G @09 - =5 (Bog. 1)

Beweisskizze. Nachzurechnen ist, dass ¢ ® g und B @® g senkrecht auf dem Kern von 7
stehen, und dass die rechte Seite von (2.15) im Kern von 7€ ist. Dann ist die rechte
Seite die Orthogonalprojektion von Ry auf den Kern von 7€, O

Lemma 2.21. Sei dim(M) =n > 3, und seien g und g = e?" . g konforme riemann-
sche Metriken auf M. Dann ist W :== W9 = W9 = W.

Beweis. Wir zeigen: Wy = €%* Wy. Hierzu schreiben wir zunichst (2.2) etwas eleganter
als

g 1
R{ = e {R4 —Vung+ (Vua Vu)®g— §|Vu|gg @g}
Mit (2.4) und (2.5) erhalten wir

- _ scal 1 5
Wy = Ri— —2%  Gmg— Bog
4 4 2n(n—1)g®g n—2 By

1
- 62“-{R4—v2u®g+(vu®w)®9—§IVU|29@9}

—2u
_ e ) . . . . 2 4y
CRICE) {scal—i—?(n DAu— (n—2)(n — 1)|Vul }6 gbyg
1 -2
—n_z-{B—(n—?)(vzu—Vu@JVu)—n—(Au-HVu!Q)'g}@eZu'g
% scal 1
= S — -——8
‘ {R4 2n(n—1)g®g n—2 @g}

= 2UWy.
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Folgerung 2.22 (H. Weyl (1918)). Ist (M, g) konform flach, so ist W = 0, denn
die Kriimmung ist eine lokale Grifie, und die Weyl-Krimmung W ist konform inva-
riant.

Ist diese notwendige Bedingung fiir konforme Flachheit auch hinreichend?

Satz 2.23. Es gilt:
n = 2: Jede Fliche ist konform flach.

n = 3: Hier gilt stets W = 0.
Eine 3-Mannigfaltigkeit M ist konform flach < V (B 4 %scal -g) st ein
symmetrischer (0,3)-Tensor.

n>4: (M,g) konform flach < W = 0.

Der Beweis des Satzes ist nicht ganz einfach und wir lassen ihn aus Zeitgriinden weg.
Fiir einen Beweis verweisen wir auf [40, Kap. 8E, insbes. der Satz 8.31 von Schouten].

Bemerkung 2.24. Firn >3 gilt: K =k€R< B=0und W =0.
Beweis. Aus Bemerkung 2.11 (b) wissen wir bereits ric=\-g < B =0.

=: Sei K = x € R. Dann gilt

R4=gg®g = ric=(m-1r-g = B=0

— scal=n(n— 1)k
n(n — 1)k

2n(n—1)g@g:0'

K
= W=5909-

«<: Sei B =0, also ric = A - g und scal = n - A\. Dann gilt:

A
OZW:R4—TL79®9 = Ry=

2n(n —1) 9049

2(n—1)
A

K= .
- n—1

2.2. Die konforme Gruppe und der erste Satz von Obata

Erinnerung 2.25. Die [sometriegruppe einer riemannschen Mannigfaltigkeit ist

Isom(M, g) == {® : M — M Diffeomorphismus | ®*g = g} .
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Ersetzen wir ®*g = g durch die schwéchere Bedingung, dass ® konform ist, so erhalten
wir eine im Allgemeinen grofiere Gruppe:

Definition 2.26. Die konforme Gruppe einer riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g)
ist
Conf(M,g) = {® : M — M Diffeomorphismus | ®*g € [g]} .

Offensichtlich Isom(M, g) C Conf(M, g).
Im folgenden schreiben wir S™ fiir die n-dimensionale Sphéire S™ mit der Standardme-
trik gsph-

Beispiel 2.27.
(a) Wir haben Isom(S") = O(n + 1).

(b) In einer Ubungsaufgabe auf Blatt 10 definieren wir eine konforme Operation von
O(n 4+ 1,1) auf S". In anderen Worten wir haben einen Gruppenhomomorphismus
O(n + 1,1) — Conf(S") mit Kern {I,42, —In4+2}, wobei I, die Einheits-Matrix
in R™*™ jst. Der Satz von Liouville besagt, dass dieser Gruppenhomomorphis-
mus surjektiv ist. Eine mogliche Referenz fiir diesen klassischen Satz sind Lec-
ture Notes von Jan Slovak [57, Abschnitt 5 ,,Conformally flat manifolds®, Seite
46-54], eine weitere findet sich in [17, Abschnitt A.3] Die Gruppe Conf(S™) trigt
eine natiirliche differenzierbare Struktur, siche zum Beispiel Punkt (a) der folgen-
den Bemerkung, und wird dadurch zu einer Lie-Gruppe. Man erhélt dann, dass
O(n + 1,1) — Conf(S") eine surjektive glatte Uberlagerung mit zwei Blittern ist.
Mit der Definition PO(n+1,1) .= O(n+1,1)/{Is+2, —In4+2} erhalten wir also einen
Lie-Gruppen-Isomorphismus PO(n+1,1) — Conf(5S"), das bedeutet: die Abbildung
PO(n+1,1) — Conf(S") ist ein Gruppenisomorphismus und auch ein Diffeomor-
phismus. Insbesondere ist Conf(S™) nicht kompakt.

Bemerkung 2.28. Sei (M, g) eine zusammenhingende riemannsche Mannigfaltigkeit.

(a) Wir versehen Conf(M, g) mit der Topologie der gleichméBigen C*°-Konvergenz, das
bedeutet: gleichméfiige C'°°-Konvergenz in Normalkoordinaten auf allen Béllen von
Radius inj(M, g)/2. Dann trégt Conf(M, g) eine natiirliche differenzierbare Struktur
einer endlich-dimensionalen Lie-Gruppe, das heif3t einer glatten Mannigfaltigkeit mit
einer kompatiblen Gruppen-Struktur. (Ohne Beweis)

(b) Isom(M,g) ist eine Unter-Lie-Gruppe von Conf(M,g), das heifit eine Unterman-
nigfaltigkeit und Untergruppe von Conf(M,g). Mit der induzierten Topologie ist
Isom (M, g) immer kompakt. (Ohne Beweis, aber nicht aufwéndig)

(¢) Man kann zeigen (Beweis etwas aufwéndig): Ist M kompakt und (M, g) nicht kon-
form dquivalent zu 5", so ist Conf(M, g) kompakt.
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(d) Seinun (M, g) wieder eine beliebige zusammenhéngende riemannsche Mannigfaltig-
keit mit Conf (M, g) kompakt. Wir wihlen ein rechts-invariantes Volumen-Maf p auf
Conf(M, g). Die Kompaktheit von Conf(M,g) impliziert dann die Endlichkeit von
. Daraus folgt die Wohldefiniertheit der riemannschen Metrik

go = / d*gdpu.
PeConf(M,g)

Fiir ¥ € Conf(M, g) gilt dann

va - | W g dy
PdeConf(M,g)

-/ (@0 W)*gdy
PdeConf(M,g)

— / B9 d (Ry). ()
——

éEConf(M,g)
=p

= 4o,

wobei Ry Rechtsmultiplikation mit ¥~! bedeutet. Somit gilt also Conf(M,g) =
Conf (M, go) = Isom(M, go).

Lemma 2.29 (Lemma von Obata). Sei M, n > 3 eine kompakte Mannigfaltigkeit
mit einer Einstein-Metrik go. Ist g € [go] eine Metrik konstanter Skalarkrimmung, so
ist g ebenfalls eine Einstein-Metrik.

Beweis.
Schreibe gg = e** - g = =2 . g mit u € C®(M), ¢ = e~ * € C®(M), ¢ > 0. Damit gilt:

Vo = —¢-Vu
Vo = _V90®Vu—gp-v2u:g0-(Vu@Vu—VZU)
Ap = ¢ (=|Vul* - Au) .

Da gy eine Einstein-Metrik ist, haben wir:

0 = B9
‘ —2
22 po_ (n—2) (Vu - Vu® Vu) — i (Au+|Vul?) - g
1
= B'+(n-2)p"" (V% +—(Ap) - g) : (2.16)

Fiir weitere Rechnungen nutzen wir Gleichung (2.17), die im Anschluss an diesen Beweis
gezeigt wird.

1

/<p ]Bglg dvol? = —(n—2) / <Bg, V3o + —(Ap) - g> dvol?
n g

M M
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(Bog)eB=0 () _ 2)/<B9’V2gp>g dvol?
M

G0 (g / (div BY, V), dvol?
M

= ()7

denn nach (2.12) ist div B9 = div(ricd -2 . g) = 1Vscal! —1Vscal! = 0, da g
konstante Skalarkriimmung hat. Aus [}, ¢|BI|? dvol? = 0 folgt direkt BY = 0, denn der
Integrand ist nicht negativ, und ¢ > 0. Somit ist g eine Einstein-Metrik. O

Lemma 2.30. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit (evtl. leerem) Rand
OM und v das duflere Finheitsnormalenfeld. Sei w eine stetig differenzierbare 1-Form
und h ein stetig differenzierbares (0,2)-Tensorfeld mit supp(w) N supp(h) kompakt.
Dann gilt:

v h,w) dv w) dvol = v,),w) dvol®™ .
/M<d h, )dol-l-/M<h,V ) dvol AM<h(,), ) dvol (2.17)

Beweis.
Definiere die stetig differenzierbare 1-Form 7 mit kompaktem Trager durch:

U(X) - <h(X7')7w>
= > h(X,e)wle),
i=1

wobei X € T,M und ey, ..., e, € T,M eine Orthonormalbasis ist. Die Green’sche Formel
(1.19) (mit u = 1) liefert:

/ (6n) dvol = — / n(v) dvol®

M oM

Zur Berechnung von 47 setze die Orthonormalbasis in 7, M so zu einer lokalen Ortho-
normalbasis fort, dass (Ve,e;)(p) = 0. Dann gilt in p:

n

—on = > (Ven) (&)

i=1

= Z aei (77 (62))

= Y 0, (h(ei,ef)we;))

ij=1
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= > (Veh) (esre5)w (e) + b (eire5) (Vew) ()
ij=1
= > (div k) (¢j) w () + (h, Vw)
j=1
= (div h,w) + (h,Vw). O

Satz 2.31 (Erster Satz von Obata [46]). Sei M = S™, n > 3. Ist g € [gspn] €ine
Metrik konstanter Skalarkrimmung, so gibt es C > 0 und ® € Conf(5") mit g =
C . @*gsph.

Beweis.

Da ggpn eine Einstein-Metrik ist und g € [gspn] konstante Skalarkriimmung hat, besagt
Lemma 2.29, dass g ebenfalls eine Einstein-Metrik ist.

Da die Weyl-Kriimmung konform invariant ist, gilt W9 = W9prh = (, also hat nach
Bemerkung 2.24 auch g konstante Schnittkrimmung K9 = ¢ € R. Wére ¢ < 0, so wére
(S™, g) isometrisch zu (R™, geux) oder (H™, |¢| ™! - gnyp). Es folgt ¢ > 0 und deswegen hat
¢ = c¢- g Schnittkriimmung = 1. Es gibt also eine Isometrie ® : (S™,¢') — (S™, gsph)-
Wegen ®*gspn = ¢’ € [gspn) gilt @ € Conf(S™). AuBerdem gilt g = ¢~ ®* ggph. O

2.3. Stereografische Projektion und die Standard-Blasen auf R"

Wir diskutieren zunichst die stereografische Projektion aus Ubung A.6.

Sei also S" = (S", gspn) die Standardsphére in R"*! und ey = (1,0,...,0) der Nord-
pol. Schreibe y = (y°,y,...,y") = (y°, 7). Die stereografische Projektion im Nordpol
o:8™"\ {ep} = R™ ist beschrieben durch (0,0(y)) = (0,z) = (1 — t)eg + ty. Damit ist
0=(1—t)-1+t-9y° alsot = ﬁ Wir erhalten: x =ty = # =o(y).

Um (o 1)* gsph Zu bestimmen, berechnen wir die Anderung der Linge eines Tangential-
vektors v € T,8" = {v € R"™!|(v,y) = 0} unter . O. B. d. A. sei dazu |v| = 1. Wir
setzen dann ¢(t) = cos(t) - y + sin(t) - v. Dann ist ¢(t) € S™ fiir alle ¢ und ¢(0) = vy,
¢(0) = v. Wir berechnen:

o) = | _pote®)

d cos(t) - g + sin(t)0

dt ‘t:ol — cos(t) - y? — sin(t) - 00
o) i ()
(1—y°)? '
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Fiir die Linge erhalten wir also, unter Beachtung von |02 = 1 — (v°)2, |§]?> = 1 — (y°)?
und (9, 9) = —v%":

21—y 1_ 0)2 |52
ldo(v)2 = 0] ( ) <( ) y> + (U ) ]
(1—y0)"*
2 02 0\ (,,0)2 012
(=) () -2 (- ) 0+ 00 (1 (0)?)
: (-
(1 (9)7) (1= 40) 270" + (20)2 (1 +°)
- (19
_ 1
IO
2
Als Funktion von z erhalten wir also: x = ﬁ, und damit |z|? = 71(;(3222 = % E
folgt |xz|? +1 = 1+y10jy10_y0 = 1_2y0, und schliellich
—1\* 0) 2 4
(J ) Ysph = (1 -y ) * Jeukl = 5 * Jeukl -

(2> +1)

Da gsph konstante Skalarkriimmung n(n — 1), ist dies auch die Skalarkriimmung von der
rechten Seite. Wegen (2.7) sehen wir dann, dass

wior= (i) |

n+2
eine positive Losung von Y (u1) = aAuy = Auf™?

Jgn ufn/(nfm dvol = vol(S") =: wy,.
Die folgenden beiden Beispiele zeigen, dass euklidische Bewegungen und Dilatationen (=
zentrische Streckungen) in R™ konforme Abbildungen 5" — S™ liefern.

ist, mit A = scal®” = n(n — 1) und

Beispiel 2.32 (Euklidische Bewegungen). Zu F € E(n) = Isomag(R", geux) be-
trachte die Abbildung

o.5" —» S"
D(eg) = e
d(y) = (0'oFoo)(y) firy#£ep.

Durch explizites Ausrechnen (vgl. (??)) kann man unschwer sehen, dass ® und ! auch
in ep glatt sind und daher ® € Diffeo(S™). Wir berechnen nun:

q)*gsph = o0'oF%o (071)*gsph

* * 4
= 0 oF <Wgeuk1>
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4
— * F*
7 <<1F<w>r2+1>24’iﬂ>‘>

Jeukl

o (2P +1) 4
= 0 2 5" P) 5 Jeukl
(IF@)?+1)* (= +1)
o@)?+1 \7
[Flo@)P+1) *"
Somit sind ®*gspn und gspn konform dquivalent und daher ® € Conf(S™, geuk)-
Wir sehen aus dieser Rechnung auch, dass
5 n—2
2
w@) = | ————
= (@)
eine positive Losung von Au = A ist, mit A = in(n—?) und [, u?/("=2) dvol = w,,.

Beispiel 2.33 (Dilatationen). Zu a > 0 betrachte die Dilatation d,

. R® — R7,
do(x) == a - x und setze
v:s"t — S°
Uleg) = e
U(y) = (0_1 0bq00)(y) firy#eo.

Wiederum kann man unschwer zeigen, dass ¥ € Diffeo(S™). Wir finden

(629) (Ua ’U) = {Jeukl (déa(v)a d6a(v)) = geukl(va U)

und berechnen damit:

% 4
* —1 _ *
504_1 o (O’ ) gsph = 504—1 <_(‘x’2 n 1)2 geukl>

4 _
= V- 5 @ " Geukl
O
402
W'geukl
_ ugcf2

* Jeukl

o\ D2
oz = [ —2 , 2.18
ta(2) <|x|2+a2> (218)

* * -2
v gsph = O (Ugc 'geukl)

Daraus erhalten wir also:



114 2. Konforme Geometrie

Ug, Dc—2
_ <—oa> - Gsph - (2.19)

Damit ist also ¥ € Conf(S"™, gsph)-

Wir sehen wiederum aus dieser Rechnung auch, dass u,, eine positive Losung von Au, =
n+2

Aul=? ist mit A = in(n —2) und [g, uin/(n_Q) dvol = w,,.
Die Funktionen wu, konzentrieren sich fiir kleine o nahe 0. Hier sind die Funktionen
T mgﬁ fiir drei Werte von « geplottet:

Fiir n = 4 ist dies der Graph von ug, fiir n # 4 muss man die Funktion noch zur Potenz
(n —2)/2, was qualitativ keinen wesentlich Unterschied ergibt.

In den néchsten Abschnitten miissen wir alle positiven Losungen u € C*°(R™) von Au =
n+2
Aur—2 mit ern u?("=2) dvol < oo kontrollieren kénnen. Man kann zeigen, dass es zu

jeder solchen Losung eine euklidische Bewegung F' € E(n) und Konstanten «,c > 0
gibt mit u = ¢ - uy o F. Die Aussage ist aber mit den derzeitigen Methoden nicht ganz
einfach zu zeigen, deswegen lassen wir sie im Moment unbewiesen, werden sie aber auch
nicht verwenden. Wir zeigen dann spéter eine schwichere Version, die fiir unsere Zwecke
ausreichend ist.

Ubung 2.2. Zeigen Sie: fiir die oben definierten Funktionen ug gilt |Vua|?, uqAu, €

L'(R™) und wir haben
/\Vua]2dm = /uaAua dx.
|R7’L

R

Ubung 2.3. Berechnen Sie das Differential von ® = ¢~ o F o ¢ fiir Translationen F
sowie von ¥ = o0~ ! 0§, 0 o, jeweils in eg.
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Ubung 2.4. Sei o : ™\ {eg} — R die stereografische Projektion. Sei u € C*°(R™) eine
positive Funktion, die

aAu = un-3 , / u? (=2 dyol < oo (2.20)

auf R™ 16st.
Zeigen Sie, dass sich dann v == = o0: S\ {eg} — R zu einer schwachen Lésung von

Y (v) = Avn=2 auf 5" fortsetzt. Hierbei ist u; wie oben definiert.

2.4. Weitere klassische Satze der konformen Geometrie

Zu Ende dieses Kapitels wollen wir noch ein paar klassische Sétze der konformen geo-
metrie erwdhnen

Satz 2.34 (Louisville-Gehring, sieche [26, Theorem 16 auf Seite 389]). Sei
n > 3 und U @ 5" eine zusammenhdngende, offene Teilmenge. Dann besitzt jede
konforme Abbildung f: U — S™ eine Fortsetzung zu einer Mdbius-Abbildung, d. h.
einem Element in O(n+1,1).

Satz 2.35 (Kuipers Theorem). Sei (M, g) eine einfach-zusammenhingende, kon-
form flache riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3. Dann gibt es eine
konforme Immersion f : M — S™. Ist M kompakt, dann ist diese Abbildung eine f
ein konformer Diffeomorphismus von (M, g) nach S™.

Beweis: siehe [38], [37]






3. Das Yamabe-Problem

In diesem Abschnitt zeigen wir (Folgerung 3.23), dass das Yamabe-Problem gelst ist,
sobald die Aubin-Schoen-Ungleichung

MM, [g]) < n(n —1) vol(5™)*/™

gilt, siehe Ungleichung (3.26). Wir sehen auch, siehe Folgerung (3.24), dass fiir die Sphére
mit der runden konformen Klassen A\(5") = n(n — 1) vol(5")?/" gilt. Die Aubin-Schoen-
Ungleichung ist also fiir die (runde) Sphére nicht erfiillt; aber wir sehen dann, dass die
Standard-Metrik ein Minimierer wie gesucht ist.

Es verbleibt somit noch zu zeigen, dass alle geschlossenen Mannigfaltigkeiten, die nicht
konform &uivalent zur runden Sphére sind, die Aubin-Schoen-Ungleichung erfiillen. Wir
werden dies zunéchst in Kapitel4 fiir nicht-konform-flache Mannigfaltigkeiten der Di-
mension > 6 durchfithren. Anschlieend zeigen wir in Kapitel 5, dass man die verblei-
benden Félle auf das Theorem der positiven Masse zuriickfithren kann, und wir 16sen das
Yamabe-Problem vollstédndig, unter der zusétzlichen Voraussetzung, dass eine endliche
Uberlagerung von M spin ist. Die verbleibenden Fille (konform-flache Mannigfaltigkei-
ten der Dimension > 7 wurden in [54] gezeigt.

3.1. Das ungestorte und gestérte Yamabe-Funktional

Unser Ziel ist die Losung des Yamabe-Problems. Dies bedeutet: Sei (M, g) eine geschlos-
sene riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3. Zu bestimmen ist eine zu g
konforme riemannsche Metrik g, die konstante Skalarkriimmung besitzt.

Wir erinnern an folgendes. Die konforme Klasse von g ist:

[g] == {g|g konform zu g} = {uﬁ cglueC>®(M), u>0}.

Wir haben gesehen, dass eine Metrik g € [g] genau dann konstante Skalarkriimmung
hat, wenn g ein stationdrer Punkt des Yamabe-Funktionals

[ scal? dvol?

= QM. R, g) =
Q=Q":[g] — Q(9) (J dvolg)(n—Q)/n
M

ist. Unser Ziel wird sein, einen Minimierer dieses Funktionals zu finden, der dann
natiirlich auch ein stationdrer Punkt des Funktionals ist.
Fiir ¢ € Ry ist Q(cg) = Q(g). Mit g ist also auch cg ein kritischer Punkt fiir Q.
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Definition 3.1. Die Yamabe-Konstante
A(M,[g)) = inf{Q(7) | konform zu g} € [~o0, o0)

ist eine Invariante der konformen Klasse.

Bemerkung 3.2. Es erscheint a priori auch naheliegend, den Begriff , Yamabe-
Invariante“ an Stelle von ,, Yamabe-Konstante* zu verwenden. Dies sollte man aber bes-
ser vermeiden, da der Begriff ,, Yamabe-Invariante“ in den meisten Forschungsarbeiten
in einem anderen Sinn verwendet wird.

Um unser geometrisches Minimierungsproblem in ein analytisches Problem umzuformu-

lieren, sei wieder p, = % und a = 42—:;. Der Yamabe-Operator ist Y = aA + scal.

Wir schreiben oft Y9 um die Abhéngigkeit von der Metrik zu unterstreichen. Wenn wir
4
G = un—2g = uP*"2g schreiben, so besagt Folgerung 2.7:

Y9 (w) = ul™PYI(uw) Yw e C(M).
Fiir f € HY?(M) nutzen wir auch wieder die Bezeichnung

EI(f) = / (a|V > + f?scal?) dvol?.

M

Fiir f € C?(M) gilt dann E9(f) == [ fY9(f) dvol?.
M

Definition 3.3. Fiir s € [2,p.] setzen wir

QU(f) = QMO(f) = fj‘(‘? fir f € H'2(M))\ {0},
)

As(M,g) = inf{QI(f)|feH"*(M)\{0}}.

Im folgenden schreiben wir auch QI(f) fiir Q5. (f).

Wir haben in Lemma 2.8 gesehen, dass Qp.(u) = Q9(u) = Q(uP=—2g) fiir alle positiven
u € C*°(M) gilt. In Lemma 3.5 werden wir sehen, dass A (M, g) die Yamabe-Konstante
A(M, [g]) ist. Ferner hat g = uP<~2g genau dann konstante Skalarkriimmung so wenn die
Yamabe-Gleichung Y (u) = sq - uP~! gilt. Man beachte, dass p. = 2n/(n — 2) der soge-
nannte kritische Wert ist, per definitionem der maximale Wert von s, fiir den wir noch
eine stetige Sobolev-Einbettung H%?(M) C L*(M) haben. Diese Sobolev-Einbettung ist
fiir s = pe nicht mehr kompakt.

Ist s < pc, so nennen wir dies den subkritischen oder gestérten Fall, insbesondere nennen
wir dann Q7 das subkritische oder gestirte Yamabe-Funktional, As(M, g) die subkritische
oder gestorte Yamabe-Konstante und Y (u) = Au®~! heifit die subkritische oder gestorte
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Yamabe-Gleichung. Die Sobolev-Einbettung H%?(M) C L*(M) ist dann kompakt. Um
bei den bisherigen Begriffe zu betonen, dass sie nicht gestort sind, fiigen wir manchmal
zusétzlich das Adjektiv ,,ungestort* hinzu. Die ungestorte Yamabe-Konstante ist somit

A(M, [g]).

Bemerkung 3.4. Das Yamabe-Funktional @ und das (subkritische) Yamabe-
Funktional Q7 sind nach unten beschrinkt, denn fiir den einzigen eventuell negativen
Term finden wir die Abschitzung

/scalg -f% dvol? < |lscal? -f2HL1
M
Holder 5
< lscal? || o - 1 7] per2

= lscal® [l Lo - IFIIZs .

wobei wiederum (s/2)* durch
1 1
— -1
NERROPE

definiert ist. Es folgt dass QZ(f) > —||scal? ||, (s/2+ fiir alle f. Insbesondere ist also

A(M, [g]) = —|[scal? || (/2= > —oc.

Lemma 3.5. Sei (M, g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimen-
ston n > 3. Dann gilt:

As(M,g) = inf{Q{(f)[f e C=(M),f#0}.
= inf{Q{(f)|f € C*(M),f >0}

fir alle s € [2,pc]. Insbesondere gilt X\(M, [g]) = X\p. (M, g).

Beweis.
Setze As(M,g) = inf{QI(f)|f € C>°(M), f > 0}. Offensichtlich ist

As(M,g) <inf {QI(f)| f € C®(M), f # 0} < A(M,g),
denn
{fec=(M)|f >0} ccemn)\{0} c H*(M)\ {0}.

Zeige also: \s(M, g) < \s(M, g).
Zu e > 0 wihle f € HY2(M) \ {0} so dass Q4(f) < A\s(M,[g]) +&.
Das Funktional

QI HY(M)\{0} — R,

f fM (a|Vf|2 + scal-fz) dvol
113 ’
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ist stetig, denn der Zihler ist offensichtlich stetig bzgl. der H“?(M)-Topologie. Der
Nenner ist stetig, denn wir haben s < p¢, und p. ist der kritische Exponent — das heif3t
der grofite aller Exponenten p, fiir die der Sobolev’sche Einbettungssatz 1.15 gerade
noch eine stetige Einbettung H%?(M) C LP(M) liefert. Da C*°(M) C H%?(M) dicht ist,
existiert also h € C*°(M) \ {0} mit |QI(h) — QL(f)| <e.

Zu § > 0 setze nun hs == Vh? + 6% € C*°(M), hs > 0. Aus dem Satz iiber majorisierte
Konvergenz folgt nun fiir 6 \, 0 unter Nutzung von |h/hs| < 1:

hsllZs = llRlIZs

/Scal- (hs)* dvol — /scal-h2 dvol,
M

M
2hVh
hs|? dvol = [ |[=——
/|V 5| dvo /‘Qh(;
M M

Fiir hinreichend kleines § > 0 ist daher |QZ(hs) — Q%(h)| < . Wir erhalten somit:

2
dvol — /|Vh|2 dvol .
M

As(M,g) < Qf(hs)
= (Qd(hs) = QM) + (QLUR) = QUS)) + (QUF) = As(M, 9)) + As(M, g)
< 3e+ (M, g).

Der Grenzwert & — 0 liefert dann Ay (M, g) < (M, g). O

Bemerkung 3.6. Ist die Skalarkriimmung von (M, g) positiv, scal > 0, so gibt es wegen
der Kompaktheit von M eine positive untere Schranke scal > C7 > 0. Somit gilt fiir den
Zahler des (gestorten) Yamabe-Funktionals

BY(f) > / (a2 + Cr-f2) dvolt > Gy |||,
M

Andererseits gilt fiir s € [2, p.] wegen des Sobolev’schen Einbettungssatzes 1.15
2 2

_2 _2
IFIIZs < 1F1I7ee vol(M, g)% "7 < C - vol(M, )~ 7 - ||l < Cu- || fl7e-

Damit gilt fiir das Yamabe-Funktional und alle f

QIUf) = =

und somit
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Bemerkung 3.7 (Reskalierung der Metrik). Man rechnet leicht nach, dass fiir o >
0 gilt: ,
E*9(f) = a"2E(f),  fllzearazg) = @ 1 sarg)
und deswegen folgt
QIU(f) = a" 22 Qu()
Fiir s = p. erhalten wir also Q*9(f) = Q9(f).

3.2. Unsichtbarkeit von Untermannigfaltigkeiten mit
Kodimension > 2

Fiir eine Teilmenge N C M, sei wiederum dy(z) = inf{d(z,y) |y € N}.

Proposition 3.8. Sei (M, g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der Di-
mension n > 2 und N C M eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit der Kodimen-
ston > 2. Dann gilt:

A, ) = inf {QI(1) | € () \ {0}, 30> 0+ 7], =0

Hierbei ist
Bo(N) =={xz € M |dn(z) < o}

di .
te Tub.enumgebung von N vom Ra B,(N)
dius o in (M, g).

N

Beweis von Proposition 3.8 im Fall von Kodimension > 2.
Setze zunéchst

N(M.[g)) = inf {QU(f) | f € C¥(M).F0 > 0 fla ) =0} -
Aus
{feC>®(M)|3o>0: flg,)} CC®(M)C H?(M)
folgt dann A(M, [g]) < N'(M, [g]).

Zeige also N (M, [g]) < A(M, [g]). Wéhle eine glatte Abschneidefunktion y : R — R mit
x > 0 und
=0 fiir t < 1,
x(t) < €[0,1] firl <t <2,
=1 firt > 2.
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Zu e > 0 wihle f € C>°(M) mit QI(f) < A(M,[g]) + . Zu § > 0 setze

fota) = 1) x ().

Da N C M kompakt ist, ist fiir hinreichend kleines ¢ die Funktion x +— d(z, N) auf der
offenen Teilmenge Bos(N) = {z|0 < d(z, N) < 25} glatt. Somit ist dann fs € C*(M)
und f5|Bé(N) =0.
Aus majorisierter oder auch aus monotoner Konvergenz folgt || fs||» ™9 |/l Ebenso
folgt aus majorisierter Konvergenz

/ scal-f(;2 dvol 6—\‘9/ scal -f2 dvol .
M M

Fiir den |V f|-Term in Q9 finden wir:

/ ’Vf5‘2 dvol
M

= /'(XodTN> -Vf+ f- (X'odTN> -%-VdNdeol
M
= / |V £|? dvol
M\ Bzs(N)
+ / ‘(XodTN>-Vf—|—f-(X/odTN>-§-VdN2dV01.
Bas (N)\Bs(N)

Der erste Term konvergiert mit majorisierter oder monotoner Konvergenz gegen
[3s IV f]? dvol. Fiir den zweiten Term finden wir unter Nutzung von (a+b)? < 2a? +2b*:

() orer -8) o

Bas(N)\Bs(N)
dv\? 1
2 2 N
< 2 / <!Vf! +f -(x’o7> §> dvol

2
dvol

Bas(N)\Bs(N)
< C- / <1 + 6_12> dvol
Bas(N)\Bs(N)

< C. (1 + 5%) - vol (Bas(N))

<c! .§eodim(N)
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da codim(N) > 3. Damit gilt Q9(f5) =3 QI(f).
Fiir alle § > 0 gilt offensichtlich X' (M, [g]) < Q9(fs). Es folgt:
A'(M,[g]) < lim Q9(f5) = Q9(f) < MM, [g]) +e.

Der Grenziibergang € \ 0 liefert wie gewiinscht X' (M, [g]) < A(M, [g]). O

Beweis von Proposition 3.8 im Fall von Kodimension 2.

Wir definieren A (M, [g]) wie oben und erhalten dann auch trivialerweise A\(M,[g]) <
N(M, [g])-

Um die umgekehrte Ungleichung zu zeigen, wihlen wir wieder € > 0 ein f € C*° (M) mit
Q(f) < MM, [g]) +e.

Fiir ¢ > 3 wéhlen wir wieder eine glatte Funktion x; : R — [0, ¢] wie in Gleichung (1.74).
Die Funktion x;s aus der definierenden Gleichung (1.75) erfiillt dann wiederum fiir
ausreichend kleines § > 0 statt ¢ die Gleichung (1.76):

1 fiir dy(z) < e 0,
xes(z) = {1 - 7log %ﬂj)ee fiir e =15 < dy(z) < e 14,
0 fir dy(z) > 9.
Wir setzen nun f;s5 = x¢s - f. Aus monotoner bzw. majorisierter Konvergenz folgen

_ SN0
wieder || fo.5]|z» 20 [ fllzr und

/ scal - f25 dvol 5—\9/ scal - f2 dvol .
M ’ M

unabhéingig von der Wahl von ¢ = £(§) > 3. Wir schreiben ¢’ := e~%5. Um [ |V f; 5> dvol
M
abzuschétzen, nutzen wir zum einen, dass analog zu oben

/ IVF2 dvol 2% g

Bs(N)\Bs/ (N)

fiir ¢ = £(5) > 3 gilt. Zum anderen nutzen wir

|f - Vxes|? dvol

Bs(N)\Bg/ (N)
(177) , 1
< / f 2
Bs(N)\Bg/ (N)

< 12 sup |f(z)? / dy? dvol
0% 2eBs(N)
Bs(N)\Bs (N)

2

d
Vdy dvol

dn
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IN

c 2 b —2+1
Fllte [ ar
{—00

C
E—QHfH%oo (logé—logél) =—/0.
—— —

IN

=/

Im Limes ¢ = 6~ — oo gilt somit mit analogen Argumenten wie im Fall von Kodimen-
sion > 3

Q7 (fens) — QI(f) < MM, [g]) +e.
Und wegen fell,&‘B ) = 0 folgt N (M, [g]) < A(M,[g]) + € und dann im Limes ¢ — 0
6/
letztendlich N (M, [g]) < A(M, [g]). O

Betrachte nun M = S™ mit n > 3 und N = {ep}, so dass codim(/N) = n > 3. Dann ist
also

A (8™, [gspn]) = inf {QQSph(f) |feC®(M):30>0: f‘BQ(eo) = O} .

Fiir ein solches f finden wir:

p

QIh(f) = QJ* (u10729euk1) (f)
= Qu1176729euk1 (f o 0'71)
= Qe (foo)
Q% (uy - (foo™)). (3.1)
=:1p€C(R)
Umgekehrt setzt sich auch fiir jedes beliebige ¢ € C2°(R™) die Verkettung (¢/u1) o o zu
einer glatten Funktion auf S™ fort, die in einer Umgebung von ey verschwindet. Damit
ist

A (5", [gspn]) inf {Q7 () | ¢ € C°(R") \ {0}}

_ mf{a-MwemR")\{O}}

el Zne

Vo2,
- a-inf{% lpe cg%uan)\{()}}

117 pe
_ a
= o
S
n—2 o,

Wir erhalten somit fiir die Sobolev-Konstante von R™
n—1 1
o, =4 . . 3.2
" n—2 A(Sna[%ph]) (3:2)
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Bemerkung 3.9. Wir werden in Abschnitt 6.1 sehen, dass die Metriken mit konstanter
Schnittkriimmung in [ggpn] auf S™ das Yamabe-Funktional ) minimieren. Daraus folgt

dann A (S™, [gspn]) = n(n — 1)wi/n und damit auch o, = H(Lwﬁz/n. Hierbei ist wieder

n—2)
wp, das Volumen von S" = (5™, gspn). Wir werden dann in Bemerkung 6.2 sehen, dass in

der Ungleichung ||¢]|7,. < oy - ||Vl fiir die Funktionen ¢ = uq Gleichheit gilt.

Bemerkung 3.10. Proposition 3.8 ist nicht mehr richtig fiir Kodimension 1. Als Bei-
spiel betrachten wir den reellen projektiven Raum M = RP", versehen mit der sphéri-
schen Metrik gspn mit der Untermannigfaltigkeit N = RP""!. Dann ist (M \ N, gspn)

inf {Qgsph(f) | feC®(RP")\ {0}, F0>0: f‘BQ(N) = 0} = A\(8") = n(n — 1w/

gilt. Gleichzeitig sieht man leicht, dass

wp\ 2/1

n /
ARP", gopn) < Q90 (1) = nfn — 1) (52) 7 < n(n— 1)wd/™

3.3. Die Aubin-Ungleichung

Proposition 3.11 (Aubin). Sei (M,g) eine geschlossene riemannsche Mannigfal-
tigkeit der Dimension n > 3. Dann gilt:

A(M, [g]) < n(n—1)w2/™. (3.3)

Wir nennen (3.3) die Aubin-Ungleichung. Man sollte sie nicht mit der spéter diskutierten
Aubin-Schoen-Ungleichung verwechseln; letztere ist deutlich aufwéndiger zu zeigen. Im
Fall (M, [g]) = S™ folgt die Aubin-Ungleichung trivialerweise aus

A(S™) < QU™ 9 (1) = Q%" (gopn) = n(n — 1) w2/™. (3.4)

Um die Proposition zu zeigen, geben wir zwei Beweise an. Der erste ist — nach den
obigen Vorarbeiten — kiirzer, und er verallgemeinert sich leicht auf eine grofie Klasse
ghnlicher konformer Invarianten.

Er zeigt die Aussage

MM, [g]) < A(S™ [gspn]) < nln— 1) wd/".

die zunéchst sogar etwas stérker als (3.3) erscheint. Wir sehen aber spiter (3.27), dass
wir hiermit keine bessere Abschétzung als (3.3) erhalten.

Der zweite Beweis enthélt Rechnungen und Ideen, die in Kapitel 4 sehr hilfreich sein
werden.
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Beweis Nr. 1.

Zu gegebenem e > 0 existiert nach Proposition 3.8 ein u € C2°(R™) mit

QP () < (", [gupn]) + =

Wir fixieren ein xp € M und eine Isometrie I : (R", geux1) = (Lo M, gz,)- Wir erhalten
eine Parametrisierung ® := exp,, ol auf einer kleinen Umgebung von 0, und ihre Inverse
¢ = ®~! definiert auf einem kleinen Ball B,(7¢) um x( riemannsche Normalkoordina-
ten mit Basispunkt zg. Die Koeffizienten g¢;;(z) = g(d®|;)(e;), d®|,(e;)) der Metrik g
erfiillen dann fiir |z| < o/2

|gZ_] 5z]| < Cl|x|2a
xk‘ gzy 0‘ < Gyl
8mk8x€g” 0‘ S

fiir Konstanten C; € R. Fiir a € (0, 1] sei d,: R™ — R™ die Dilatation mit «, §,(z) = ax.
Wir definieren nun ®* := exp, ol o d, und gg; == g(d®*|;(e;),dP*|;(e;)). Mit Hilfe der
Kettenregel sehen wir gf%(z) = a?g;;(az) und somit fiir |z] < o/(2a)

1
ﬁgf‘j(x)—éij < Cra?|z)?, (3.5)
1 0
a36xkg”() 0] < Chalx|, (3.6)
19

mit den obigen Konstanten C; € R. Wir definieren nun auf dem Ball B,/,(0) C R" die
Metrik A := o2 (®*)" g. Wéhle nun R > 0 mit suppu € Bg/5(0) und dann wiéhle ein
positives a < g/ R. Aus obigen Abschitzungen folgt, dass h* auf Br(0) fiir « — 0 in der
C%-Topologie gegen geui konvergiert. Daraus folgt scals — 0, [Vul? 2o = |Vul? o and
dvol® — dvol9= gleichméiBig auf Br(0). Wir erhalten im Limes o — 0

Q" (u) = QI (u).

Da ®“ : (Bg(0) C R™, hy) — (Bar(ro) C M,a"2g) eine Isometrie ist, folgt mit Lem-
ma 3.7 )
Q™ (u) = Q% I(uo ®) = QI(uo d%).

Insgesamt erhalten wir somit
A (M, [g]) < lim Q7(u o %) = Q% (u) < A(S™, [gpn]) + &,
[e%

und da € > 0 beliebig war, folgt A(M, [g]) < A (S™, [gsph])-
Zusammen mit (3.4) ergibt sich die Aussage der Proposition. U
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Beweis Nr. 2.

(a) Wir definieren wu, wie in Gleichung (2.18) in Abschnitt 2.3, also u,(z) =
(n—2)/2
< 2o ) " fiir r .= |z|. Wé&hle eine glatte Abschneidefunktion x : R — R mit

T‘2+C|{2
xt)=1firt<1,0<x(t)<1firl <t¢t<2und x(t) =0 firt > 2. Fire >0
setze foe(x) = X (@) - ug(x). Dann ist fo. € C(R™) und supp(fa,e) C B2:(0).

Wir setzen A. := By, (g) \ B:(0) und berechnen damit:

/|Vfa,€|2dx
|Rn

1 2
= /]Vuofdx—i-/‘X<M>-Vua+x'<m>-—-dr-ua dx
3 9 3
B:(0) Ac
< Vue|?dz + C Vi + = u2)d 3.8
< [ IVualPda+Cre [ (IVual? + 5 ) do (3.8)
R™ Ac

n—2
Mit u2 = ( 2a > < (20)"2 722~ erhalten wir:

r2+4a?

2¢e

/|uo[|2 dz < (20)"2%.¢,- /r42"r”1 dr
Ae

£

= CQ(&) a2,
Mit
Oug, n—2 2a (n=4)/2 4ar
Vua| = - 2 2 N a2
or 2 r+a (r* + o?)
(n—2)/2
~ (nog). 20 —
( +?)
< (n—2) (2a)"/2 ot
finden wir

zusammen also:
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Fiir den spéteren Gebrauch merken wir hier an, dass wir so auch

n/(n— r

sehen. Wir berechnen mit Ubung 2.2 und anderen Ergebnissen aus Abschnitt 2.3:

a/|Vua|2dx = a/uaAuad:c

R» R»
= n(n—l)/uﬂcdx:n(n—l)wn
Rn

2/pc

= n(n-1) w?/"( /ugf d:c) &
an
2/pc
= nn-1)w?". ( / |tg |Pe da + / |t |Pe dx)
B:(0) R™\B:(0)

2n . 2/pc
< n(n—l)w?/"-</|fa,e|p°dx+%-a”>
IRn

= (= D)wd" (Ifaclln +0:(a™). (3.10)

Der Index ¢ im Landau-Symbol O:(a") bedeutet, dass die Konstante in der De-
finition des Landau-Symbols von ¢ abhéngen darf. In obiger Rechnung haben wir
benutzt, dass (14 )%/P¢ = 1+ O(z) und dass

20 "
- d
/ <\xy2+a2> v

R\ B. (0) R™\B:(0)

o0 2 n
« _
= wnl'/(f%—oﬂ) Ly
£

|te [P d

< wpo1 - (20)" - /7"_"_1 dr
1>
= W (200" ——. (3.11)
ner
Aus (3.10) bekommen wir also
[ a1 facl? do < nn = )2/ el +0-a72), (@ \0)
Rn
Wir erhalten dann
[ a|Vfacl*da
R™ <n(n—1w™ + 0. (Oén72), (™ 0),

facllie
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denn fiir a € (0,¢) gilt

a<e
Vel > /\uarpcdw

Be
2a n
> S d
= /<\x12+oﬂ> !

Ba(0)
|z|<a n
202
Ba(0)
= Lol (Ba(0))
= o VO o
> C > 0. (3.12)

(b) Zugq € M wihle € > 0 so klein, dass auf By, (q) riemannsche Normalkoordinaten exis-
tieren. Setze fo,coexp, ! durch 0 zu einer Funktion in C*°(M) fort, die wir wiederum
mit fo . bezeichnen werden. Wir arbeiten nun in riemannschen Normalkoordinaten
um ¢ und schreiben r := d(z, q). Die Norm einer 1-Form « kann dann beziiglich der
euklidischen Norm der Karte oder beziiglich der zuriickgezogenen Metrik g gebildet
werden. Sofern eine Unterscheidung notwendig ist, schreiben wir |a|eui1 bzw. |aq.
Im aktuellen Beweis bilden wir allerdings nur die Norm von 1-Formen vom Typ
dF = VF, wobei F' = F(r) eine radiale Funktion ist. In dieser Situation stimmen
auf Grund des Gauf-Lemmas |dF|euq und |[dF|, iiberein, und wir schreiben dann
einfach wieder |[dF|. Es gilt dann auf B.(0):

20 |\ (m2)/2
[facl = (m)
und analog zur Herleitung von (3.9) erhalten wir
afa e

|Vfa,€| =

2 r
r2 + a2 9%

)

= (n—2) (20)W/2~1 . pmrtl
dvol = (1+0(r))dz.

Nun testen wir das Yamabe-Funktional ()9 auf den Funktionen f, .. Dazu berechnen

wir:
9 2/pc
Vocltoe = ( [ el dvm)

Bae(q)

oo
oo (2
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: </ |f“’€|pc'(1+0(r))dx>2/p

Bae(q)
2/pc
= ((1+0(5)) / \fa,a\pcdm> ’
TyM
= (140) W faclZe

sowie

/ a|V forl> dvol = / a|V facl* - (1+0(r)) da
Bac(q) Bac(q)
= (+0@)- [ alVfuPar @13)
TyM

und schliefllich

: Holder :
/ scal 'fa,s dvol < || scal HL(PC/Q)*(ng(q)) : Hfa7€HLpC/2(BQE(q))
BQE(q)

< Iscalllpoe2* By () * I faellTee -
Nun erhalten wir
AM[g]) < Q(fae)
(1+0()) quM a|Vfacl? dz
(14 0()) [ fael 7o
= (140@) - (n(n = Dw2" + 0-(a"2)) +o(1),  (314)

+ [Iscal || pwe/2* (B, (g))

wobei O(¢g) und o(1) im Limes £ N\, 0 zu verstehen sind, und zwar gleichméBig in
a € (0,e). Im Grenzwert « N\ 0 ergibt sich

AM,[g]) < (1+0()) - n(n — Dw™ +o(1)

und im Grenzwert € N\, 0 schlieBlich A\(M, [g]) < n(n — 1)w,21/n. O

Bemerkung 3.12. Die beiden Beweise sind tatséichlich eng verbunden. Aus obigen
Rechnungen ergibt sich ja insbesondere Q(fac) — n(n — 1)w,2/n, falls a/e — 0. Zu-

sammen mit der Gleichung A(S") = n(n — 1) wy

2/

n . . . .
, die wir spater sehen werden, ergibt

sich dass u == f, . mit a/e > 0 klein, eine geeignete Wahl fiir u in Beweis Nr. 1 ist.
Beweis Nr. 2 erscheint zun#chst aufwindiger; seine Herangehensweise wird jedoch spéter
fiir starkere Versionen dieser Abschéitzung bendtigt. Aulerdem benotigt Beweis Nr. 2 die
Unsichtbarkeits-Resultate aus Abschnitt 3.2 nicht.
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3.4. Losung der subkritischen Gleichung

Das subkritische Yamabe-Funktional ist fiir uns wichtig, da es im subkritischen Fall viel
einfacher ist, zu zeigen, dass es einen Minimierer gibt. Diese Minimierer des subkri-
tischen Problems bilden auch einen wichtigen Teilschritt in der Losung des Yamabe-
Problems: zur Losung des Yamabe-Problems wollen wir zeigen, dass das ungestorte
Yamabe-Funktional einen Minimierer besitzt und wir erhalten diesen ungestérten Mini-
mierer als Limes von gestérten Minimierern. Bevor wir die Existenz dieser Minimierer
zeigen, wollen wir zusammenfassen, was wir nun schon gesehen haben.

In Lemma 2.8 in Abschnitt 2.1 haben wir gezeigt:

g
f > 0 ist kritischer Punkt von Q7 < Y (f)= ﬁ”]ijl N A (3.15)
LS
Insbesondere gilt: falls f > 0 das Funktional Qf minimiert und || f||zs = 1 ist, so gilt
Y(f)=As(M,g)- f5". (3.16)

Wenn wir Satz 1.75 mit a = 42—:5 und h = scaly anwenden, so erhalten wir:

Satz 3.13. Sei (M,g) eine zusammenhingende, geschlossene riemannsche Mannig-

faltigkeit der Dimension n > 3. Sei wieder p. = % und gegeben seien auferdem

s € [2,pc] undr > 2(s—2). Sei f € L"(M) eine schwache Losung mit Y (f) = X- f*~*
mit f > 0. Dann gilt:

(i) fecC>(M).
(ii) f=0 oder f > 0.
Insbesondere gilt dann die nicht-lineare Eigenwertgleichung Y (f) = X - f5~! sogar

klassisch.
Auflerdem erhalten wir im folgenden Sinn eine uniforme Schauder-Abschdtzung:

(iii) Seien zusditzlich K1, Ko > 0 sowie 0 < a < 1 gegeben. Es gelte r > §(so —
2). Dann gibt es eine Konstante C = C(M, g, K1, Ka,a,1,80), so dass fir jede
schwache Lésung f € L"(M) mit f > 0 von Y(f) = X- f571 mit |\ < Ky,
2<s<spund|fllrr < Ky die Abschitzung || f||c2.« < C gilt.

Der Beweis ist bereits erbracht. O
Wir zeigen nun das Hauptergebnis des Abschnitts.

Proposition 3.14 (Yamabe). Sei (M,g) eine zusammenhingende, geschlossene
riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3. Sei 2 < s < p. = % Dann

gibt es eine Lisung f € C°(M), f > 0 des subkritischen Extremalproblems, und somit
gilt QI(f) = X\s(M, g) (und ohne Einschrinkung ist ||f||Ls = 1).
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Die Teilaussagen (a) und (b) des folgenden Beweises folgen direkt aus Aufgabe 3
auf Blatt 6 fir w = a~! - scalY. Die Aufgabe liefert zunichst einen Minimierer
f € HY2(M) \ {0}. Da die minimierende Folge positiv gewiihlt werden kann, koénnen
wir f > 0 annehmen.

Bewess.

(a) Wihle eine minimierende Folge f; € C*°(M) mit QZ(f;) o As(M, g); ohne Ein-
schrankung sei || fi||rs = 1. Wegen Lemma 3.5 kénnen wir f; > 0 annehmen. Wir
berechnen:

||fz||§{12 = /<|sz|2+f22> dvol

M

= %/fiYg(fi) dv019+/ <fi2—%-scalg -ff) dvol
M M

1 “QI(fi) + / (1- L scal? ) - f? dvol
a a
M
C1+Cy - | fill72
C1+Cy - Cs - | fills
Cy.

IN A

Damit ist f; beschrinkt in H%2(M), und nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt

1,2
fi LN f.} Nach dem Kompaktheitssatz 1.26 ist die Einbettung H2(M) C L%(M)
kompakt, falls 1 — 5 > —%, und dies gilt genau dann, wenn s < p.

Somit bekommen wir mit Bemerkungen 1.24 (a) f; AN f und insbesondere || f||zs =
lim; o0 || fillzs = 1, also f # 0. Aus f; > 0 erhalten wir f > 0.

(b) Mit f; L f gilt auch f; L—2> f und wir berechnen:

12—l = (fi=ffitf
hpecaden vyl

)r2
— 0,

1
also gilt sogar f? N f2. Daraus folgt?

/scalg fl2 dvol — /scalg f2 dvol .
M M

!Eine Folge f; in einem Hilbertraum (H, (- )) heiflt schwach konvergent bzw. konvergiert schwach gegen

f, geschrieben: f; — f, falls fiir jedes ¢ € H gilt: (fi, ») LN (f, ).
*Das lineare Funktional h +— [, scal? -k dvol ist stetig auf L' (M).
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AuBlerdem gilt mit f; H f insbesondere V f; R V f und daher:

ViR = Jm [(94.96) dvol
M

csu
< limsup ||V fillg2 - [V £z,
11— 00
also |V f|lr2 <limsup, .. ||V fill2. SchlieBlich ist:

= )
< limsup E9(f;)

i—00

= limsup Q{(fi)

i—00

= )\S(M7g)7

also Q4(f) = Xs(M, g). Damit erfiillt f auch die nicht-lineare Eigenwertgleichung
Y(f) = As(M,g) - f.

(¢c) Wir wenden nun Satz 3.13 mit » = s an, wobei wir beachten, dass nach Vorausset-
zung s > 5(s — 2), und erhalten f € C°°(M) und f > 0. O

In den kommenden Abschnitten werden wir nun zu jedem s < p einen Minimierer fs von
QY mit ||fs]|z2 = 1 hernehmen und deren Konvergenz fiir s — p studieren.

3.5. Monotonie der gestorten Yamabe-Konstanten

Man beachte, dass fiir geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit (M, [g]) = \p. (M, g)
gilt, wie in Abschnitt 3.1 gezeigt.

Lemma 3.15 (Aubin). Sei (M,g) eine zusammenhingende, geschlossene riemann-
sche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3, und sei vol(M,g) = 1.

Dann ist die Funktion [2,p.] — R, s — |As(M, g)| monoton fallend.

Entweder ist \s(M, g) fiir alle s € [2,p.] negativ oder A\s(M,g) > 0 fir alle s € [2, p].
Falls N(M,[g]) > 0, so ist die Funktion s — \s(M, g) linksstetig.

Bemerkung 3.16. Man kann sogar zeigen, dass die Funktion [2,p.] — R, s — As(M, g)
stetig ist. Da der Beweis dieser stidrkeren Aussage mit unserem aktuellen Wissen nicht
einfach zu fiithren ist und da die Aussage spéter nicht bendtigt wird, werden wir diesen
Beweis aber nicht ausfiihren.

Beweis.
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(a) Ist fir ein s; € [2,pc] die Invariante Ag, (M, g) < 0, so gibt es ein f € C>*(M) \ {0}
mit QY,(f) < 0. Damit ist aber auch E9(f) < 0, und folglich Q(f) < 0 fiir alle
s € [2,pc]. Also ist auch As(M, g) < 0 fiir alle s € [2, pc].

(b) Seien si, s2 € [2,pc] mit 51 < s9. Fiir f € C*°(M)\ {0} ist aufgrund der Normierung
des Volumens || f||zs1 < ||f]|zs2 und damit:

B 1B
1712 = TFIE-

Im Fall A;(M,g) > 0 erhalten wir hieraus durch Bildung des Infimums auf beiden
Seiten A, (M,g) > A, (M, g). Im Fall A;(M,g) < 0 sind nur die Funktionen f
mit E9(f) < 0 fiir die Bildung des Infimums relevant. In diesem Fall folgt dann
As; (M, g) < Asy (M, g). Insgesamt also {)\SI(M, g){ > [Asy (M, g)|.

Q4 ()] = |Q%, (NI

(c) Sei nun A(M, [g]) = A\p. (M, g) > 0. Wegen (a) ist A\;(M,g) > 0 fiir alle s € [2,p].
Sei s9 € [2,p.] und € > 0. Wihle eine Funktion f € C*(M) \ {0} so dass
3(f) < Aso(M, g) + e. Die Funktion s — || f||zs ist stetig, daher ist fiir jedes s
nahe sg auch QI(f) < As,(M,g) +¢. Per definitionem ist A\s(M,g) < QI(f). Ist
zusitzlich s < s, so folgt mit (b), dass A\s, (M, g) < As(M,g) < sy (M,g) + €.

O

Lemma 3.17. Sei (M, g) eine zusammenhingende, geschlossene riemannsche Man-
nigfaltigkeit der Dimension n > 3 mit Yamabe-Konstante A(M, [g]). Dann gibt es eine
Metrik g € [g], so dass

scald > 0 falls \(M,[g]) > 0
scald =0 falls X(M,[g]) =0
scald < 0 falls \(M,[g]) <0

Insbesondere ist das Yamabe-Problem im Fall \(M, [g]) = 0 geldst, und es gilt dann
As(M,g) =0 fiir alle s € [2,pc].

Beweis.

Die Lésung des subkritischen Problems (Proposition 3.14) impliziert die Existenz eines
Minimierers f von QY, der also Y (f) = Af, f > 0 mit A = X\o(M, g) erfiillt. Wir setzen
G = fP==2g. Dann gilt

scald = YI(1) = fIPeY9I(f) = Af2Pe.

Insbesondere hat scal’ konstantes Vorzeichen, das mit dem von X iibereinstimmt.

Im Fall A(M, [g]) = 0 impliziert das vorige Lemma von Aubin A = X\g(M,g) > 0. Wére
A > 0, so wiirde scal? > 0 folgen und damit nach Bemerkung 3.6 auch die widerspriichli-
che Aussage (M, [g]) = A(M, [g]) > 0. Somit ist A = 0 und somit scal? = 0.
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Im Fall A(M,[g]) > 0 ergibt Aubins Lemma A > 0 und somit scal’ > 0. Analog folgt
scal? < 0 aus A(M,[g]) < 0. O

Bemerkung 3.18. Angenommen (M, g) ist wie im Lemma und A(M, [g]) = 0. Dann
ist ker Y'Y ein-dimensional. Denn fiir die Funktion f as dem obigen Lemma ist g :=
fPe=2g skalar-flach. Wir haben Y9(u) = f17PcY9(fu) und deswegen ist u ~ fu ein
Vektorraumisomorphismus von ker Y9 = ker A9 nach ker Y9. Nun gilt fiir jedes u €
ker A9 die Aussage 0 = [uAdu dvold = [|Vu|? dvoly. Deswegen sind die Element
ker A9 die lokal konstanten Funktionen. Da M zusammenhingend ist, folgt ker Y9 =

{\f|A € R}.

3.6. Aufblasung

Wir studieren nun das Verhalten der Minimierer des subkritischen Yamabe-Funktionals
im Limes s  p.. Wir folgen hierbei im wesentlichen [55, V §2, Proof of Thm. 2.1].

Sei (M, g) eine zusammenhéngende, geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der Di-
mension n > 3 und p. = 2n/(n — 2). Fiir jedes s € [2,p.) haben wir auf Grund von
Proposition 3.14 einen positiven Miniminier f; € L%(M) von QY. Durch Normieren
kénnen wir || fs||zs = 1 erreichen. Es gilt dann

fs >0, Y(fS) = )‘nges*l, HfSHLS =1, As = )\S(M, 9) = Qg(fs) (3-17)

Die folgende Aussage ist ein wichtiger Schritt zur Losung des Yamabe-Problems.

Proposition 3.19. Seien M, g, n, pc, s, fs und As wie oben. Angenommen

sup || fsl|Lee = o0, (3.18)
SG[2,pC)

dann existiert eine nicht-negative Losung von

alAf =Mt e =1, 0< A< A(M,[g)) (3.19)

auf R™.

Spéter werden wir sehen, dass es derartige Losungen auf R™ nur dann gibt, wenn
A= AM,lg]) = n(n — 1)w,21/n und dass dies wieder impliziert, dass (M, [g]) konform
fquivalent zu 8" ist. Da man das Verhalten der Minimierer von Q3" auf 8" gut kennt,
werden wir also spiter in diesem Buch sehen, dass supyep ) || fsllee immer endlich
ist, d.h. letztendlich sehen wir, dass die Voraussetzungen der Proposition auf keiner
geschlossenen riemannschen Mannigfaltigkeit erfiillt sind.
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Ubung 3.1. Sei M ecine kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3
und seien f; € L°(M) Losungen von (3.17) fiir s € [2,p.). Sei (s;)ien eine Folge in [2,p.)
mit || fs,|| L — 00. Zeigen Sie: Dann gilt

lim s; = pe.
1—00

Beweis der Proposition.

(a) Es gelte (3.18). Wir haben also eine Folge s; € [2,pc) mit || fs,||ze — oo. Aus der
obigen Ubung sehen wir, dass dann s; — pe.

(b) Im Fall A(M,[g]) = 0 gilt A\s(M,g) = 0 fiir alle s und somit gilt Y(fs) = 0. Dann
ist fs auch ein Minimierer von Qj_. Dieser Minimierer ist bis auf eine Konstante
eindeutig, siehe Bemerkung 3.18. Wir erhalten fs = || f2|| 7+ fo- Wegen fo € C®(M) ist
s+ || f2l| & beschréinkt und somit Supgepa p) [ fsll e < 0o. Die Voraussetzung (3.18)
der Proposition ist also gar nicht erfiillt.

(c¢) Im Fall A(M, [g]) < 0 haben wir As = Aa2(M, g) < A(M, [g]) < 0. Wir haben dann
al fs = —scal fs + A 31 < (|scal| — [\(M, [g])] f372) fs.

Im Maximum z; gilt Afs > 0 und somit

_ _o _ max |scal |
1Fsll 72 = folas) ™ <
g A, [g])]
und somit

lim sup || fs]| e < 00
S—Pc

Zusammen mit (a) sehen wir, dass die Voraussetzung (3.18) der Proposition auch in
diesem Fall gar nicht erfillt ist.

(d) Es gelte nun (3.18) und somit A(M, [g]) > 0. Wir haben also eine Folge s; € [2,p.)
und x; € M mit m; = fs,(x;)) = maxfs, — oo. Wir wéhlen z; € M mit
fs;(;) = max f,,. Nach Ubergang zu einer Teilfolge® gilt z; — zo € M. Wir
wéhlen Isometrien I; : (R, geux) = (T2, M, ga,)-

Analog zum Beweis von Proposition 3.11 von Aubin definieren wir fiir o =
inj(M, g)/2 .
D;: Byq, (0) = M, x = exp,, (I; (a;))
——
CRn
fiir reelle Zahlen o; > 0, die wir spiter geeignet wihlen. Insbesondere definiert (®;)~1
um den Faktor «; reskalierte Normalkoordinaten mit Zentrum z;. Wir definieren auf

3Die Teilfolge (z;,) wird wieder mit (z;) notiert, da sonst sukzessives Teilfolgenwiihlen sehr tief ver-
schachtelte Indizes hervorrufen wiirde. Wir entfernen also letztendlich alle bis auf abzidhlbar unendlich
viele Folgenglieder aus der Folge.
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BE;L%_ (0) die riemannsche Metrik §; == (a;) 2@} g. Fiir diese Metriken gelten zu (3.5),
(3.6) und (3.7) analoge Abschitzungen mit Cq, Co, C3, die unabhéngig von ¢ gewéhlt

werden konnen. Wir setzen nun fiir x € BE;;_(O):

Wir rechnen nach

Wir wéhlen nun «; = m;(si_z)/ % und offensichtlich o; — 0. Dann erhalten wir
YIi(fi) = Ao, fF1 (3.20)

auf ng/nai(()). Fiir jedes R > 0 wéhlen wir nun io(R) € N so grof}, dass o/a; > R fiir

alle i > ig(R).

(e) Aufgrund von (3.5), (3.6) und (3.7) konvergieren alle Koeffizienten von Y9 in Koor-
dinaten geschrieben auf jedem Ball Br(0) fiir i — oo, i > ig(R) gleichméBig gegen
die Koeffizienten von aA. Genauer ausgefiihrt, erhalten wir fiir die Koeffizienten

((gi)k,¢) von g; dann

~ a B
1(§i)ke(x) — Oppl < Craflzl? ‘axr(gi)k,g(x) < Cyala|,
0?2 )
m(éz)k,z(w)‘ < Csa;.

Hieraus ergibt sich fiir die invertierten Koeffizienten (Qf ’Z) = ((%‘)k,é)il von g; und
fiir die Christoffel-Symbole und deren Ableitung dann

IN

(@ (@)= ™| < Cuallal,

|(T%)], @) < Csadlal,

IN

Csa?

7

Q
8
)
—
<
Q
> .
~
—~
S
~—
IN
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In lokalen Koordinaten berechnet sich die Skalarkriimmung wie folgt in Normalko-
ordinaten, sieche Ubung A.8:

S a ol
scal? ()" Ryt = ¢'" P Bt Lk " Oxi =T + Z %0 — Z BN
s=1

also |scal? | < Cra?. Unter Nutzung der Formel (1.17) fiir den Laplace-Operator in
Normalkoordinaten erhalten wir

A(f) = X FF7 4 (T, V) + (T i, VY + Tos - fis

wobei T}, ; ein symmetrischer (k,0)-Tensor ist, so dass fiir geeignete Konstanten Cj,
fiir die punktweisen Normen gilt

Tyl < Csa?lz|?, [Ty < Coalz|, |Toil < Croa?

(f) Aufgrund der offensichtlichen Relation 0 < fi(x) < f;(0) = 1 erhalten wir fiir
i > io(R) die Abschétzung || fi||~ < 1. Dies impliziert, dass f; € LQPC(BEnai (0)). Wir
wenden nun die lokale Version von Satz 1.75 an, siche Bemerkung 1.77, fiir r := 2p,,
S0 = Dpc, s = s; und Q = Br(0) € Bagr(0), i > ip(2R) und a € (0,1) beliebig. Wir
erhalten ein C(R,«) > 0 mit HfiHCz,a(BR(O) < C(R,a). Wir wihlen ein o/ € (0, a).
Nach Ubergang zu einer Teilfolge konvergiert f; in der C2*-Topologie auf B (0)
gegen eine Grenzfunktion foo: B1(0) — R. Zu einer Teilfolge hiervon erhalten wir
Konvergenz in der C2% -Topologie auf By(0), gegen eine Erweiterung fao: B2(0) —
R. Wir setzen dies iterativ fiir alle R € N fort und wéhlen eine Diagonalfolge, die dann
auf allen Kompakta in R" in der c2e -Topologie gegen fs: R™ — R konvergiert.
Aus f; > 0 folgt foo > 0. Auf Grund von (3.5), (3.6) und (3.7) konvergieren alle
Koeffizienten von Y9 in Koordinaten geschrieben auf jedem Ball gleichmiBig gegen
die Koeffizienten von aA. Zusammen mit der %% -Konvergenz der f; erhalten wir
dann aus (3.20) fiir ¢ — oo:

aAfoo = ('lim )\si)fggfl = A\(M, [g]) 27571 auf R".
1— 00

Aufgrund von (3.5) konvergiert dvol¥ auf Bgr(0) in der C°-Topologie gegen das
euklidische Volumenelement.* Wir rechnen und nehmen dann den Grenzwert i — oo:

1 = /fs? dvolY

/ fsi dvol?
B]M $z)

Y

“Man betrachtet hierbei dvol% |g, ) als Schnitt des Biindels |A"T*M|. Dies bedeutet also:
det ((gl) M) .o konvergiert auf jedem Kompaktum gleichméBig gegen 1.
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= af / (fs; 0 ®;)* dvol?

BE"(0)
= T s / 2 dvol?
BE"(0)

(%) o _
> / fei dvol!

BE"(0)
— / fgg dvolgeukl

BR"(0)

Fiir die Ungleichung (x) haben wir benutzt, dass s; > n(s; — 2)/2 dquivalent zu
s; < pe ist, und wir haben dann ohne Einschrinkung der Allgemeinheit m; > 1
angenommen. Es gilt somit || foozre < 1, andererseits folgt aus foo (0) = 1 und der
Stetigkeit von fuo auch || foo||zre > 0. Wir normalisieren nun die LPe-Norm:

1

fr=—=———fu.
[[foollLpe
Es folgt auf R™:
alf = MM, [g)|Folfs® 77

A=

und wegen A < A\(M, [g]) ist somit alles gezeigt. O

3.7. LP--Losungen der Yamabe-Gleichung auf R”

Unser Ziel ist nun, die nicht-negativen Losungen der Yamabe-Gleichung, also von (3.19),
gut zu verstehen. Diese Gleichung besagt:

aAu = Aun-z , / u?"=2) dyol < oo (3.21)

Lemma 3.20. Sei u € C*°(R™) eine nicht-negative Lisung von (3.21) auf R™ mit

u Z 0.
Dann ist A > 0 und es gilt

2/n
)\(/ u?/(n=2) dvol) / =n(n—1)w?/™. (3.22)
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Beweis.
Sei o : 8™\ {eg} — R™ die stereografische Projektion. Nach Ubung 2.4 setzt sich o

o: S"\{eo} = R zu einer schwachen Lésung von Y (v) = A2 auf S fort. Man rechnet
nach, dass

V= /vnQn? dvol®" = /un%? dvol® < o0,
Sn R
also ist v > 0 in LP<(5"™). Wegen Lemma 1.78 haben wir v € L"(S") fiir ein r > 0. Aus

Satz 3.13 folgt dann v € C°°(S™) und v > 0, auch in ep. Fiir die Metrik g == vPe2gg,), =
o* (up°*2geuk1) berechnen wir die Skalarkriimmung als

scald = scal? “Yeuk o5
— lTpe Y Jeukd (1)
——
=A
= A.

Da die Skalarkriimmung konstant ist, sagt der Satz 2.31 von Obata, dass (S™,g) kon-
stante Schnittkriimmung A\/(n(n — 1)) > 0 besitzt, also isometrisch ist zu einer runden
Sphére von Radius r := y/n(n — 1)/A. Ihr Volumen ist zum einen r"w,,, zum anderen
aber nach obiger Rechung gleich V. Wir erhalten also
n(n —1)
VA = 2/ nf

und diese Gleichung ist dquivalent zu (3.22). O

Beispiel 3.21. Man rechnet leicht nach, dass (3.22) fiir u = u, erfiillt ist. Wir erwéhnen
ohne Beweis und ohne es spiter zu verwenden, dass dies bis auf Translation, Dilatation
und Multiplikation mit Konstanten die einzigen nicht-negativen Losungen von (3.21)
sind.

3.8. Losung des Yamabe-Problems

Wir studieren nun die Konvergenz der subkritischen Losungen, was zu einer Lésung des
Yamabe-Problems fithren wird, vorausgesetzt eine Ungleichung ist erfiillt.

Satz 3.22. Sei M eine geschlossene zusammenhdngende riemannische Mannigfaltig-
keit der Dimension n > 3 und p. = 2n/(n—2). Seien wieder fir s € [2,p.) Minimierer
fs des subkritischen Funktionals Q% wie in (3.17) gegeben. Sei a € (0,1). Falls

A(Ma [g]) < TL(TL - 1) wi/n ) (323)
dann gilt

sup || fslloze < 00. (3.24)
86[2,pc)
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Es gibt dann eine Folge s; — pe, so dass fs in C? gegen einen positiven glatten Mini-
mierer f von Q. konvergiert.

Beweis.

(a) Wir zeigen zunéichst

sup || fs|lpe < oo (3.25)
s€[2,p)

Wenn (3.25) nicht gilt, so erhalten wir mit der Aufblasung (Proposition 3.19) eine
Losung von (3.19). Nach der vorangehenden Folgerung ist hierbei

n(n—1)wy/™ =X < AM,[g]) .

(Mit der Proposition 3.11 von Aubin sehen wir sogar, dass A(M, [g]) = n(n—1) wi/n.)
Obige Ungleichung widerspricht (3.23).

(b) Aus (3.25) und ||fs||s = 1 folgt die Beschrénktheit in L" fiir alle p, < r < oco. Mit
Satz 3.13 (iii) ergibt sich dann (3.24).

(c) Aus der Beschrinktheit der f, in C>“ folgt die Existenz einer Folge s; — p, so dass
fs; in C? gegen eine Grenzfunktion f € C?(M) konvergiert, f > 0. Im Grenzwert
folgt dann aus Gleichung (3.17)

V() =2 | fllee =1,  f>0

fir A = lim; o0 As;. Aus dem Lemma 3.15 von Aubin folgt A = X(M, [g]), falls
MM, [g]) >, und X < X(M, [g]), falls A(M, [g]) < 0.

(d) Wir berechnen dann

9 (f) = B9(f) = / FYI(F) dvol? = AJIF[1%. = A < A(M. [g]) < QL(f).,
M

das heifit f ist ein Minimierer des ungestérten Funktionals @7, .

(e) Aus Satz 3.13 mit > p. beliebig erhalten wir f > 0 und f € C*(M).

Folgerung 3.23. Das Yamabe-Problem fiir (M, g) ist gelést, falls
A(M, [g]) < n(n —1)w?/™ (3.26)

Es gibt dann eine Metrik g € [g] mit konstanter Skalarkrimmung und Q(g) =
A(M, [g])-
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Diese Folgerung ist nun klar. O

Folgerung 3.24. Firmn > 3 und S" = (5™, gspn) gilt

A(S™) = n(n — 1) w?/™ (3.27)

Bewesis.

Es gilt Q(gspn) = n(n — 1) wi/n, somit folgt A(S") < n(n — 1)w,2/n. Wir wollen nun
aus der Annahme A(S") < n(n — 1)w,21/ " einen Widerspruch herleiten. Mit der obigen
Folgerung sehen wir in diesem Fall, dass es eine Metrik g € [gspn] geben muss, die
Q in [gspn| minimiert. Wir konnen hierbei vol(S™,g) = w, annehmen. Die Metrik g
hat also konstante Skalar-Kriimmung und ist somit nach dem Satz 2.31 von Obata
isometrisch zu S". Durch Rechnung erhélt man den Widerspruch Q(g) = n(n—1) w0

Metriken mit Q(g) = A(M, [¢]) (und damit mit konstanter Skalarkriimmung) nennt man
Yamabe-Metriken. Die Ungleichung

MM, [g]) < A(S™) (3.28)

nennen wir die Aubin—Schoen-Ungleichung, da Aubin sie in vielen Fillen gezeigt hat und
da Schoen sie in den verbleibenden Fillen mit Hilfe des Satzes von der positiven Masse
gezeigt hat.

Die folgenden Kapitel des Skripts zeigen, dass jede zusammenhéngende geschlossene rie-
mannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3, die Aubin—Schoen-Ungleichung erfiillt,
es sei denn (M, [g]) ist konform dquivalent zu S”.



4. Die Aubin—Schoen-Ungleichung im Fall
W Z0und n > 6

In diesem Kapitel zeigen wir die Aubin—Schoen-Ungleichung unter den Annahmen W # 0
und n > 6. In diesem Fall konnte Aubin [9] bereits 1976 mit Hilfe lokaler Testfunktionen
diese Ungleichung zeigen.

4.1. Beweis mit konformen Normalkoordinaten
Das Ziel dieses Kapitels ist also die Ungleichung
MM, [g]) < A(S") =n(n—1)wp/" (4.1)

im Fall W # 0 und n > 6 zu zeigen. Oder #dquivalent aus gedriickt: Ist (M, g) eine
geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 6, so ist (M, g) entweder
konform flach oder es gilt (4.1).

Hierbei ist der Wert von A(S™) bereits bekannt, sieche (3.27), und die Ungleichung in
der obigen Formel ist zu zeigen, was im wesentlichen die zuvor diskutierte Ungleichung
(3.26) ist.

Im néchsten Kapitel werden wir zeigen, dass (4.1) sogar immer dann gilt, wenn (M, [g])
nicht konform zu S" ist. Diese Erweiterung wurde von Schoen [50] gezeigt unter Nutzung
ganz anderer Techniken.

Hieraus ergibt sich dann die vollstindige Losung des Yamabe-Problems. Ist (M, [g])
konform zu S”, so wird das Problem von der Standard-Metrik auf S™ gelost. Ist (M, [g])
nicht konform zu S", so besagt (4.1), dass die Voraussetzung von Folgerung 3.23 erfiillt
sind und dann folgt die Losung des Problems.

Das wichtigste Hilfsmittel fiir den Beweis von (4.1) im zuerst genannten Fall sind kon-
forme Normalkoordinaten.

Satz 4.1 (Konforme Normalkoordinaten). Sei (M,g) eine riemannsche Man-

nigfaltigkeit und o € M. Sei N € N gegeben. Dann gibt es eine Metrik g € [g],
so dass in geeigneten Koordinaten x um xy mit x(xg) = 0 gilt:

detgij(z) = 1 (4.2)

scall(z) = O(r?) (4.3)

AIscald(zg) = %|W(:p0)|2. (4.4)
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Zudem stimmt die Taylor-Entwicklung der Metrik g in obigen Koordinaten bis zur Ord-
nung N mit der Taylor-Entwicklung der Metrik g in riemannschen Normalkoordinaten
(bzgl. g) iberein.

Der Satz wird erst im kommenden Abschnitt bewiesen.

Bemerkung 4.2. Die Gleichung (4.4) ist eine invariante Bedingung, die iiberhaupt
nicht von den Koordinaten abhéingt. Gleiches gilt fiir (4.3), denn diese Bedingung besagt
gerade, dass scal(xg) = 0 und Vscal(zg) = 0. Die Bedingung (4.2) hingegen héngt von
der Wahl der verwendeten Koordinaten ab.

Bemerkung 4.3. Satz 4.1 kann wie folgt verstiarkt werden: [28, 29, 21]

Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und xy € M. Dann gibt es eine Metrik
g € |g], so dass in g-Normalkoordinaten x um z¢ mit z(zg) = 0 die Gleichungen (4.2)
bis (4.4) gelten.

Diese stérkere Version wird aber in unserer Vorlesung nicht benotigt, ist etwas aufwéandi-
ger zu zeigen und wird deswegen auch nicht bewiesen.

Wir erhalten daraus nun das folgende Ergebnis.

Satz 4.4 (Aubin, 1976 [9]). Sei (M,g) eine geschlossene riemannsche Mannigfal-
tigkeit der Dimension n > 6, und sei M mnicht konform flach.

(i) Fiir jedes xg € M mit W(xg) # 0 und jedes o > 0 gilt: es gibt eine glatte Funktion
[ M — [0,00) mit Triger in By(xo), f Z0, so dass Qp.(f) < A(S").
(i1) Es gilt
M, [g]) < A(S").

Fiir den Beweis dieses Satzes benttigen das folgende Lemma.

Lemma 4.5. Fir k,n € Ng mit n > 2 und a,e > 0 setze

y 2 n—2
I(Oé) = n,k:,z—:(a) = /Tk . <7Oé) . rn—l dr.
0

r2 + a2

Dann ist
0<C<==<C<o (@ 0),

wobei C und C von k, n und e abhdingen konnen und wobei

a2 firn >k +4
F(a) = { o*?log(L) firn =k +4
a2 firn <k+4.
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Das Symbol a N\, 0 bedeutet hierbei: fiir positive a < ag(k,n,¢).

Beweis von Lemma 4.5. Fiir I(a) finden wir:

iy 20 n—2
I{a) = / <m> SRl gy
0

ela 5 ne2
= / <7a - (as)* T lads
252 + a2>
0
) e/a 5 2 )
_ +2 / < . +n71d
= e} —_ S S
52 + 1>
0

e/o

k 2 \"7?

— +2 +n-1

- <’f+/<ﬁ> = ds)'
1

Fiir s > 1 ist 52 < 52 + 1 < 2s? und somit ist () vergleichbar! mit
e/a

F(Oé) _ ak+2 . (Ck,n + /(82)n2 . SkJrnfl d8>

1

e/a
— Oék+2 . (Ck,n+ / Sk7n+3 dS)

1

[log(s)]i/a firk=n—4
Ckyn T Gh—n+a]E/@
==1

_ gkt2.

sonst
1

Wir stellen fest:

e Fiir n > k + 4 ist F(«) vergleichbar mit of+2.
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o Fiir n = k + 4 ist ﬁ(a) = oft? (chn +1og (£)) = oF 2 (cp e + log (é)), also

£
(6%
vergleichbar mit o2 log (é)

e Fiir n < k 4+ 4 schliefilich ist

= gh—ntt kt24n—k—4 | k42
_ n—k—
F(a)_k—n—i-zl' t @
8k7n+4 ) k2
n— /
=— "+,
k—n+4 k,n ’

also vergleichbar mit o” 2, dan —2 < k + 2.

O

"Dies soll heiBen, dass I(c)/F(a) nach unten und nach oben durch positive Konstanten beschrinkt

wird fiir e \ 0.
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Die Idee des Beweises des obigen Satzes ist es nun, Beweis Nr. 2 von Proposition 3.11
zu verfeinern.

Beweis von Satz 4.4. Aus (i) folgt offensichtlich (ii), deswegen fixieren wir einen Punkt
xo € M mit |W(xo)| # 0 und zeigen (i).

(a) Gem#f dem Satz iiber konforme Normalkoordinaten 4.1 konnen wir ohne Ein-
schrinkung (nach eventueller konformer Anderung der Metrik) annehmen, dass
in geeigneten Koordinaten z mit x(zg) = 0 gilt: g;; = 1, also dvol = dx und
scal = O(r?) mit r = |z, sowie Ascal(zg) = &[W (20)|*> > 0. In diesen Koordina-

@
9 (n—2)/2 . _ ..
ug(x) = <\x\2ﬁ) und x € C*(R) mit 0 < x < 1, x(¢t) =0 firt <1
und x(¢t) = 0 fiir t > 2. Wir verfahren zunéchst wie im Beweis Nr. 2 von Propositi-
on 3.11. Wie in diesem Beweis bereits angesprochen, kann die punktweise Norm einer
1-Form begzliglich der euklidischen Norm der Karte gebildet werden oder beziiglich
der zuriickgezogenen Norm. Wenn Unterscheidung notwendig ist, schreiben wir wie-
der | ® |eux1 bzw. | ¢|4. Da wir nun nicht mehr in Normalkoordinaten arbeiten, miissen
diese Normen auch bei Differentialen radialer Funktionen unterschieden werden. Al-
lerdings ist der Unterschied gut kontrolliert

ten setze wie in Beweis Nr. 2 von Proposition 3.11 f, o(x) = x(Z) - ua(z), wobei

1— 0@+ < lodg <1+0(N™)  VYaeT*M, a#0.
’a‘eukl

Analog dazu bildet dieses Karte Bille Bf(zg) in der g-Distanz nicht genau, son-
dern nur approximativ, auf Bille der euklischen Norm BS*!(0) ab. Offensichtlich
kann man aber ¢ > 0 so klein wihlen, dass BS™!(0) C z(BJ(0)), wir haben al-
50 supp fa,e C By(zp). Teil (a) im Beweis Nr. 2 von Proposition 3.11 kénnen wir
wortwortlich iibernehmen, da alle Normen, Abstéinde und Volumenformen beziiglich
der euklischen Norm der Karte zu verstehen sind. Bei den Abschéitzungen |V f, | in
Teil (b), insbesondere in (3.13) ist eine Unterscheidung nétig. Der Faktor 1 4+ O(e)
aus der Volumenkorrektur tritt hingegen nicht mehr auf, da ja dvol = dx. Auflierdem
bezeichnet B (xo) nun ausnahmsweise nicht den geoditischen Abstandsball um o,
sondern die Menge der Punkte y € M mit |2(y)|eur1 < €. Dies ist im vorliegenden Fall
nicht genau dasselbe, da x nicht genau die riemannschen Normalkoordinaten sind
und somit 7 nicht genau der geodétische Abstand. Allerdings wird dieser Unterschied
nicht weiter storen.

Gleichung (3.13) wird nun zu

[ alVfadiavl = [ al¥falua (140G do
Ba:(q) Bae(q)
= [ alVfacPuads +oxela) (45)

Ty M
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wobei pn ¢ (x) ein Term mit der Abschitzung

one(@) < ene / NG 2 (4.6)
T, M

ist, fiir eine Konstante ¢y € Rxq.
Wir erhalten:
\[st(xo) scal 'fg,a dvol + ¥N,e (x)

gc (faﬁ) < A(E")+0O- (O‘n_Q) + Hfoza”%ﬁf’

(b) Wir werden nun schen, dass oy (x) fiir grofes N ebenfalls wie O.(a”"?) gegen
Null konvergiert. Alle Konstanten im folgenden kénnen von € und N abhéngen, aber
nicht von a und r € (0,2¢). Alle Normen |¢| in Unterpunkt (b) sind beziiglich der
euklidischen Norm. Wie in den Rechnungen zu (3.8) sehen wir, dass fiir 0 <r < 2¢
gilt:

1
|Vfa,s|2 < <|Vua|2 + —2ug{> .
€
Aus (3.9) erhalten wir

2
Vual? < Czugln/(nd)?"_2

o
2 2
2 r U
< Cuul| ——— — ) <402,
= a<r2—|—a2 Oé) =T
<2/r
2
Daraus ergibt sich |V f,c|? < C3 Q:—‘; und somit
2e
u? 1
PNe(z) < C4/TN“ =g hdr
r
0
2e 9% n—9
= Cy [ rV7L. T ldr
4/ r2 4+ o2
0

= Cylyn-12:() € OcN (a"_Q) )

wobei wir im letzten Schritt Lemma 4.5 mit N > n — 2 angewandt haben.

In Abschitzung (3.12) haben wir gezeigt, dass || foc||zre > CY/Pe > 0 fiir o \, 0 und
die dort eingefiihrte Konstante C' > 0. Hieraus folgt nun

PN e(7)

€0 n=2y
el € O e™™)
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(¢) Im Ringgebiet A, := Ba.(xg) \ B:(xg) schitzen wir ab

/ scal -fj’a dvol

£

< 05-/ u? (z) dz

2e n—2
2
< CG / <%> T‘n_l dr
c e+«
2e
< Cg / rA=2n(2a) "2 dr
€
n—2_.4-—n
< = T2,
n—4

Wir nutzen wieder (3.12), also || facllzre > CV/Pe > 0 fiir o N\, 0. Damit ergibt sich
wie in der Begriindung zu (3.14) und den Ergebnissen von (a) und (b):

f B (z0) scal - ui dvol

gc (fa,e) < A (Sn) + OE,N (an—2) + Hf H2 (47)
Qe || [,pc
(d) Nun berechnen wir:
2e 2 : (n—2)
a _
el < e [ (2 et
0
2e 9 n
(e} _
- Cn./<r2+a2> rldr
0
2e/a n
- 2c
= ¢, / <a282—|—a2> (as)" tads
0
2e/a

2"y, - / ! nsnfl ds
" s2+1

0
2e/a
< 2%, - <Cln + / st ds)
1
5T 2e/a
= e (4[]
—hi
1 2 -
~ o (g 2o BT
n n
n / 1
< 2%, - (cn + —) .
n
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Fiir C" := (2"¢y (¢}, + 1/71))72/1)c > 0 gilt also

1 !

1 ol

Im Fall [ B. (o) scal -u2 dvol < 0 erhalten wir deswegen aus (4.7) die verbesserte
Ungleichung

Q9. (fae) SA(S") + O (" ?) +C / scal - u2 dvol . (4.8)

B: (1'0)

(e) Da wir N > n — 2 > 4 gewihlt haben, ist in konformen Normalkoordinaten die
Taylor-Entwicklung der Funktion scal um xq:

scal( )_1 ", 9% scal
T2 L daita

(0) z'z? + (9(7“3) .

Damit berechnen wir Nutzung von Ubung 4.1

H? scal ,
— J . a2
Z / axz&vi ' uy, dz
B:(z0)

9% scal o gn—1(y 200 \"? .,
= —Z// (63:%9:61 0)z*x’ dvol ()>.<r2+a2> St dr

i,j=17 |z|=r
-2
(49)  Tn 2 2 " n—1
= — A scal ot == .
5 /( sca)‘m r <r2+a2> r" o dr
0

~ y 2 n—2
— _1m, 2, 2 L an—1
= Bl [ (S) e

(f) Mit Lemma 4.5 erhalten wir damit fiir N > n — 2, fiir positive Konstanten C7 und
Cs und fiir ausreichend kleine positive a:

n

1 9?2 scal o
- LoJ g2
/ 0zioxI (0) 2 - ug da

Z’]:lBg(J:o)

o G W) - o fiirn > 7
= | —Cs - [W(x)|? - atlog (é) fiirn =6
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und

/ (9(7"3) . ui dr < Cy- In,3,€(a)

Be(z0)
o fiirn > 8
< (- a’log (é) flirn=7
a? fiirn =6.

e Fiir n > 8 finden wir:
gc (fa,e) < A (Sn) —Ci1- |W(£Co)|2 ’ a4 + OE,N (a5) .

e Fiir n = 7 finden wir:

Q). (fae) < A(S")—Crz- W (0)]? - ot + Oe,N <a5 log <1 >> )

a
e [iir n = 6 finden wir:

«

9 (fae) < A(S") = Cuz - [W(mo)? - o* log <1> +0:n ().

In allen drei Fillen dominieren fiir hinreichend kleine a die negativen W (z)-Terme
alle anderen Korrektur-Terme. Wir haben also Q7. (fa.c) < A(S"), fiir klein gewihlte
e > 0 und anschlieBend klein gewéhlte o > 0. Somit haben wir Aussage (i) gezeigt.
Wie oben bereits erldutert, folgt dann auch A\(M, [g]) < A(S™), also Aussage (ii). O

Ubung 4.1. Sei B eine reelle, symmetrische n x n-Matrix. Zeigen Sie, dass gilt:

/ (Bz, x) dvol®" ™ = Tn - tr(B) (4.9)
Sn—1

fiir eine positive Konstante ,, die nur von n abhingt, und berechnen Sie den Wert
von .

Diese Formel haben wir im Beweis angewandt, wobei B die Hesse-Matrix der Skalar-
kriimmung war.

Bemerkungen 4.6.

(1) Die Bedingung ,,(M,g) nicht konform flach“ kann man in Satz 4.4 nicht ersatzlos
streichen, denn sonst wére (M, g) = (S™, gsph) ein Gegenbeispiel.

(2) Fiir viele konform flache Mannigfaltigkeiten (M, g) gilt trotzdem A(M, [g]) < A(S™),
zum Beispiel, wenn die Schnittkriimmung K, konstant und < 0 ist (etwa flache
Tori).
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4.2. Existenz von konformen Normalkoordinaten
Fiir einen n-dimensionalen Vektorraum V' setze nun
P (V) = {reelle Polynome auf V, homogen vom Grad m}.

Die Réume P, (V) sind endlichdimensionale reelle Vektorrdume, mehr dazu in Ab-
schnitt 6.5.

Lemma 4.7. Seien 2, ..., 2" lineare Koordinaten des Vektorraums V. Dann gilt fiir

alle m € Ny und alle f € Pp(V):

n

.0
(Z )1 =ms.
=1

Beweis.

Die Aussage ist offensichtlich fiir m = 0 und m = 1. Fiir m > 2 zeigt man sie rekursiv
aus der Derivationseigenschaft des Vektorfelds S, a* - -2;. O

oz
Sei Ag:==—>1", % der Laplace-Operator auf (R”, geyk1). Dann ist

Ao(’Pm([Rn)) - ’meg([Rn).
Fiir r2 = |z = 31| |2%|? ist folglich
72 Ag : Pr(R™) — P (R™)

ein Endomorphismus. Wir werden benétigen, dass dieser Endomorphismus keine positi-
ven Eigenwerte besitzt, deswegen betrachten wir das (komplexe) Spektrum.

Lemma 4.8. Jeder (kompleze) Eigenwert von 12 - Ao auf P (R™) hat die Form \; =
—2j(n—2+2m—2j) mit j =0,...,| %]

Beweis.
Sei PE(R") := P,,,(R") ®g C die Komplexifizierung von P,,(R").
Wir zeigen die Aussage durch Induktion tiber m:

m = 0,1: Die Behauptung ist erfiillt, denn r? - AO‘PC([R") P =0und j =0.
0 (A

m>2:  Seir?.Agf = \f fiir ein f € PS(R")\ {0} und ein A € C. Dann gilt:

A-Aof = Ag(A-f)
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= B0 (%) Bolf) = 2(V7*, Vo) 4 r*ALS

= —2nAyf — 423: iAof +r2ALf

eP;‘i 9
= —2nAof —4(m —2)Aof +12A2f
= rPAZf = (A+2n+4(m —2))Aof .

Ist Agf =0, so auch 72 - Agf =0, also A = 0 = \g.

Ist Agf # 0, so ist A + 2n + 4(m — 2) Eigenwert von 72 - Ag auf PE_,(R").
Nach der Induktionsvoraussetzung ist dann

At 2n+4(m —2) = —2j(n — 24 2(m — 2) — 2j)
fiir ein j € {0,..., [Z52]}. Folglich ist

A= —2j(n—2+42(m—2)—2j) —2n—4(m —2)
- <] n—2—i—2m—2(]—|—1))—2j—i—n—|—2m—4))
= +1)(n—2+2m—2(j + 1)),

undesgﬂtj—i—l6{1,...,[%“. 0

Insbesondere sind alle Eigenwerte nichtpositiv.

Bemerkung 4.9. Umgekehrt ist jedes solche )\; auch ein Eigenwert von r? - Aq auf
Pm(R™). Zundchst kann man mit Lemma 6.12 leicht die Aussage dim 7P, (R™) >
dim Py, —2(R™) zeigen.

Hieraus ergibt sich, dass A : P,,,(R") — Pp,—2(R™) nicht injektiv ist, also Ag = 0 ein
Eigenwert von 72A : P, (R") — Py, (R") ist. Die Eigenwerte A;j, j > 0 erhélt man dann
mit einer Rekursion, die analog zu der im obigem Beweis ist, unter Nutzung der Tatsache,
dass Multiplikation mit 72 jeden Eigenvektor von r2A : P, _2(R") — Pp,_o(R") zum
Eigenwert p auf einen Eigenwert von r?A : P, (R") — Py, (R") zum Eigenwert (—2n —
4(m — 2) + p) abbildet.

Mit denselben Argumenten kann man dann auch die Multiplizititen der Eigenwerte
bestimmen und zeigen, dass dieser Endomorphismus diagonalisierbar ist.

Fiir eine genauere Diskussion und die Anwendung davon auf das Spektrum von S"~!
verweisen wir auf [18, IIL.C.I].

Proposition 4.10. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n >
3, sei g € M, k € Ny und inj(zg) > d > 0. Sei T eine symmetrische (k + 2)-
Multilinearform auf Ty M .
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Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes f € Pria(Ty,M), so dass fir die auf Bs(xo)
definierte Metrik g = e2foeway g gilt:

_k I
Sym(V rlcg) =T.
o
Elemente o = (a1, ..., o) € N§j nennen wir Multiinder, und wir fithren in Koordinaten
r = (z%,...,2") die folgenden Notationen ein:
n
la| = Z o,
i=1
n
2% = H(xZ)ai,
1=1
oM o i .
D, = (@) (@zm) auf C*(M) mit k > |a],
Vo = V'OQ o 5 5 auf CF-Tensoren mit k > |al,
8_17 7?7 YL G
a1 —mal an—mal
— 0 o) o) 0 0 0
Taij = T<ﬁ""’ﬁ""’az_"""’87’833“@)
alrmal oy —mal

fiir symmetrische T' € F((T*M)'a‘”) .

Man beachte, dass der Ausdruck V, nicht invariant unter Permutation der Indizes ist.
Dies ist fiir unsere folgenden Zwecke aber wenig erheblich, da wir nur den symmetrischen
Anteil betrachten werden. Der Ausdruck D, ric;; sollte dann als Dy (ric;;) verstanden
werden, wohingegen bei

g 0
lol pic) o — ; Z v
(V!*ric)qij = (Vqric) ((%Ji’ (9xj)
der Multiindex « fiir die |a|-fache Ableitung genutzt wird, und 7, j sind die Indizes fiir die
urspriinglichen Komponenten der Ricci-Kriimmung in V!?lric, die allerdings erst nach
der kovarianten Ableitung ausgewertet werden.

Beweis.

(a) Seien (z!,...,2") riemannsche Normalkoordinaten um xq bzgl. g. Setze

n

Fy(x) = Z ric;j(z) x'a’ .

ij=1
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Dann haben wir folgende Taylor-Entwicklungen um 0:

k
. 1 . o
ric;j(z) = Z — Z (Dg ric;j) ‘Ox + (’)(rkﬂ)

m=0 |a|=m
n k 1 o
Fy(x) = Z Z g Z (Dq ricyj) ‘Oxaxzaﬂ +(9(rk+3)
i,jil m:O : |Q¢‘:m
k+2

= Z ﬁ Z Z (Dg ric;j) |Oxawixj+o(rk+3).

m=2 i,j=1 ‘a|:m72

= F{™ €Pp(Tuy M)

(b) Wir vergleichen nun die kovarianten Ableitungen mit den iiblichen partiellen Ablei-
tungen in den Koordinaten x = (z!,...,2™). Fiir einen Tensor € T'(T*M @ T*M)
und Indizes i, j, k definieren wir (I'g);; durch

(5 2) (55 ) = 2 (o)) + T

Die Terme (F¢)ijk|$ héngen von den Christoffelsymbolen ab und sind algebraische
Ausdriicke in ¢| , grs|, und den 1. Ableitungen von g, an der Stelle z. Entsprechend
definieren wir den Differentialoperator P, ;; durch

(v) (g am) = 2o (25 5m) ) + P

Induktiv priift man leicht, dass P, ein Differentialoperator der Ordnung < la] —1
ist, dessen Koeflizienten in z algebraische Ausdriicke in g;; und Ableitungen davon
bis zur Ordnung |a| an der Stelle x sind. Schliefllich ist

(Vla‘ ric {O)M.j = Dgricy . + (Pm-j ric) ‘0

—_————
=:5aij

Der Term S,;; ist ein algebraischer Ausdruck in g;; und Ableitungen davon bis zur
Ordnung |a| 4+ 1 an der Stelle 0. Analoge Notationen und Rechnungen nutzen wir
fiir g. Als Koordinaten nutzen wir nun Normalkoordinaten beziiglich g, sowohl, um g,
Varic? und Syi; in Koordinaten zu schreiben, also auch um g, V, ricd und S'aij in
Koordinaten zu behandeln.

Fiir f € Py4o stimmen g;; und g;; und ihre Ableitungen bis zur Ordnung k£ 4 1 an
der Stelle 0 iiberein. Es ist also

Sm'j = Sm‘j s fiir ’Oé‘ < k. (4.10)
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(¢) Die Behauptung der Proposition ist dquivalent dazu, dass es ein eindeutiges f € Ppo
gibt mit

Z Z (SymV rlcg{ > a2tr) = i Z Toij 2%x'a?, (4.11)

az
ij=1 |a|=k 7 i.j=1|al=k

und die linke Seite dieser Gleichung ist gleich

Z Z < rngj> |0x°‘mixj

1,j=1|a|=k

= Z Z (D ricy )‘ —|—SMJ:U ztad
1,j=1|a|=k

n . .

= k! Fé—gk+2)(az) + Z Z Saijrata’ .

i,j=1|a|=k

Wir suchen also ein eindeutiges f € Pyio mit

7y 7 Z 2 (Taij = Sai) *a's”

Aus (2.3) erhalten wir
ric? =ricd —(n—2) - (V2f =V @ Vf)+ (Af —(n=2)|[Vf]*) g

Mit der Schreibweise 9; = a haben wir

(V21)ij = 0:0;f — Z I} Okf = 00, f + O(r*?)
k=1 (’)(7")

und deswegen

Fy) = Fy(@) = (n = 2) > (0,0, (2) + O(*2) = .S (2) 95/ (x) )a'a?

by=1 O(r2k+2)

* Z <Af —(n—=2) |V () )gz‘j($)$ixj

1,j=1 O(T.2k+2)
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= Fy(z) — (n—2) meaaf ZAf gij(@) a'a? + O(r*HY)

1 1
L,j= ,j= —r2

(4.12)

da k£ > 0. Wir berechnen weiter:

inxj(?i@jf(x) = Zx 9 ( xj(?f (x) — Z(mlalf)(x)

i,j=1 i,j=1 =1
= (k+27%f(x) = (k+2)f(2)
= (k+2)(k+1)f(x).

Nun ist nach Gleichung (1.17)?
Af = Aof +O(r")
= r’Af = r*Aof+ (’)(r’“‘g) .
Fiir den homogenen Teil vom Grad (k+2) in (4.12) erhalten wir daher die Gleichung
FE2 = F2) p 02N f — (n = 2)(k + 2)(k + 1)f .
Gleichung (4.11) ist also dquivalent zu
r2Nof — (n — 2)(k3 + 2)(k‘ +1)f

= —FF 4 o Z Z wij — Saij)r®r'al (4.13)

1,j=1|a|=k

Die Zahl (n —2)(k +2)(k+ 1) > 0 ist nach Lemma 4.8 kein Eigenwert von 72Aq auf
Pri2(TeyM). Somit ist 72Ag — (n — 2)(k+2)(k+ 1) -id ein injektiver, also bijektiver
Endomorphismus von Pyo(Ty,M). Daher gibt es genau ein f € Pyyo(Ty, M), das
(4.13) erfiillt. Dieses f ist also auch die eindeutige Losung von Gleichung (4.11) und
daraus ergibt sich die Proposition. O

Ubung 4.2. Beweisen Sie den Satz von Graham: Sei (M, g) eine riemannsche Mannig-
faltigkeit, zg € M und N € Ny. Dann gibt es eine Metrik g € [g] mit

Sym(vkricg) (xg) =0 fir alle k =0,...,N.

und Rijld = g(R(Bi,Bj)Bk, 8@)

?Man kénnte die folgende Formel auch zu Af = Aof + (’)(rk+2) verbessern, dies wird aber nicht

benotigt.
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Lemma 4.11. Sei (M,g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und xy € M. In rie-
mannschen Normalkoordinaten um xo haben wir folgende Taylor-Entwicklungen:

9pa(T)
- .. 1 - ..
Z Rpijq(()) x'r! — 6 Z 8kRp,~jq(0) Z x]xk

51"1 -
1,7,k=1

Wl =

i,j=1
- i {i Bie Rypijg(0) — 2 i sz’jm(O)quem(U)}xixj kot
0,5k, =1 20 = m=1
+0(r°) (4.14)

det (gpq(x)) =

1 & o1 & .
1-— 3 Z By () as? = 6 Z O ric;;(0)alxd ¥
17]:1 17],k:1
n 1 . 1 n
_ Z {2—0 8135 Iic;; (0) + 92 Z

6,4k, 0=1 pm=

— 1_18 ric;;(0) rickg(O)} rizizkat + O(r®). (4.15)

Rypijm (0) Rpkem (0)
1

Hierbei schreiben wir: 8,@ ric;j = OpOgric;;.

Wir benutzen hier die Konvention R;jrs = g(R(0;,0;)0k,0;). Und es gilt dann

n
Z ric;;(0) ricke(0)z'zi ¥ 2t = ric (X, X)?,
1,5,k ,0=1

falls =+ = exp, (X).

Beweis.

(a) Seien V.Y € T, M mit |V| = 1. Sei J das Jacobi-Feld lings der Geodatischen
7+ exp,, (rV) = ¢(r) mit Anfangsbedingungen J(0) = 0 und J'(0) := ¥.J(0) =Y
ist, d. h. J erfiillt die Jacobi-Gleichung

J'=-R(J, ). (4.16)

Wir erhalten J durch Ableitung einer geodétischen Variation, namlich als

J(r) =2

= eXPy, (T(V + sY)) .

s=0
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Man errechnet daraus, dass das Differential von exp, gegeben ist durch

)=

dexp,, |

Fiir z = exp,, (rV), rV = >, 2'0; und n = dexp,, ‘TV(Y) =>""  n'0; ist dann

o) 1P = g, m) = 5 9(J (1), (1)

Die Taylor-Entwicklung der Metrik ldsst sich daher durch die Taylor-Entwicklung
der Jacobi-Felder als Funktion in r berechnen.

(b) Wir differenzieren dazu die Jacobi-Gleichung (4.16) nach r und erhalten:

J' = —R(J,c/)c/

J" = —VuR(J,d)d-R(J. )

JW = V2 R(Jd)d—2VuR(J ) —R(J' )

JO = — (V3 R)(J.d) =3 (VER) (J,d)d —3VuR(J'.d)d —R(J",. ).

An der Stelle » = 0 erhalten wir aus den Anfangsbedingungen von J:

JO) = 0

J0) = Y

J'0) = 0

J"0) = —RY,V)V
JD0) = —2(VyR)(Y,V)V
JO0) = =3(ViyR) (Y, V)V +R(R(Y,V)V,V)V.

Daraus erhalten wir die Taylor-Entwicklung:

1
L
r3 r4
= 2 ry — ER(Y,V)V— Z.Q.VVR(Y,‘/)V
ro 2
i 6
-5 (VB VR V)V = R(R(Y.VIV,V)V) + O(r9)

2 3
= Y] = (R VIV,Y) = =(VVR(Y,V)V.Y)

1 1
+ T4{% ‘R(Ya V)V’2 - %<v%/,VR(Y7 V)V7 Y>

+ @<R(R(Y, V)V, V)V,Y>} +0(r)
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7,2

= |Y)?- 3 (RY,V)V,Y) — %(VVR(Y, V)V,Y)

2 1
+rt {EyR(Y, V2 - % (VY vR(Y, V)V, Y>} +0(r?)

1 & o 1 & o
ZJ:l Z,]Ji':l

+ {4— S Ryigm(0) 172 Ry (0) "

1,5,k £m=1
1 n
k£ -y
T2 Z it Rpijq(0) ¥ npwzwjnq}-
4,5,k =1
Ein Koeffizientenvergleich liefert fiir die Taylor-Entwicklung der Metrik die Formel
(4.14).

(c) Die Matrix (gpq)p besitzt die Darstellung

(990)pger..n = EXP(A(@)) +0(r%), (4.17)

wobel wir definieren

I PP o
—3 Y Ryijq(0) 2'a’ — 8 Y OnRyijg(0) a'alah

i.j=1 0.5 k=1

n
1 .
o Z { 20 8k€ pqu 90 Z Rpwm mkéq(o)} 1'Z$J$k$£ (4.18)

1,5,k ,0=1

und wobei EXP(A) = >\, %Ak die Matrix-Exponentialfunktion bezeichnet.
Denn

1 n
EXP(A)pg = Opg+ Apg+5 D ApmAmg + O(r°)
m=1

1 « T i
= Opg — 3 Z Ryijq(0) 2’z — 6 Z Ok Rpijq(0) 2

iJ:l '7.7 k=1
_ {%3;31 pigq(0 90 Z Rpijm (0) Rinkiq (0 )} g kol
i,j,k,f:l
1 1 n e 5
+§ 9 Z Rpijm(O)Rmkgq(O):C r’xx" + O(T‘ )
i7j7k7€7m:1
= gpg +O(r )

Daraus ergibt sich

tr(A(z)) == — é Z ric;;(0) x'x! — é Z O ric;; (0) a2l z”

ij=1 i.j,k=1
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n n
1 . 1 o
- g 2—03,%751"1(:,5(0)—1—% E Ryijm(0) Rkep(0) ¢ aladaba® .
i7j7k7£:1 mvpzl
(4.19)

Mit Lemma 4.12 erhalten wir nun die Taylor-Entwicklung des quadrierten Volumen-

elements:
det (gpq(x))
= det (EXP(A(w)) + o(r5))
—  det(EXP(A(2)) ) + O(r”)

(4-20) etr(A(x))—i-(’)(rS)

= 1— § Z I‘iCij(O) ! — 6 Z Ok I‘iCZ‘j(O) wlx]xk

t,j=1 i,5,k=1
= 1 JR— -
— Z 2—08,37£ricij(0)+% Z Rpijm(O)Rmkgp(O) 2iad gkt
’i7j,k7£:1 mvpzl
11 ¢ i (0) Tics(0) izl okt 5
_|_§§ Z ric;;(0) ricge(0) z'a’z 2" + O(r°) .
’i7j,k7£:1 ‘:‘

Lemma 4.12. Fiir jede Matrix A € Mat(n x n,C) gilt:

det(EXP(A)) = ") (4.20)
Beweis.
A
(a) Sei A = eine Diagonalmatrix. Dann gilt
An
eM

det <EXP(A)> — det

e>\1++)\n

etr(A) ]
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(b) Sei nun A diagonalisierbar, d.h. es gibt ein S € GL,(C), so dass S - A - S~! eine
Diagonalmatrix ist. Wegen S - A¥ - =1 = (§- A - S~1)¥ gilt dann:

det (EXP(A)) = det (S -EXP(4) -5
= det (EXP(S-4-571)
@ er(s-A-571)
_ etr(A) )

(c) Da {A € Mat(n x n,C)|Adiagonalisierbar } in Mat(n x n,C) dicht liegt und
beide Seiten der Gleichung (4.20) stetig in A sind, gilt die Gleichung fiir alle
A € Mat(n x n,C). 0]

Ubung 4.3. Zeigen Sie: {A € Mat(n x n, C) | A diagonalisierbar } liegt in Mat(n x n, C)
dicht.
Hinweis: Es geniigt zu zeigen, dass

{A € Mat(n x n,C)| A hat paarweise verschiedene Eigenwerte }

in Mat(n x n,C) dicht liegt. Hier ist die Jordan’sche Normalform hilfreich.

Beweis von Satz 4.1.

(a) Durch vollsténdige Induktion nach N zeigen wir, dass fiir jedes N € N die Metrik g
konform so geéndert werden kann, dass in riemannschen Normalkoordinaten gilt:

det(gpg(z)) =1+ O(rV ). (4.21)

Fir N = 1 gilt dies in riemannschen Normalkoordinaten bereits ohne konforme
Anderung.

Es gelte also nun die Gleichung (4.21) fiir ein festes N € N. Fiir die Jacobi-Felder
J im Beweis von Lemma 4.11 finden wir durch sukzessive Differentiation unter Ver-
wendung von J(0) = 0.

JE0) = —(k—-2)V5? (R(Y, X)X
+Terme niederer Ableitungsordnung in R
1 2 k=3 k!
— SR = -2k (VAP R XOX Y )

+ Terme niederer Ableitungsordnung in R

Mit N = &k — 2 folgt

det(gpg(z)) = 1+en Z Z <Va ric;; (0) + Baij)xaxixj + (Q(TN+2) ]
i,j=1|a|=N—-1
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Hierbei ist By;; ein algebraischer Ausdruck in R und Ableitungen bis zur Ordnung
N — 2 von R. Sei nun T' die Symmetrisierung des durch —B,;; gegebenen Tensors.
Nach Proposition 4.10 gibt es genau ein Polynom f € Pni1(Ty, M), so dass fiir
g = €% . g der Ausdruck Sym(vNi1 ricd —T') verschwindet. Hierbei bleiben die Byj,
da sie nur von Ableitungen niederer Ordnung abhingen. Wir erhalten hieraus

det (gpq(2)) =1+ O(TN—'—Z) :
Der Induktionsschritt ist somit gezeigt, und die Aussage folgt also fiir alle N € N.

Sei nun det(gyq(z)) = 1+ O(r®). Aus den Termen zweiter Ordnung der Taylor-
Entwicklung (4.15) erhalten wir ric;;(0)a’2? = 0, also ric g, = 0- Es folgt:

|$0 |1:0

und scal(zg) = 0. (4.23)
Aus den Termen dritter Ordnung der Taylor-Entwicklung (4.15) erhalten wir

n

0= Z O ric;;(0) atalah = Z (Vkric)(ai,aj){oxixjxk

i,5,k=1 i,5,k=1
n . .
= Z Sym(V ric) (0, 05, @){Omlﬂmk (4.24)
’i7j,k:1

wobei wir
(Vg ric)(0;, 8j)|0 = (ak l“iCij) (0) — ric(Vkal-, 8J) ‘0 — l“iC(ai, Vka]) ‘0
= (8k ricij) (0)

genutzt haben. Wir haben somit Sym(Vric)|, = 0, und wir rechnen dann fiir £ =
1,...,n:

0 = 3ZSym(V ric)(0r, 95, 9;) |,
i=1
= Z (Vg ric(@i, 82)‘0 + V; I‘ic(ag, ({91) ’0 + V; ric(@i, 3@)‘0)
i=1
= Vgscal| + 2(div ric) |o(De)
@10 2V scal lo -

Mit dem bereits bewiesenen scal(0) = 0 folgt dann scal = (’)(r2).
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(d) Aus den Termen vierter Ordnung der Taylor-Entwicklung (4.15) erhalten wir nun:

n

9 o
S (0B rici(0) + S Ryijo(0) Rui (0) ) w'alata’ = 0. (4.25)
i,5.k,0=1

Fiir p # v setzen wir in (4.25) a# = t, 2¥ = s, 2' = 0 fiir alle 4 # p,v. Ein
Koeffizientenvergleich fiir das Monom st? liefert an der Stelle 0 = x:

2 2 2 .
0 =0y, , ricy, +0,, ricy, +40;, , ric,,

2 n
+ 9 Z(QRpmepwm + WopwmWpuwm + 2WpumWppum + WPVMWWPVMW) :
p,m=1

Diese Gleichung gilt fiir 4 = v, was man wiederum aus * = 1 und z* := 0 fiir i # p
leicht folgert. Summation iiber v und p liefert daher an der Stelle 0 = xg:
0 = —Ascal—Ascal+4 div (div ric)
——

1
sV scal

2 n
5 (2ric P+ WE+2 Y WoamWosm + W)
u,l/,m7p:1
‘ 2
(4.26) —4A scal—|—§ 3w

Hierbei haben wir die 1. Bianchi-Identitit benutzt, um die W-Terme zu identifizieren:

A = Z WopwmWpwum

/J‘vl/ymyp:l
n

= Z (szpm + vaum) ) (Wvupm + WMPVm)

w,v,m,p=1
= —|W|+3A.
— 24 = |[W}. (4.26)

(¢) Sei nun N > 4 und g bereits konform so geéindert, dass det(gyq) = 14+ O(rV 1),
Setze g == h - g, wobei h in einer Umgebung von xg so gewihlt wird, dass in g-
Normalkoordinaten gilt: det(gyq) = 1, d.h. h == det(gpg)~Y/™ = 1+ O(rV+1). Dann
gilt:

scald(zg) = 0

Vscald(xzg) = 0

= = 1
AYscald(xg) = 6 ‘W(m0)|2

Hier gehen nur Ableitungen von g bis zur Ordnung 4 < N an der Stelle xg ein, die
mit denen von g iibereinstimmen. O






5. Der Satz von der positiven Masse und
die verbleibenden Falle

Das Ziel dieses Kapitel ist zu zeigen, dass die Aubin—Schoen-Ungleichung in den ver-
bleibenden Fillen, ndmlich im Fall n € {3,4,5} und im Fall W # 0 aus dem Satz von
der positiven Masse folgt. Dieser Satz wird oft auch das ,,Positive-Masse-Theorem® ge-
nannt. Wir gehen hier dhnlich wie im Ubersichtsartikel von Lee und Parker [44] vor, der
wiederum von Schoens Originalarbeit [50] inspiriert ist. Den Beweis des benétigten Satz
von der positiven Masse werden wir allerdings nur im Fall ausfiithren, dass eine endliche
Uberlagerung von M spin ist, siche Sitze 5.35 und 5.39. Dies ist eine kompaktifzierte
Variante von Wittens Beweis, in dem Witten spinoriellen Methoden nutzte, um den Satz
der positiven Masse zu zeigen [63, 47]. Die kompakte Version wurde in [5] vertffentlicht
wurde und kommt ganz ohne die sonst iibliche ,asymptotisch euklidische Analysis in
gewichteten Rdumen“ aus.

Da das Yamabe-Problem im Fall \(M, [g]) < 0 geldst ist, nehmen wir in diesem Kapitel
immer A\(M, [g]) > 0 an.

5.1. Green-Funktionen von Y und die Umstiilpung

5.1.1. Green-Funktionen von Y

Sei (M, g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3 mit
A(M,[g]) > 0. Nach Lemma 3.17 gibt es dann eine Metrik g € [g] mit positiver Skalar-
kriimmung.

Wir wenden Lemma 1.80 und Bemerkung 1.88 (a) aus Abschnitt 1.11 fiir ¢ = 0 und fiir g
statt g an. Dann existiert also eine eindeutige Green-Funktion Iy, von Y9 an der Stelle
zg. Die Green-Funktion 1_“360 ist zunéchst als Distribution zu betrachten. Nach Fixierung
der Metrik g (oder genauer: der zugehérigen Volumenform dvol?) definiert jede Funktion
Fin LllOC eine Distribution ¢ — fM Fyp dvold =: (F, ¢)g. Der Index g deutet hierbei an,
dass diese Identifikation von g abhéngt.

Lemma 5.1. Sei (M, g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion n > 3, und sei g = fP<=2 . g fiir eine positive Funktion f € C°°(M). Wir nehmen
an, dass eine Green-Funktion fxo von Y9 an der Stelle zq existiert. Dann ezistiert auch
eine Green-Funktion Iy, von Y9 an der Stelle x¢ und es gilt im Sinne von Funktionen
in Li (M \ {xo}) oder in C=°(M \ {zo})

loc
Luo(y) = f(20) - f(y) - T (y) - (5.1)
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Beweis. .

Wir haben dvol? = f2(#e=?) dvol? = fP< dvol?, da %(pc — 2) = pe fiir p. = 2n/(n — 2).
Nach Korollar 2.7 ist Y9 = fl=Pc oY o f.

Es gilt dann fiir jedes ¢ € C*°(M)

(Oa0,) = (T Y990)

- [r (g)dvolg

M

N / Tuo - 177 YI(fip) f2772 dvol?

M

- / Dy 177 YO(f0) f7° dvol?

M
= /fJCO-Yg(f(p)f dvol? .
M
Wir setzen nun ¢ := f~ 1 fiir eine Test-Funktion 1) € C>°(M) und erhalten

1
(020,0) = f(UUO)mWwO)

f(xo)(éivo’ fﬁlﬂ))
= /(f(xo)ffm) -Y9(xp) dvol? .

M

Dies bedeutet, dass die durch

gb—>/ (20) fTa) -0 dvol? (5.2)
M ys (:vo) f@W) T (v)

definierte Abbildung eine Distribution definiert, die beziiglich der durch dvolY induzier-
ten Paarung eine schwache Losung von Y9(I',,) = d,, ist. Diese Distribution ist somit
eine Green-Funktion von Y9 an der Stelle zy und wird deswegen auf M \ {z} durch
eine glatte Funktion I';, dargestellt, und ein weiterer Blick auf (5.2) ergibt (5.1).

O

Im folgenden sei r := d(xq, *) also die Distanz von x.

Definition 5.2. Fiir 7 € R definieren wir:
oWy s f e VifFeo(r™) firi=0,...,k. (5.3)

Statt @M (r7) schreiben wir @’ (r7) und statt O (r7) schreiben wir O”(r7).
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Proposition 5.3. Sei (M, g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der Di-
mension n > 3 mit \(M,[g]) > 0. Zuxo € M setze G = 4(n—1)-wy_1-T'y,. Sei ferner
n € {3,4,5} oder (M, g) konform flach nahe xo. Dann gibt es ein A € R, so dass nach
geeigneter konformer Anderung der Metrik in Normalkoordinaten um o gilt:

G = "+ A+0"(r) firr /0. (5.4)

Beweisskizze.

(a) Im Fall n € {3,4,5} wenden wir eine leicht verénderte Version von Satz 4.1 fir
ausreichend grofies N an. Die so erhaltene Metrik nennen wir wieder g statt g, und
wir nutzen nun g-Normalkoordinaten um xg, statt der Koordinaten aus Satz 4.1.
Wir erhalten dann in Normalkoordinaten um xg:

det(gij) = 1+ O(’I“N) mit N >n—1
scaldy = O(’I“Q) .

Wir schreiben v := \/det(g;;) = 1+ O(TN ) fiir die zugehorigen Volumendistortion.
Man kann hierbei durch potenzielle Einschrankung auf eine kleinere Umgebung und
konforme Anderung leicht O(’I“N) bzw. O(r2) zu OK) (TN) bzw. OF) (7“2) verbessern.
In Normalkoordinaten berechnet sich AY als

Ady — _% Z 8i(vgij(9ju) (5.5)
ij=1
- _% > (@) gY05u = Y 9i(970u) (5.6)
i,j=1 6,j=1

siche [22, Kap. I, Abschn. 1, (33)]. Mit Ay bezeichnen wir nun den euklidischen
Laplace-Operator auf dieser Koordinatenumgebung. Fiir eine um z( radialsymme-
trische Funktion w gilt auf Grund des Gaufl-Lemmas — Z?j:l 0; (gij(?ju) = Agu. Ist

also u € O®) (r7) radialsymmetrisch, so haben wir:

(Ag — Ao)u = o1 <’I“N+T72) . (5.7)

‘ —

Damit berechnen wir mit a = 47—

[\

Y (G — 7“2771) = 4(n — 1) CWn—1 5$0 —a- AO (727”)
—a- (A% = Ag) (r*7") — scal? 1"
c Ok=1) (pN—n) € 0k) (p4—n)

€ (’)(k—l)(r—l)
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fiir beliebig groBe k. Wihle R > 0 so, dass der Ball Bg(xg) im Normalkoordinaten-
gebiet enthalten ist. Fiir jedes ¢ < n ist r—! € LY(Bg(g)), denn

/ r~4dvolY < o0

Br(zo)
R
& /r_q+"_1dr < o0
0
o —gd+n—-1 > -1
& g < n.

Fiir jedes solche ¢ < n ist daher nach dem Satz {iber lokale elliptische Regularitat 1.72
G —r*" € H** (Bpy(9)) -
Der lokale Sobolev’sche Einbettungssatz 1.53 liefert weiter
G-r*"e CO’K(BR/At(l“O))

fiir jedes k € (0, 1), denn fiir ¢ < n ausreichend nahe an n gilt k < 2—%. Insbesondere
ist G —727" stetig in 0; setze also A := (G—r>"")(0). Aus G—r>"" ¢ CO”'“(BRM(xO))
folgt dann zumindest G = r?~"+ A+O(r*) fiir alle £ € (0,1). Eine genauere Analyse
des O(r")-Terms, siche [44, Lemma 6.4 (a)] liefert die volle Aussage des Lemmas.

(b) Sei nun (M, g) konform flach nahe zy. Wir wihlen eine konforme Anderung der
Metrik, so dass in Normalkoordinaten um zq gilt:

gij = 0ij
scaly = 0
AV = Ag.

Die Rechnung in (a) zeigt, dass in diesen Koordinaten Y (G — r>~") = 0. Nach dem
Satz iiber lokale elliptische Regularitit 1.72 gilt dann G — 2~ € C*°(Bg(z0)) und
insbesondere G = 72" + A + O"(r). O

Bemerkungen 5.4.

(a) Eine etwas stérkere Version der Proposition findet sich in [44, Lemma 6.4 eq. (6.2)].

(b) Ohne die Bedingung n € {3,4,5} oder (M,g) konform flach haben wir stets eine
Entwicklung der Form

n—2

G = ™. <1 + Z ¢k> + c-log(r) + (’)”(7"0)
k=4

mit ¢y € Pr(Ty, M), siehe [44, Lemma 6.4 eq. (6.2)]. Der logarithmische Term
verschwindet, falls n ungerade ist.
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(¢) Wieso verschwinden unter diesen Voraussetzungen alle Terme negativer Ordnung mit
Ausnahme des Hauptterms? Da die hierbei auftretenden Potenzen und Dimensionen
etwas willkiirlich erscheinen, wollen wir einige tiefere Griinde fiir diese Asymptotik
angeben. In the Theorie der Pseudodifferentialoperatoren auf kompakten Mannigfal-
tigkeiten sieht man, dass man jeden elliptischen Differentialoperator, also auch Y , bis
auf Glattungsoperatoren invertieren kann, d. h. es gibt einen Pseudodifferentialope-
rator P der Ordnung —2 so, dass S :==id—Y o P und T := id— PoY Glattungsopera-
toren sind. Glattungsoperatoren sind dadurch charakterisiert, dass ihr Integralkern
eine glatte Funktion C>°(M x M) ist. Ist der Differentialoperator invertierbar, was Y
nach Annahme erfiillt, kann man anschlieBend einen Glattungsoperator ¢ bestim-
men, so dass P + @ das Inverse ist. Sei nun k, bzw. k, g der Integralkern zu P
bzw. P + . Dies ist eine Distribution auf M x M, die abseits der Diagonale glatt
ist. Man sieht nun I'y, = kpig(e, o), also G = 4(n — )wp—1kp1g(*,zo). Pseu-
dodifferentialoperatoren besitzen eine asymptotische Entwicklung, die durch Fou-
riertransformation aus dem Symbol-Kalkiil herriihrt. Dies bewirkt, dass kp(e,x)
Terme besitzt, die in r entweder homogen von Ordnung k € Z sind, k > 2 — n,
oder die Produkt von solchen Termen mit Potenzen von log(r) sind. Die Terme in
der Entwicklung von P mit £ < 0 sind hierbei lokale Ausdriicke. Der Operator )
tragt nur Ausdriicke mit Homogenitidt > 0 bei, sind also in den negativen Termen
nicht sichtbar. Leicht berechnet man auch den fithrenden Term als 72~". Wenn wir
die logarthmischen Terme der Einfachheit halber ignorieren, erhalten wir also eine
Entwicklung der Form

n—3
G = . <1 + Z?/)g) + log-Terme —+ OI/(’I“O) ,
=1

wobei 1y homogen von Ordnung ¢ ist. Wir fragen also préziser: wieso verschwinden
die Terme 1y unter unseren Voraussetzungen? Fiir n = 3 ist dies offensichtlich, sei
also n > 4. Nun ist zu bemerken, dass die Entwicklung sehr von der verwendeten
Karte abhéngt. In einer beliebigen Karte wird ; nicht verschwinden, wohl aber
in Normalkoordinaten. In Dimension n > 5 muss auch v betrachtet werden. Der
Term 12 héngt in Normalkoordinaten linear von Ric . ab,, verschwindet also auf
Grund der Wahl von konformen Normalkoordinaten. In Dimension n > 6 muss man
im allgemeinen mit 3 #Z 0 rechnen. Allerdings ist dann der Fall W = 0 speziell,
da g dann auf einer Umgebung von z flach gewéhlt werden kann, wodurch alle 1),
verschwinden. Ahnliches gilt auch jeweils fiir die logarithmischen Terme.

Folgerung 5.5. Sei (M, g) und zg € M wie in Proposition 5.3, und zusdtzlich sei M
zusammenhdngend. Dann ist Tz, > 0 auf M \ {xo}, also auch G > 0.

Beweis.

(a) Die Formel (5.1) zeigt, dass das Vorzeichen der Greenfunktion bei konformen Ande-
rungen der Metrik erhalten bleibt. Nach Proposition 5.3 ist nach einer geeigneten



170 5. Der Satz von der positiven Masse und die verbleibenden Félle

konformen Anderung G = 4(n — 1w, 1Ty, = r*™™ + O(1) > 0 nahe zy. Somit ist
I'z, > 0 auf einem Ball B, ().

>

(b) Nach einer geeigneten konformen Anderung kénnen wir annehmen, dass scal? > 0.
In M\ {zo} gilt die Gleichung

Y([z) = (a9 +gcal?)(Ty)
>0
= 0

im klassischen Sinn. Aus dem Maximum-Prinzip 1.54 folgt dann

i Tr = i T > 0.
2 M\B. 3 (x0) (@) 2€0B. 13 (w0) 0 (@) O

5.1.2. Die Umstiilpung des euklidischen Raumes

In diesem Unterabschnitt fithren wir nun die ,,Umstiilpabbildung®“ des euklidischen
Raumes ein, die oft auch als ,Inversion an der Einheitssphiire S"~1¢ bezeichnet wird.
Wir definieren dazu auf (R", geux1) die Umstiilpabbildung

USA:R"\ {0} — R"\{0}
Y
Yy = ? )
wobei g := |y|. Offensichtlich ist USA ein Diffeomorphsmus mit USA = USA™1.
Wie sieht die euklidische Metrik geuq in den umgestiilpten Koordinaten aus? Wir be-
rechnen dazu das Differential von USA:

OUSA® & oy 2y
gyt 0 0!
= 0 (07 —207%'y")
wobei i, € {1,2,...,n}. Damit erhalten wir fiir die Koeffizienten der Metrik:
< OUSA™ 9USAP
USA* eukl ;5 — eukl)ag - ; : ;
( Geukl) > (Geurd)as By By

O67/3:]‘
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n
= ) Gap-ot (07 =207y - <5§3 - 2Q*2yjy5>
a,B=1
L (8 — 4072y + 4o Yy'y o)
)

-
ot 5. (5.8)

Somit ist USA*geuld = 0% - geun1. Insbesondere ist USA € Conf(R™ \ {0}).

Nach Beispiel 1.89 ist fiir n > 3 die Funktion y = m—=y5—- ly|>~" eine Green-Funktion
n—1

des euklidischen Laplace-Operators Ag = AYeukl das heifit W 0% o = |y ist
eine Green-Funktion des euklidischen Yamabe-Operators. Somit erhalten wir in obiger
Notation G = p*>~". Insbesondere ist GPe=2 = oC2=MPe=2) = p=4 also USA*geuus =

-2
GPe * Jeukl-

5.1.3. Umstiilpung kompakter Mannigfaltigkeiten

Nun fiihren wir eine analoge ,,Umstiilpung” fiir geeigenete geschlossene riemannsche
Mannigfaltigkeiten ein. Dies fithrt zu asymptotisch euklidischen Mannigfaltigkeiten, die
wir zunichst definieren wollen. Sie werden in Abschnitt 5.3 vertieft und spielen eine
wichtige Rolle in der allgemeinen Relativitétstheorie.

Definition 5.6. Eine vollsténdige riemannsche Mannigfaltigkeit (]\//.7 ,§) heifit asymp-
totisch euklidisch von der Ordnung O"(o™7) 7 € R, falls es ein Kompaktum K C ]/\4\,
ein R > 0 und einen Diffeomorphismus 1 : M \ K — R™\ Bgr(0) gibt, so dass fiir die
Metrik h := (p~1)*g gilt:

hij — 51']' S O”(Q_T) fiir o 00. (5.9)

Die Funktion o : M\\K — R, o(z) = ||¥(x)|| nennen wir die Radius-Funktion zur Kar-
te 1. Eine Karte v, die obige Eigenschaft erfiillen, nennen wir eine auf einer Umgebung
von oo definierte asymptotisch euklidische Karte.
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(>

Es sollen auch die analogen Definitionen gelten, wenn man iiberall O”(p~") durch
O'(077) bzw. O(p™ ") ersetzt.

Wir erhalten solche Mannigfaltigkeiten aus der Umstiilpung kompakter Mannigfaltigkei-
ten.

Definition 5.7. Sei (M, g) wie in Proposition 5.3, sei xyp € M wieder beliebig, und
sei G wie in Proposition 5.3. Setze M := M \ {zo} und § := GP*~2 . g. Dann heifit
(M,g) die Umstiilpung von (M, g) an der Stelle xg.

Bemerkung 5.8. Nach (2.7) ist

scal/ = G'PY(G) = 0. (5.10)

Proposition 5.9. Sei (M,qg), zo € M, G wie oben, d. h. wie in Proposition 5.3. Die
Funktion r sei auf einem Ball um xy mit geniigend kleinem Radius durch r(x) =
d(x,x0) definiert, und aufSerhalb dieses Balles sei r glatt und positiv fortgesetzt. Dann
ist (]TJ\ ,§) asymptotisch euklidisch der Ordnung

1, fallsn = 3,
2, fallsn > 4,
n— 2, falls M konform flach.

In geeigneten Koordinaten y = (y',...,y") (,umgestiilpten konformen Normalkoordi-
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naten“) mit Radius-Funktion

gilt fir v :=r""2.G:
vy o= 14+A4-2"+0"(e') (5.12)
det (@-j)l.j = ¥+ 0"(o'™) (5.13)
g = "7 (0 +0"(e7?)) (5.14)
dely = @ P2, (5.15)

Sei weiter 6% =D y?jazi das zugehorige radiale Vektorfeld und Sg;(00) = 0 (00)-

Dann gilt fiir X € T'Sy;(00)

0

G —,X) —0 5.16

g( 9% (5.16)
Falls (M, g) konform flach ist, so lisst sich (5.14) zu

Ty = 0y (5.17)

verbessern.
Bewets.
(a) Seien z!,..., 2" konforme Normalkoordinaten um zy wie in Proposition 5.3. Setze

y =r"2.27 r:= x|, 0:=r"! =|y| und (5.11) ist dann bereits klar. Offenischtlich
gilt dann auf dem gemeinsamen Definitionsbereich y = USA oz und x = USA o y.
Deswegen ist es sinvoll, y umgestiilpte konforme Normalkoordinaten zu nennen.
Nach Proposition 5.3 ist

v o= .G

_ Tn72 . (T2fn +A—|—O”(T‘))
= 1 —}—A-’I“n72 + O/I(Tnfl)
= 14+ A 92711 + OI/(Qlfn) )

Somit ist auch (5.12) gezeigt.

(b) Ab jetzt werden wir Indizes beziiglich der Koordinaten x!,... 2" mit a und 8

bezeichnen und Indizes beziiglich der Koordinaten ', ..., %" mit ¢ und j. Wie zuvor
gilt dann
ox®
oy’
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o O N
- (5% — 207 2yiy) -2 .
v O;@ (07 = 207%'y") 55
Wir erhalten also:
i (o
gl] y - g ayza ay]
o 0
- Pc—2 i
“ g<3yi’3yj>

— Zn: o t.GreT2 g ((55‘ - 2Q*2yiy°‘) . %, ((%B - 2972?/‘?/6) : %)

a,f=1
n . .
= Y 0GP gag - (07 —207%yy%) - <5f - 2@’2yjy5>
Byl ~
=605+0" (r2)
n .
= Z rd.Gre=2. 9o - (5? — 27’_2331330‘) . <5j6 - QT_QCCJCUﬁ) (5.18)
a,B=1 5 9
=050 (r2)

= pt.gre2. (517' — 42T 4 4r_4xixjr%+ o" (7«2) . (9”(1))
=0
= . GF? (0 + O (r?))
Defv a4 (742—71 "Y)pC_Q (8 + (’)”(7“2))
= (0 +0"(r))
= (a0

In der letzten Zeile benutzten wir O”(r?) = 0”(0?), was im Punkt (c) gezeigt
werden soll.

(c) Wir zeigen nun fiir k € R: O”(r¥) = 0”(o7%). Aus den Definition heraus ist offen-
sichtlich, dass O(rk ) = O(g_k ) Um die ersten Ableitungen zu kontrollieren, rechnen
wir:

IV flg =G 2NV [l = (1 +0M)r Vi,
was
IVflg € O(r"“l) <~ |Vfl; € (9(9*'“1)
und somit O'(r¥) = O’ (o™") liefert.

Um die zweiten Ableitungen zu kontrollieren, wollen wir eine dhnliche Rechnung-
durchfiihren, allerdings mit einem wesentlichen Unterschied: Vf € Q!(M) ist un-
abhingig von der riemannschen Metrik, aber nicht V2 f. Aus Formel (2.1) ergibt sich
mit der Notation u = log G%(—2)

VIVFf=VIVf+Vua Vf+VfeVu— (Vu,Vf) g,
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wobei (e, ) die zu g duale Metrik auf T*M ist. Aus Proposition 5.3 folgt Vu =

%%G € O(r~'). Wenn wir also |V f|; € O(r) annehmen, so gilt

VIV flg € O(1) < [VIVSly € O(1) <= [VIVf]; € O(07?).
Auf analoge Art und Weise zeigt man O (r¥) = 0" (o™") fiir alle k € R.
Mit 472 =1+ (p.—2) - A- 0> "+ O"(o'™™) erhalten wir:
Gij = 0ij = (TP —1) 8+ 0"(07?)
= (pc=2) A" 0+ 0" (0'7") + 0"(e7?)
_ O//(QQ—n) + O”(gl_n) + 0/1(9—2)
_ O//(QQ—n) + 0/1(9—2)
0" (o™ fiirn = 3,
0" (072 fiirn > 4.

Ist (M, g) konform flach, so gilt (nach geeigneter konformer Anderung) in riemann-
schen Normalkoordinaten g,g = dqp, d.h. der O”(TQ)—Term in (5.18) fallt weg.
Gleichung (5.17) folgt unmittelbar aus der Definition von 7 und der Konstruktion
von ¢. Es folgt dann mit (5.8) in umgestiilpten konformen Normalkoordinaten

Gij =0 = (TP =1)0; =0"(*").
alsoT=n—2.

In der Beweisskizze von Proposition 5.3 wurde fiir jedes N > n — 1 eine Metrik ¢
gewihlt, so dass in g-Normalkoordinaten (also: in konformen Normalkoordinaten bis
auf 0" (r’¥)-Terme) gilt

det (gaﬁ)aﬁ =1+ O//(TN) ’

falls n € {3,4,5}. Der Term O” (’I“N ) verschwindet im konform flachen Fall, gilt also

insbesondere fiir alle N > n — 1. Die Inversion z — y = z/|x|? ist konform mit

dem konformen Streckfaktor r—2 = |z|~2 = ¢?. Somit erhalten wir in umgestiilpten

konformen Normalkoordinaten det (gij> = <1 + O”(Q*N)>g*4". Mit G = o2
ij

folgt in umgestiilpten Koordinaten:

)

_ ,}/ch (1 + O//(Ql—n))

Wir haben dp = —r~2dr, somit auf Grund des GauB-Lemmas
Ao} = e = rG2 P fdrf2 = 427l dr 2
~—~—

=1
weil =4 = (2 — pc)(n — 2).
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(h) Seien x und y die oben definierten Karten, und wir schreiben Sy7(o) fiir die Menge
aller y € M mit o(y) = 0o. Sei S""1(rg) C R™ die Sphére von Radius ro um 0. Sei
m € Sy;(00), d-h. o(m) = go = 1/r(m). Nach Definition von S(0o) bildet dy den
Raum 75, S7;(00) isomorph auf Ty(m)Sn_l(Qo) ab. Wegen y = USAox sieht man auch
leicht, dass dx den Raum T),S+7(00) isomorph auf T,,)S" 1(1/00) abbildet. Da
die z-Koordinaten g-Normalkoordinaten sind, folgt daraus mit dem Gauf3-Lemma,
dass T;,S7;(00) das orthogonale Komplement zu % ist. In anderen Worten: fiir alle
X € TS+(e0) gilt g(X, 2Z) = 0.

Wenn wir nun a% = g—z% = —7“2% verwenden, so erhalten wir
0 0 0
7 —,X> = GPe2 (—,X) =GP 22 (—,X) =0.
g(@g g 0o " or

5.2. Die Test-Funktionen

Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit wie in Proposition 5.3, zyp € M und sei
(Z\/Z ,g) die in Definition (5.7) definierte Umstiilpung, welche eine asymptotisch eukli-
dische Mannigfaltigkeit ist. Wir konstruieren — unter der Annahme A > 0 — in die-
sem Abschnitt Test-Funktionen ¢, € HY2(M) fiir geniigend groe o € R, so dass
E9(pq) < A(S™). Unser Beweis ist inspiriert von [44, Proposition 7.1], unser Zugang
benotigt aber keine so detailierten Informationen iiber den Abfall der Ableitungen. Aus
dieser Ungleichung folgt dann die Aubin—Schoen-Ungleichung und somit eine Losung des
Yamabe-Problems. Die Konstante A ~wird spéter nidher untersucht. Sie stimmt im we-
sentlichen mit der ADM-Masse von (M, g) tiberein, die wir in Abschnitt 5.3 diskutieren
werden. Der Satz von der positiven Masse wird dann die noch fehlende Positivitit von
A liefern.

Zur Konstruktion und Diskussion dieser Test-Funktionen arbeiten wir in Koordinaten
y',...,y" wie in Proposition 5.9, und sei R wie in in Definition 5.6 gegeben. Wir defi-
nieren wie in Abschnitt 2.3, mit y statt x:

9\ (=272 9\ (=22
walt) =\ ey “\ora |

Wir setzen:
Ua(y) fir y ¢ K, und somit auch |y| > R,
0aly) = 0o\ (272 ) (5.19)
<R2+a2) firy e K.

Bemerkung 5.10.

(a) @q ist stetig auf M und glatt auf M \ OK. Weiter existiert Vo, als T M-wertige
Distribution auf M und ist durch einen L%OC—Schnitt von T*M gegeben.
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(b) In den Fillen n = 3 und n = 4 ist ¢, nicht in L? und deswegen auch nicht in H%2.
Deswegen ist bei einigen der folgenden Argumente Vorsicht geboten.

Proposition 5.11. Sei wieder (M,g) wie in Proposition 5.3, ©o € M, mit einer
Umstiilpung (M, q) wie in Definition 5.7. Sei R wieder wie in Definition 5.6. Dann
gilt Vipo, € L2(M) und o, € LP<(M). Auflerdem gibt es ein C > 0, so dass fiir o — 0o
qilt:

E9(pa) < A(S"):l@alir —C-A-a* ™ +0(a!™). (5.20)

Hierbei miissen wir die Definition von E9 in (2.10) etwas modifizieren, da M nicht
kompakt ist. Da wir scaly = 0 haben, wihlen wir die Definition:

EI(f) = /1\7 (a\df\g + f2 scalg> dvold = a/ﬁ\df\g dvol?d € [0infty]

Beweis.

(a) Sei wieder R > 0 und ¢ : ]\/4\\ K — R"\ Bg(0) wie in Definition 5.6, und sei o
die zugehorige Radius-Funktion. Sei Inn(K’) das Innere von K. Durch potentielle
Vergroflerung von R kénnen wir annehmen, dass M \ Inn(K) eine Mannigfaltigkeit
mit (glattem) Rand ist und dass 1 : M \Inn(K) — R"\ Br(0) ein Diffeomorphismus
ist.

Auf M \ Inn(K) betrachten wir sowohl die Metrik g als auch die zuriickgezogene
euklidische Metrik gg := ¥* geuki, mit der wir selbstverstédndlich wie mit der euklidi-
schen Metrik auf R™ rechnen kénnen. Das zu ¢ bzw. gg gehérende Volumenelement
M \Inn(K) notieren wir als dvol? bzw. dvol®. Das Volumenelement einer Hyperfliche

bezeichnen wir mit dvolii1 bzw. dvol?hl. Analog werden die Laplace-Operatoren
mit A9 bzw. Ag bezeichnet. Ist ¢ € C®(M), so ist Vi eine 1-Form, deren Norm
beziiglich § bzw. go mit [V|; bzw. |V¢|o bezeichnet wird.

Aus (5.13) erhalten wir

dvold = v dvol® = <’pr + (’)'(gl_")> dvol® (5.21)

wobei wieder v ==, /det (§2J> ~und mit (5.13) gilt v =P 4+ O’ (o' ™).
ij

Fiir radiale Funktionen ¢ € COO(]\//_T \ Inn(K)), das heifit fiir Funktionen der Form
¢ = w o p, bekommen wir aus Gleichung (5.15)

IVels = [0/ (0)| Vol = [w'(0)] v P2 |Wo|g = v 2P/ |Vl . (5.22)
=1

Dies gilt insbesondere fiir ¢ = @,
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Fiir 0 > R sei wieder
S=(3) = {x € M\ Inn(K) | o(x) = 3}.

Fiir L > R definieren wir weiterhin das Ringgebiet

Al = v (BLO)\ Br(0)) = |J Sg(0).

R<G<L

b n— n—
(b) ) 0y N\ P52 A ©/ 90 \PUF
leally iy = (ra) @ [ (Fra) e

Wegen v =7+ 0(o'™") =1+ 0(0* ™) gilt C == sup{v(y) |y € ]\/J\Inn(K)} < 0.
Mit R? + a2 > a?, p. = 2n/(n — 2) und der Substitution o = oo folgt

o0 2a n
Pc n, —n ~ n—1
”‘p“”u’c(ﬁm s Patvol(K, §) +C/R (92 +a2> o enade
00
= 2"a " vol(K,g) + Cwn—1/ 2" (02 +1) oo L ade
R/«

< 2"a "vol(K,§) + Cw h 2 ' o™ tdo
— 7g n—1 : 0_2 + 1

< 2"a "vol(K, g) + Cllui||} )= 2"a " vol(K, g) + Cwy,,

p
= Lpc ([Rn

wobei wir Beispiel 2.33 fiir den expliziten Wert benutzt haben. Somit gilt inbesondere
Yo € LPe.

(c) Aus (5.19), aus scal’ = 0 und aus der Tatsache, dass ¢, auf K konstant ist, folgt

(def)

E9(pa) /M a|Vg0a|§ dvol?

= lim alVpa \3 dvold
L—oo Aé

)5(5- . 2(.2 r( 1-n 0
= lim ; alVealg (v + O'(0'™™)) dvol

L—oo J g

Wir integrieren partiell:

/L alVeald (v + O' (o' ™)) dvol”

AR

— /AL aPq (Aocpa) ('yz + (’)'(gl_")) dvol® (5.23)
R

— /AL aPa 9o (V%“ V(v + (’)/(91*”))> dvol” (5.24)

R
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+/ AP (Vags%) (72 + O'(Ql_")) dvol® (5.25)
SL

_ /S a0a (Vo,00) (72 + O () dvoll_, . (5.26)

Hierbei ist 0, der euklidische Normalenvektor, der am Rand Sy, nach aufien und am
Rand Sg nach innen zeigt. Wir betrachten nun jeden der vier Summanden getrennt.
Man beachte, dass alle Terme O’ (91*”) in diesem und den folgenden Teilen des
Beweises von « unabhéngig sind.

(d) Wie in Beispiel 2.33 erklirt, gilt Agpa = in(n — 2)pPe! und somit aAgpa =
n(n —1)p% 1. Wir erhalten

(5.23) = n(n-1) /AL ke (v + 0" ™™)) dvol”
= w1 [ e+ 0 ) vl

A
INx

1*2/}% 2/pc
n(n—1) </ obe dv010> ( ebe (v + 0(0'™™)) dvolo>
AR AR

2/pc
n( ) HSDCYHIL)/CPC 2AL dVOlO) (/:4L Sﬁgc (1 + O(Ql_n)) dVOlg>
R

Hierbei haben wir in der Ungleichung () die Holder-Ungleichung mit dem Koeffizi-
enten p./2 und dem dazu assoziierten Koeffizienten (1 —2/p.)~! = p./(pe — 2) ange-
wandt. Wir rechnen weiter mit 2/p. = (n—2)/n und der Ungleichung (a+b)"=2/" <
am=2)/n 4 ﬂa_Q/"b, a>0,b>—a

4/(n—2)

(5.23) < n(n—1)all S AL ,dvol®)
—4/(n—2) —n J
'(H‘POJH%PC(AL H aHLpC/((AL g)/ ranrelts )dvo19>
AR
4/(n—2)
< ’I’L(’I’L — 1) HuaHL/pE;([Rn) ||800£||ch Mg)
=\(S")
= 1)(n—2) G o O(Ql_n) dvolg, (5.27)

L
AR

wobei

- 4/(n-2)

) 1 4/(n—2) ||80a|| c (AL, dvol®

C = max{— ‘ o(y) > R} > Lpe(Ag, dvol”) .
v(y) ||80a||LPc(A§79)

Wir werden den Fehlerterm in (i) weiter abschétzen.
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(e) Um die Summanden (5.25) und (5.26) zu kontrollieren, berechnen wir

20 \" 229 _pn o 20 \"?
S = () ()

02+ o2 2 a \ o2+ a2
2—-n o 20 \"!
- re <Q2 +a2> , (5.28)

und deswegen erhalten wir beide folgenden Abschétzungen

Canf2 037211

Y0 Vo,pa] {Cang

fiir eine Konstante C' > 0.
Fiir den Summanden (5.25) fixieren wir zunéchst o und betrachten den Grenzwert
L — 00. Da 72 + (’)(91*”) beschrinkt ist, erhalten wir ein ¢; > 0 mit ven

|(5.25)‘ < a3l 0 fiir L — oo

Dieser Summand ergibt also im Grenzwert keinen Beitrag zur Energie E9(p,).

Um den Summanden (5.26) abzuschéitzen, beachte man, dass R fixiert ist. Wir er-
halten eine Konstante ¢y > 0 — die wie alle Konstanten in diesem Beweis — von R
abhingen darf, so dass

|(5.26)| < ca " =0(a™") fir @ = .

(f) Der verbleibende Summand (5.24) wird letztendlich den gewiinschten Term C - A -
a®~™ mit negativem Vorzeichen liefern. Als Vorbereitung zur Behandlung dieses
Terms, definieren und studieren wir die relative Sphdren- Wachstumsfunktion

Mithilfe von (5.21) und (5.22) erhalten wir hieraus

dvolii1 = oy 27P)/2 quol® | = (7(p°+2)/2 + O'(917")> dvol® ;.
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Man rechnet leicht nach, dass p. + 2 = a, und somit erhalten wir

1-n
h(o) = f} : ./<7a/2+0’(91—”)) dvol® (5.29)
n— 3,
1-n
_ 4 . g . 2-n /I( 1-n 0
= o /(1—1—2 A-p —i—(’)(g )) dvol,_,
Se
_ a 4 2-n 1( 1-n
= l+5- 407" +0( ™), (5.30)

Wir berechnen h'(p) auf zwei Arten. In der ersten Berechnung erhalten wir aus der
Ableitung von (5.30):

W) =5-(2-n)-A4-0""+0(e™"),
=—=2n—1)-4-0"""+0(c™"). (5.31)

e

In der zweiten Berechnung leiten wir (5.29) ab. Wir nutzen hierbei, dass o' =" dvol®_,
nach Identifikation S, 2 S"~! homogen von Grad 0 ist und deswegen keine Ablei-
tungsterme ergibt, und erhalten:

1-n

a p

K (o) ==
() Yo

/<7(a/2)—1897+0(9—n)) dVOlg_l
5

/ (87 + 0(0™™)) dvol)_; . (5.32)
Se

a Qlfn

2 Wn—1

In der letzten Gleichung nutzten wir (fy(a/Q)*l — 1) 0y = (’)(92*”“*”), und mit
n > 3 folgt dann auch, dass es in O(p™") liegt.

Den Grenzwert des Summanden (5.24) fiir L — oo nennen wir im folgenden Ar(«)
und rechnen:

Ar(a) = lim (5.24)

L—oo

= — lim [ ayago <cha, V(*y2 + (’)'(91*"))> dvol®

L—o0
L
AR

= — lim [ aps0ypa 0, (72 + (’)'(gl_")) dvol”

L—oo
Af
— —/gpa 89@1/&89(72 —|—(9/(917")) dvol?hl do
R S,
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Wir rechnen

/a(?g(’yQ—i—(’)'(g ™)) dvol®_,

Se
= /(2@7897—1—(’)( ") dvol?_,
Se
— / (2a 0py + O(g_")) dvolg_l
Se
P2 (4 (0) + 0(e™) @ Mwn s
(5.31)

= 8((n=1)-A- 0"+ 0(0™)) " wn
Mit (5.28) erhalten wir dann

0 - 9 n—1
Ar(a) = / n.e (Q fa2> 8(n—1)-A4- 0" " +0(0™)) ¢" wn_1do
R

2
92 + O[2

o0 n—1
2w oA [2 -
— D -2) 1AR/a( ) ol

(h) Durch Substitution ¢ = o« erhalten wir

[e o]

oo
9 n—1 _
/£< 2f 2> ofdo = /02"_1a1_" (02—|—1)1 "afotado
a\®+a
R

R/«

(e o]
= Xttngntt / o (0% +1) " 4o (5.33)
R/a
Fir —2 < £ < 2n — 4 gilt im Sinne des uneigentlichen Riemann-Integrals einer
positiven Funktion (und damit auch im Lebesgueschen Sinne)

oo

By =2""1 /0”1 (02 + 1)1_n do < 0.

Fiir ¢ > -2 gilt

R/« R/a
0 < / /41 ( + 1)1 n do < /41 do
0 0

_ 1 (g)m — 0(a2). (5.34)
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Aus (5.33) und (5.34) erhalten wir nun fiir £ = 0 im Limes o — oo:

o0 n—1
/ 0 <270¢> do = Bypa®™ + (’)(of”) )

a \ g2 +a2

Um die Fehlerterm zu kontrollieren, setzen wir £ = —1 und erhalten aus (5.33) die
Abschitzung

0 20 n—1 -
Hatm) ol

IN ;U\g

alanil _ O(Ozlin)

Insgesamt haben wir also:

Agp(a) = —4(n—1)(n—2) wy1-Bo-A-a> "+ O(al_") . (5.35)
C—

(i) Ahnlich schitzen wir den verbleibenden Fehlerterm aus Teil (d) ab, wobei C' eine
positive Konstante ist:
L n=2,.
N 2a 2
< C 1-n _ n—1 d
< /R <92+a2> o "wno10 0

ol (g o

= - — | wn—

ko \a) \le/a)+1 1

< om.C. wnl/ a " (02 + 1)7nozd0 = O(al_") .
R/«

/ phe . (’)(91*") dvold
AL

R

Die O (a!~™)-Terme sind uniform in L abgeschéitzt. Deswegen erhalten wir mit (5.27)

(5:23) < A(S™) [9all7pe 7, T O ™") (5.36)

lim
L—o0
(j) Aus Teil (c), Abschétzungen (5.36),(5.35) und Teil (e) erhalten wir nun
E%(¢a) < AS™) lleallye iz + O™
—C-A- "+ 0™ +0(a™")

< A(S) ||90a”ipc(1\7,g) ~C-A-a>+ 0>

Wir haben Abschitzung (5.20) gezeigt und daraus ergibt sich auch Vg, € L? (]\//_7 ).
(]



184 5. Der Satz von der positiven Masse und die verbleibenden Félle

Bemerkung 5.12. Man kann Beweisteil (b) erweitern zu der Aussage:

Tim gl o = (5.37)
Wir bendétigen diese Aussage zwar nicht im weiteren Verlauf des Buchs, wollen aber im
Sinne eines guten Uberblicks einen Beweis geben.

Wegen v = ~Pc + (9( ) =1+ O( - ) gibt es zu jedem € > 0 ein Ry, so dass
1—e<wv<l+ecauf M\K., wobei K. := K U{x € M\ K|o(x) < Ro}. Mit derselben
Argumentation wie oben mit Ry an Stelle von R und K. an Stelle von K erhalten wir:

c - - > 2a "o
Hcpa\ipcMg) < 2"a"vol(K.,§) + (1 + &) wp—1 /RO (W) " do

< 2%a "vol(K., § 1 - 2 n"*d
< 2« V0(6,9)+(+6)Wn710 1) ¢ o

< 2"a "vol(K.,g)+ (1+¢) ”ul”ch Ry = 2" " vol(K., §) + (1 4+ ¢) wy

Ahnlich bekommen wir auch eine uniforme untere LP<-Schranke fiir alle o > Ry:
o0 20 \" 1
> (1-  — " d
H%‘ch(Mg) = | 6)/30 <g2+a2> ¢ ¢

[e.e] n
= (1—-¢) / a " _2 "o ado
Ro/a 0'2 + 1

> 2 " n—1
oo ()

Pc O[*)OO
A=l gy (=)
Aus Proposition 5.11 erhalten wir nun den folgenden Satz von Schoen, der als der we-
sentliche Durchbruch fiir die Losung des Yamabe-Problems anzusehen ist. Durch seine
Publikation wurde die Relevanz des Positive-Masse-Theorems fiir die konforme Geo-
metrie offensichtlich. Da man keine groflen Schwierigkeiten erwartete, den bereits in
niedrigen Dimensionen ausgearbeiteten Beweis des Satzes von der positiven Masse auf
beliebige Dimensionen zu verallgemeinern, betrachteten vermutlich viele Experten das
Yamabe-Problem als gelost. Als sich danach in hohen Dimensionen Schwierigkeiten bei
der Verallgemeinerung des Satzes von der positiven Masse ergaben, publizierten Schoen
und Yau [54] eine neue Beweis-Methode fiir diesen Satz fiir konformflache Mannigfal-
tigkeiten, der andere Methoden nutzt, welche nur fiir konform flache Mannigfaltigkeiten
anwendbar sind.

Y

v

O

Der folgende Satz ist nun mit wenig Aufwand zu zeigen, denn die essenziellen Vorarbeiten
werden bereits durch Proposition 5.11 bereitgestellt.

Satz 5.13 (Schoen [50]). Sei (M,g) wie in Proposition 5.3. Existiert ein Punkt
xg € M mit A > 0 in der Taylor-Entwicklung (5.4) der Green-Funktion des Yamabe-
Operators Y um xg, so ist A(M,[g]) < A(S™). Insbesondere ist das Yamabe-Problem
dann losbar.
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Bewess.
Fiir das gegebene xg definieren wir wieder die Umstiilpung (]\7 , g) wie in Definition (5.7).

Fiir die oben konstruierten Test-Funktionen ¢, € C*°(M) gilt: ist A > 0, so ist fiir ein
hinreichend grofies a:

QU (pa) < A(S")

Mit dem unten stehenden Lemma 5.15 finden wir dann eine glatte Abschneidefunktion
n: M — [0,1] mit kompaktem Triger, so dass

Q7(nea) < A(S").
Wir erhalten damit:
MM, [g) = inf{QI()|v € H"*(M)\ {0}
inf {QI(¥)[ ¥ € C2°(M \ {zo}) \ {0}}
inf { Q(v)| v € c (D) {0} }
)

Q7 (n¢a
A(S") .

IN

VANRVAN

Bemerkung 5.14. Ein alternativer Beweis von Satz 5.13 wird in Unterabschnitt 6.6.1
gegeben.

Lemma 5.15. Sei p € LPc (M\,g) gegeben mit Vo € L? (M\, §). Dann gibt es zu jedem
L > R > 0 eine glatte Funktion ng, : M — [0, 1] mit kompaktem Triger, so dass

dim Q7(np) = Q(¢).

Im Beweis des Lemmas nutzen wir dhnliche Techniken wie in den Unsichtbarkeitsresul-
taten in Abschnitt 3.2.

Beweis.

Zu jeder Zahl L > R wahlen wir eine glatte Abschneidefunktion

n s M — [0, 1],

die auf K und fiir o < L konstant 1 ist und Trager in KU{y | o(y) < 2L hat. Man kann ny,
so wihlen, dass |V |s < 2L~!. Offensichtlich gilt dann wegen dominanter Konvergenz

Jim InLellre = [l Lre -
— 00
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Es gilt andererseits

Ve - B = IVl - 196l

= |IVm)e + ne(T o)z ~ 19

< V)l + I (Tl = IVl 2

Mit dominanter Konvergenz sieht man wieder sofort, dass ||n(Ve)llr2 = [[Vellr2. Zu
zeigen bleibt also ||(Vnr)e|| L2 — 0. Wir wenden die Holder-Ungleichung mit den zuein-
ander konjugierten Exponenten n/2 und p./2 an:

(VoL )l

I
—
<
3
=
i
=
S
=

on <\ 2/n 2-(pe/2) -\ 2/Pc
< (/ﬁ{vm F dvolf ) (/Suppw|go| 7/ dvol? )

= anLH%” : H“PH%PC(suppVgo)'

Setze C' = supv < oo. Dann sehen wir, das

n

2" o omOw, 4 2L A Cl
el < [ B avols < 20 [T oty F
L

beschrinkt ist. Ist y die charakteristische Funktion von A2ZL, so konvergiert xp,
punktweise gegen 0 und somit x @ punktweise gegen 0. Mit majorisierter Konvergenz
folgt dann wieder HapHLpC(Sprvw) = HXLSOHL%(A?,Q) — 0. Es folgt ||[(Vnr)ellr2 — 0 und
damit die Behauptung des Lemmas. O

5.3. Die ADM-Masse

5.3.1. Definition der ADM-Masse und Vermutung der positiven Masse

In diesem Abschnitt diskutieren wir die Masse von asymptotisch euklidischen Mannigfal-
tigkeiten entlang der Ideen von Arnowitt, Deser und Misner (siehe [6] und andere). Der
aktuelle Abschnitt ist fiir den logischen Aufbau unserer Losung des Yamabe-Problems
nicht erforderlich, sondern dient lediglich dazu, den Bezug zur ADM-Masse der allge-
meinen Relativitdtstheorie herzustellen.

Wir diskutieren diese ADM-Masse zunéchst auf allgemeinen asymptotisch euklidischen
Mannigfaltigkeiten von geeigneter Ordnung O”(p™7) bzw. O'(0™7) bzw. O(0~ 7). Eine
Hauptaussage ist der Satz von der positiven Masse. Diesen wollen wir allerdings in diesem
Abschnitts nicht in dieser Allgemeinheit beweisen. Wir wollen uns aber dann recht bald
auf eine Unterklasse von Mannigfaltigkeiten einschridnken, die durch Umstiilpung einer
kompakten Mannigfaltigkeit entstehen. Diese Klasse zu betrachten ist ausreichend, um
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damit das Yamabe-Problem zu losen. In den danach folgenden Abschnitten diskutieren
wir verschiedene Beweise des Satzes von der positiven Masse fiir durch Umstiilpung
erhaltene Mannigfaltigkeiten.

Weitergehende Informationen zu der Rolle der ADM-Masse in der allgemeinen Relati-
vitétstheorie findet man in [42] oder in [44].

Wir bauen wiederum auf Definition 5.6 auf, der Definition asymptotisch euklidischer
riemannschen Mannigfaltigkeiten. Sei (XN, ) eine solche riemannsche Mannigfaltigkeit.
Die Karte ¢ aus dieser Definition bezeichnen nun als y = (y',...,y"), da sie in der
Anwendung aus einer Umstiilpung entsteht. AuBerdem p = |y[: N\ K — R.

Definition 5.16. Sei (IV, g) eine asymptotisch euklidische riemannsche Mannigfaltig-
keit der Dimension n > 3. In asymptotischen Koordinaten setze

) o . 1 - X Y S
S

1
R Z’J

falls der Grenzwert existiert. Hierbei bezeichnet Sr die Sphére vom Radius R in den
asymptotischen Koordinaten, wobei der Radius beziiglich der euklidischen Metrik zu
nehmen ist, d.h. R? = Z?zl(yi)Q. Das Volumenelement der Sphire dvol®% ist auch
beziiglich der euklidischen Metrik zu nehmen. Falls dieser Limes existiert, so heifit m
die ADM-Masse von (N, §).

Das Akronym ADM steht fiir die Physiker Arnowitt, Deser und Misner, die diese Masse
eingefiihrt haben [6, 7, 8].

Beispiel 5.17.

(1) Auf (R™, geuk) sind beziiglich der kartesischen Koordinaten die Koeffizienten g;; = d;;
der Metrik konstant. Daher ist m(R", geuk1) = 0.

(2) Schwarzschildmetrik (kommt noch!)

Bemerkung 5.18. Im allgemeinen ist der Limes in (5.38) nicht unabh#ngig von der
Wahl der asymptotisch euklidischen Koordinaten und folglich die ADM-Masse nicht
invariant definiert. Es gilt aber folgender Satz, der in seiner urspriinglichen Form 1986
von Bartnik [16] bewiesen wurde. Wir présentieren aber eine verbesserte Version, die
wir in Chrusciels Notizen [23, Prop. 1.1.6] kennengelernt haben.

Satz 5.19 (Bartnik [16], Chrusciel [23, Prop. 1.1.6]). Sei (N, g) eine asympto-
tisch euklidische riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n. In geeigneten Koor-
dinaten auferhalb eines Kompaktums K C N gelte

(9—geut) € O(077)
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fiir ein T > 252, Ferner sei scald € L'(N, §). Dann existiert der Limes in (5.38), und
die ADM-Masse m(N, g) hingt nicht von der Wahl der asymptotischen Koordinaten
ab.

Die Existenz des Limes in (5.38), wie im ersten Teil des Satzes behauptet, folgt unmittel-
bar aus der folgenden Proposition, [23, Prop. 1.1.6]: Wir ersetzen hierbei ein geeignetes
Kompaktum K in N durch einen Ball B und erhalten somit eine Mannigfaltigkeit N’, so
dass sich die asymptotisch euklidische Karte ¢»: N\ K = N\ B — R"\ Bg(0) zu einem
Diffeomorphismus ¢ : N' — R™ fortsetzt. Nun setzen wir die auf N\ K = N\ B &
R™\ Br(0) gegebene Metrik beliebig auf R zu einer Metrik ¢’ fort. Offensichtlich, exis-
tiert die ADM-Masse von (NN, g) genau dann, wenn die ADM-Masse von (R", ¢') existiert,
und im Falle von Existenz stimmen die Werte der ADM Masse iiberein.

Proposition 5.20 (Prop. 1.1.6 bei Chrusciel). Auf R™ schreiben wir eine rie-
mannsche Metrik auflerhalb eines gegebenen Kompaktums als g = szzl gijdz'®da) =

Jeukl +1 = geuk1+22j:1 nijdrt@da? und (g¥); ; = (gij);]‘l = (i +77@'j)7:j1. Wir nehmen
an, dass

e n—0 fir o= |y| — oo,
e 7;; € L™ und gid & 59,
o O,gi5 € L?,
e scaly € L!

Dann existiert der Limes in der Definition der ADM-Masse.

Die Bedingungen sind zum Beispiel erfiillt, wenn g asymptotisch euklidisch von Ordnung
O"(07), 7> (n —2)/2 ist und scal € L.

Beweis von Proposition 5.20. . Wir haben in in Abschnitt A.1.4 des Anhangs gezeigt,
siche Formeln (A.3) und (A.4), dass

1
"= ggkl(aigﬂ + 0jg9i — A9i5) 5

! l ! l l
R = Gifjk —0;'y;, +ijml“im — rikmrjm )
Deswegen erhalten wir

, N . .
scal? = gijl-jkl = §g]k <airjkl - ajrikl> +4q,

wobei ¢ ein quadratisches homogenes Polynom in dg ist, dessen Koeffizienten algebraische
Ausdriicke in (den Koeffizienten von) g sind. Wir folgern daraus I';;" = %2?21 G0, gie
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und somit bekommen wir

n

1 .
scal! = Z 3 %" (0;0;gx0 + 0i0kgje — 0i0ugrj — 9;0k i) + o
ijkd=1

= Z 9" 9" (0:0;9k0 — 0:0ugrj) + @1
,]k:é 1

= Z 0; < TG (0 gre — 5@9/&]’)) + ¢
i,5,kf=1
flir geeignete quadratische Terme ¢, ¢ and ¢» mit Eigenschaften analog zu obigem
q. Im folgenden seien die Divergenzen und Integrale beziiglich der euklidischen Norm
genommen.! Aus

= ; 1 <& aggt 0 det(g)
il 9 g
E 0i(9" ap) = =0 — —_—,
i0=1 (9] 2 (=1 et(g) zt

siehe (1.16) erhalten wir

scal?! = &(d(trgn) +6n) +g3.

Wir nutzen nun den Divergenzsatz fiir das Kreisringgebiet Ag, r, zwischen den Radien

Ry und Ry > R;.
[ sty +om) =~ [ (atewgn) +n) @)+ [ (adtesg) + 60) 2.
ARI,RQ SR2 SRl
Dieses Integral differiert vom Integral [ Ap n scal um das Integral [ Ap. g 135 und dg €
"1, 142 1,422
L? impliziert, dass es eine Konstante C' < oo gibt, so dass fiir alle Ry € (Ry,00) gilt

/ g3 < C.
ARy Ry

Daraus folgt fiir eine andere, von R; unabhingige Konstante C:

/ |(scal? —g3)| < C.
AR{ Ry

Wir erhalten

lim sup / ‘Scalg —Q3| =0,
R1—00 Ry> Ry AR, Ry

und daraus folgt die Behauptung. U

Bemerkung 5.21. Unter den Voraussetzungen von Satz 5.19 kann man auch ganz dhn-
lich zeigen, dass die ADM-Masse nicht von der Wahl der asymptotischen Koordinaten
abhingt.

!'Wir kénnten auch die Divergenzen und Integrale beziiglich g nehmen, da sie sich von den verwendeten
nur durch Terme niedrigerer Ordnung unterscheiden.
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5.3.2. Positivitat der ADM-Masse

Mehrere Arbeiten von Schoen und Yau [52, 53, 54] und von Witten [63] mit zusétzlichen
Argumenten aus [47] ergeben den folgenden Satz. Im Fall n = 8 sind noch weitere
Argumente notig.

Satz 5.22 (Satz von der positive Masse (Klassische Version)). Sei (N,g) ei-
ne zusammenhdngende, asymptotisch euklidische Mannigfaltigkeit und sei o die
Radius-Funktion in asymptotischen Koordinaten, die auferhalb eines Kompaktums
K C N definiert sind. Ferner gelte scal > 0. Auf N \ K gelte:

g—get € O'(077)
fir ein T > "7_2 und ein a € (0,1). Auferdem
o sei M eine Spin-Mannigfaltigkeit,
e oder es gelte n < 8,
e oder (N, g) sei (iberall) konform flach.

Dann ist m(N,g) > 0 und m(N,g) = 0 genau dann, wenn (N,§) isometrisch
2t (R™, geux1) ist.

Der Satz wurde zunéichst von Schoen und Yau fiir n = 3 bewiesen [52] und es wurde
erwartet, dass der Beweis ohne Schwierigkeiten auf beliebige Dimensionen ausgedehnt
werden kann. Da die von Schoen und Yau verwendeten minimalen Hyperfldchen in hohen
Dimensionen schwer zu kontrollierende Singularitédten besitzen, war diese Verallgemei-
nerung jedoch nur fiir n < 7 problemlos moglich, mit etwas mehr Aufwand auch fiir
n = 8. Um eine Losung des Yamabe-Problems in allen Féllen zu zeigen, entwickel-
ten Schoen und Yau eine alternative Beweistechnik fiir Umstiilpungen konform flacher
Mannigfaltigkeiten [54]. Witten [63] entwickelte einen weiteren Beweis, der den Satz fiir
beliebige n > 3 ergibt, aber der dafiir die zusétzliche Bedingung benétigt, dass IV eine
Spin-Mannigfaltigkeit ist. Diese Methode wurde von Parker und Taubes [47] weiter aus-
gearbeitet und wurde dann von Ammann und Humbert [5] fiir Umstiilpungen kompakter
Spin-Mannigfaltigkeiten etwas vereinfacht.

Wir werden obigen Satz nicht in seiner vollen Allgemeinheit zeigen, sondern nur in diesen
Spezialfallen.

Bemerkung 5.23. Die meisten Spezialisten gehen davon aus, dass die Folgerung des
Satzes auch dann noch richtig ist, wenn keine der Voraussetzungen nach dem Wort
,AuBlerdem® gilt. Diesem Thema sind viele aktuelle Arbeiten von starken Mathematikern
gewidmet, zum Beispiel [56] und [45] und einige darauf folgende Artikel.
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5.3.3. Die ADM-Masse und der konstante Term der Green-Funktion

Lemma 5.24. Sei (M, g) eine geschlossene zusammenhingende riemannsche Man-
nigfaltigkeit der Dimension n > 3 und \(M,[g]) > 0, und sei xo € M. Wir nehmen
an, dass wir im Fall n € {3,4,5} sind oder dass (M,g) konform flach nahe xq ist.
Sei (ZTJ\, 9) die Umstiilpung von (M, g) an der Stelle zo. Wir schreiben in umgestiilpten
konformen Normalkoordinaten (wie in Proposition 5.9):

g =2 (geukl + 0/1(9_2)) ,fallsn <5,
bzw. 7 =72 Geu, falls M konform flach um xq,
und ¥ =1+A4-0""+ 0" ('), (0. ).
Dann gilt:
m(g) = 2-A. (5.39)
Beweisskizze.

(a) Nach (5.10) ist scal? = 0, also insbesondere scal? € Ll(]\/f\ ). Ferner ist
9= gewa = (14+(pe —2)-A- 0> "+ O0"(6"™)) * (goura + O"(07?)) — Geunt
=(Pc—2) A 0*" " Gour + (’)"(91*”) +0"(07?), fallsn <5

bzw.

g — Geud = (Pe —2) - A~ 0* " - Geuta + (9"(917"), falls (M, g) konform flach ,
also insbesondere

9= geun =0"(077),
wobei

1, fallsn =3
T=12, falls n = 4,5
n—2, falls (M, g) konform flach.

In jedem Fall ist 7 > 252, Damit ist (g — gewr) € C2,.(N — K), also insbesondere
(9 — gewad) € CV*(N — K) fiir ein o € (0,1). Nach dem Satz von Bartnik 5.19 ist
also die ADM-Masse m(g) der Umstiilpung wohldefiniert.

(b) Im konform flachen Fall berechnen wir weiter:

gij —6ij = (pc—2)-A-0* "5+ 0"(o"™)
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2 .
— g = (pe—2)- A== 0" 2y Gu+0(e")
= _4.A.Q*n.yj.5kl+@(gfn)
= Z(aigij_ajgii) = —4'A'97n'(yj—nyj)+0(97n)

i=1
= 4 n-1)- A0 "y +0(e")

Mit dem aufleren Normalenfeld

N
I
o))

e
'ag

0
z_?:l y] ’ 8]
0

s}

erhalten wir fiir den Integranden in (5.38)

<Z(3@'9¢j—3jgu)'3j,’/> = 24'(71—1)'A'Q_n'yj'yj'Q_1+(9(9_n)

i—1 j=1

Damit ist also

n

! s - O Sk
m“% e RTD 6],y> dvol®#
SR )=
- '2'A'Rl_"-R"‘l-wn—1+O(R_1)
Wnp—1
= 2-A+0(R™).

(c) Der Fall n € {3,4,5}: Eine &hnliche Rechnung kann man in diesem Fall durchfiihren,
die wir hier nicht wiedergeben wollen. O

Bemerkungen 5.25.

(1) Angenommen (M, g) erfiillt die Voraussetzungen von Proposition 5.3. Sei zusétzlich
M zusammenhéngend und zg € M. Wir haben dann eine Entwicklung nahe xg wie
in (5.4).
Wir sagen dann (M, g, x¢) erfiillt die kompakte der Version der Satzes von der posi-
tiven Masse, falls gilt:

A >0 und (A =0 gilt nur, wenn (M, g)
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konform &quivalent zur runden Sphére ist) .

Den zuvor genannten Satz von der positiven Masse nennt man dann oft auch die
nicht-kompakte Version, um ihn von der obigen, kompakten Version zu unterschei-
den.

(2) Der Satz von der positiven Masse impliziert also — unter der Annahme, dass alle
obigen Voraussetzungen erfiillt sind — auch die kompakte Version des Satzes von der
positiven Masse.

(3) Umgekehrt hat Lohkamp gezeigt ([], siche auch [51, Seite 16 Theorem 2.8], dass jedes
Gegenbeispiel gegen die kompakte Version des Satzes von der positiven Masse (mit
negativer ADM-Masse) auch ein Gegenbeispiel gegen die nicht-kompakte Version
ist. Der Satz von der positiven Masse (ohne Gleichheitsdiskussion) ist also in der
kompakten Version dquivalent zu seiner nicht-kompakten Version.

5.4. Der Satz von der positiven Masse fiir
Spin-Mannigfaltigkeiten

Im diesem Abschnitt wollen wir den Satz von der positiven Masse fiir geschlossene Man-
nigfaltigkeiten M zeigen, falls eine endliche Uberlagerung von M spin ist. Wir kiirzen
den Satz von der positiven Masse im folgenden manchmal auch mit PMT ab, was fiir
das Positive-Masse-Theorem steht. Wir beginnen mit einer kurzen Einfithrung in die
Spin-Geometrie.

5.4.1. Einfiihrung in die Spin-Geometrie

Auf R™ sind Spinoren vektorwertige Funktionen v : R” — o2

auf R™ ist definiert durch

. Der Dirac-Operator

Dy = Z%’ - 0.
i=1
Hierbei sind ~; € Mat(2["/2}; C) mit v; - v + 75+ vi = —28;5 - 1. Wir berechnen:

Dy = > 7i0i(v050)

ij=1
n

_ 2
= Z YiYj a@ﬂﬁ

ij=1

n

= ) (w05 + D i 0

i T i=1 =77

27251']':0
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= - %
1=1
= Ay (5.40)

Im Fall n = 3 ist z.B.

(0 1 (0 -1 (1 0
71—2.0,72—107’73—0_1.-

Fine Mannigfaltigkeit ist eine Spin-Mannigfaltigkeit, wenn sie orientierbar ist und die
zweite Stiefel-Whithney-Klasse des Tangeltialbiindels wq (T M) verschwindet, siche [25,
Kap. 2] [41, II §1 und §2], [19, Abschnitt 2.1].

Ist (M,g) eine riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit, so kann man ein komplexes Vek-
torbiindel vom Rang 2["/2 mit hermiteschen Zusammenhang V, das Spinorbiindel M,
definieren sowie den Dirac-Operator P, der dann auf Spinoren, d.h. Schnitten in XM,

wirkt. Als Verallgemeinerung von (5.40) gilt dann die Lichnerowicz—Schridinger-
Formel
1
P = V*V+SCTa, (5.41)

siehe zum Beispiel [41, IT Theorem 8.17].

5.4.2. Analysis von Dirac-Operatoren und Green-Funktion von )

Der Beweis des Satzes geht im wesentlichen auf den bereits oben erwihnten Beweis von
Witten [63] und den Ausfithrungen von Parker und Taubes [47] zuriick. Diese Arbei-
ten erfordern analytische Hilfsmittel auf asymptotisch euklidischen Mannigfaltigkeiten,
insbesondere Invertierbarkeitsaussagen fiir uniform elliptische Differentialoperatoren in
geeigneten gewichteten Sobolev-Rdumen. Passende Referenzen fiir die Grundlagen zu
finden, ist nicht einfach.

Wir prisentieren eine vereinfachte Version von Ammann und Humbert, die in [5] publi-
ziert wurde. Diese Version benutzt nur analytische Hilfsmittel auf kompakten Mannig-
faltigkeiten. Die Grundlagen hierfiir sind in vielen Lehrbiichern zu finden, zum Beispiel
in [48], [41].

Wir fassen zunéchst einige Ergebnisse der Spektraltheorie von Dirac-Operatoren
auf kompakten riemannschen Mannigfaltigkeiten zusammen. Wir notieren wieder
H*(M;¥M) = H*2(M; X M). Der Dirac-Operator IP: C*(M;XM) — C>®°(M; % M) be-
sitzt eine eindeutige stetige Erweiterung Ip: H'(M; X M) — L?(M;XM). Diese Erweite-
rung ist selbst-adjungiert als in L?(M;>M) dicht definierter, unbeschrinkter Operator.
Das Spektrum spec(Ip) von IP ist eine diskrete Teilmenge von R, die sich nirgendwo
in R, aber sowohl in 400 als auch in —co h#uft. Fiir A € spec(p) ist der Kern von
I) — X eine nicht-trivialer, endlich-dimensionaler Vektorraum, der aus glatten Schnitten
von XM besteht. Aus der Definition des Spektrums hingegen folgt unmittelbar fiir alle
A € C\ spec(D), dass D — X ein Isomorphismus (d.h. ein linearer Homéomorphismus)
von HY(M;XM) nach L*(M;3M) ist.
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Die Definition des Spinorbiindels und des Dirac-Operators héngt von der riemannschen
Metrik g ab. Wir schreiben deswegen manchmal 1Y, um die Abhingigkeit von der Metrik
auszudriicken. Aus Propsition 5.28 erhalten wir

dim ker I§? = dim ker ng .

Lemma 5.26. Sei (M,g) eine geschlossene riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit der
Dimension n > 3 mit A\(M, [g]) > 0. Dann ist 0 nicht im Spektrum spec(IP?).

Beweis.

Wegen A\(M, [g]) > 0 kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass
scal? > 0 (sonst ersetze g durch eine dazu konforme Metrik, siche Lemma 3.17. Angenom-
men 1) € ker )Y, Dann erhalten wir unter Nutzung der Lichnerowicz-Schrédinger-Formel
(5.41) den folgenden Widerspruch

0 = /Myngw\Q dvold = /Mw,(wg)?@ dvol?

scaly

= / (1, V*V) dvolg+/ (1,1) dvol?
M m 4

min scal9

> [ 190 dvor+ ]3> 0.
M

O

Aus der Spektraltheorie folgt nun, dass der Operator I : HY2(M; M) — L?(M; X M)
ein stetiges Inverses besitzt. Mit Methoden analog zu Abschnitt 1.11 sieht man, dass der
Dirac-Operator fiir alle k € Z einen Isomorphismen

D HY(M; M) — HL(M; 2 M)

definiert.

Zu gegebenem zy € M und ein ® € X, M iiberpriift man nun analog zu Ubung 1.11,
dass 0,,® €: H *(M;XM) fiir alle k > 2. Es gibt also eine eindeutige distributionelle
(also schwache) Losung I'y, der Gleichung

DTy = —wn_10:,P. (5.42)
Derartige Losungen nennen wir eine Green-Funktion des Dirac-Operators. Auf Grund
von elliptischer Regularitit ist T'y glatt auf M \ {zo} und in LY(M;XM).

5.4.3. Identifikation von Spinoren beziiglicher verschiedener Metriken

In diesem Unterabschnittbschnitt nehmen wir an, dass auf auf einer n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit M zwei Riemannsche Metriken g und h gegeben sind. Wir wollen Spi-
noren geziiglich g mit Spinoren beziiglich h identifizieren. Wir folgen hierbei [BG92].
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Wir bestimmen ein S € End(T'M), so dass
h(X,Y) = g(S(X),Y) VXY €T,MVre M.

Der Endomorphismenschnitt S € I'(End(T'M)) ist g-symmetrisch und g-positiv definit
und besitzt deswegen einen eindeutigen Endomorphismenschnitt B € I'(End(T'M)), der
B? = S erfiillt und g-symmetrisch und g-positiv definit positiv ist. Ist M zusitzlich
orientiert, so ist
B, : ((e1,...,en)) = (Bey,...,Bey)

eine Abbbildung, die positiv orientierte g-Orthonormalbasen auf positiv orientierte g-
Orthonormalbasen abbildet. Da diese Abbildung mit der Operation von SO(n) durch
Basis-Transformation kommutiert, erhalten wir einen Isomorphismus von SO(n) Haupt-

faserbiindeln
B, : PSQ(M, h) — Pso(M, g) .

Eine Spin-Struktur auf der orientierten riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) besteht
aus einem Spin(n)-Hauptfaserbiindel Pspin (M, g) zusammen mit einer Spin(n) — SO(n)
dquivarianten Abbildung ¥4 : Pspin(M, g) = Pso(M, g). Wir erhalten hieraus eine Spin-
Struktur auf (M, h), indem wir die doppelte Uberlagerung Vg : Papin(M, g) = Pso(M, g)
entlang von B zu einer doppelten Uberlagerung 9}, : Pspin(M, h) = Pso(M, h) zuriick-
ziehen. Dies definiert nun eine Spin-Struktur auf (M, h), und wir erhalten einen Lift
B# : PSpin(Ma h) — PSpin(M7 g) von Bi,.

Die Spinor-Biindel zu diesen Metriken erhalten wir als assoziierte Biindel:

Y(M,g) = Pspin(M, g) X4, Xn, Y(M, h) == Pspin(M,h) Xg, Xy .

Deswegen ist 5;‘ = By X4, idy, ein faserweiser isometrischer Vektorbiindel-
isomorphismus

Bl S(M,h) = S(M, g).
Offensichtlich ist Bz die zu ﬁg inverse Abbildung.

Bemerkung 5.27. Man beachte, dass diese Zuordnung im folgenden Sinn nicht funk-
tioriell ist: Angenommen k ist eine weitere Metrik, dann sind im allgemeinen die Abbil-
dungen ﬁl{} und Bg o ﬁ;’ verschieden.

Im folgenden werden wir diese Identifikation in zwei Situation nutzen.

Zunichst im Spezialfall der konformen Aquivalenz (Proposition 5.28) und dann im fol-
genden Unterabschnitt, um eine effiziente Trivialisierung des Spinor-Biindels in Normal-
koordinaten zu erreichen.

Wir nennen einen Spinor ¢ € T'(X(M, g)) harmonisch, falls D¢ = 0.

Proposition 5.28 (Konforme Kovarianz des Dirac-Operators). Es gelte h =
f?g fiir eine glatte Funktion f : M — (0,00). Dann gilt fiir alle p € I‘(Z(M, h)):

Pl = gm0 (0 (f0-D2g0(p)) ). (5.43)

Insbesondere erhalten wir aus (5.43) fir ¢ € T'(X(M, h)):
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@ st ein harmonischer Spinor auf (M,h) genau dann, wenn
f("_l)/zﬁg(go) ein harmonische Spinor auf (M, g) ist.

Man erhélt einen Beweis durch sorgfiltiges Nachrechnen. Dies ist in [34] detailiert und
gut ausgearbeitet und soll hier nicht wiedergegeben werden. Die Formel war zuvor aber
schon lange bekannt, siehe zum Beispiel [35, 33].

5.4.4. Effiziente Trivialisierung des Spinorbiindels in Normalkoordinaten

Wir betrachten nun Normalkoordinaten beziiglich der Metrik ¢ (kurz: g-
Normalkoordinaten) im Entwicklungspunkt zp. Wir identifizieren hierzu eine Umge-
bung U von zy mir einem Ball Br(0) in R™ mit Hilfe der Exponentialabbildung und
einer Isometrie T,,M — R". Auf der Umgebung U ist dann also sowohl die eukli-
dische Metrik geu1 als auch die urspriingliche Riemannsche Metrik g gegeben und es
gilt g = gewa + O"(r?) fiir r — 0. Ist g flach auf einer Umgebung von z, so gilt
Sogar g = geuk- Die Abbildung S5 aus dem vorigen Unterabschnitt erlaubt uns
nun das Spinor-Biindel (U, g) mit dem euklidischen Spinorbiindel ¥(Br(0), geuxi) zu
identifizieren, d.h. zur Vereinfachung der Notation identifizieren wir ¢ € X(U,g) mit
B9°8 (p) € B(BR(0), geukl)- Eine derartige Identifikation ist natiirlich dasselbe wie eine
Trivialisierung von (U, g).

Wir betrachten nun die Levi-Civita-Zusammenhéinge VY und V9ukl beziiglich dieser
Metriken. Sei (0,...,0,) die euklidische Standard-Basis von R”, dann ist (eq,...,ey)
mit e; := $5°"¥(9;) ein orthonormaler Rahmen fiir g. Es gilt fiir die euklidische Clifford-
Multiplikation -, siche [41, Theorem 4.14] oder [11, I Lemma 4.1]

n
Ve = Ve + % > Wi (X) 050, (5.44)
Jk=1

wobei wf(X) = g(V¥%ej, ex), oder dquivalent ausgedriickt > p_; w¥(X)e, = Ve,
Man beachte hierbei, dass g-Clifford-Multiplikation mit e; mit der geu-Clifford-
Multiplikation mit d; iibereinstimmt.
Nun wollen wir die Dirac-Operatoren ?Y und p?" vergleichen, wobei wir hier &hnlich
zu [4] vorgehen wollen.

Lemma 5.29. Sei U eine Umgebung von xgy. In g-Normalkoordinaten und beziiglich
der durch By gegebenen Trivialisierung des Spinorbiindels gilt fiir jeden auf U oder
U\ {zo} definierten glatten Schnitt ¢ des Spinorbiindels

Do = Pp - i > @ Ric(ea)| - ¢+ O'(1%) () + O'(r?) (Vo).
a=1




198 5. Der Satz von der positiven Masse und die verbleibenden Félle

Hierbei bezeichnet O’ (r?) (i) einen Term der Form A(yp) fiir Schnitt A € T'(End(2,))
mit A in O'(r?). Analog bezeichnet @’(r?)(V) einen Term der Form A(V ) fiir einen
Schnitt A € T'(Hom(T*R" ® SR™, ¥R") mit A in O'(r?).

Das Lemma gilt auch dann, wenn wir e; durch 9; ersetzen oder die euklidische Clifford-
Multiplikation durch die beziiglich g oder beide Ersetzungen gleichzeitig, denn alle diese
Varianten unterscheiden sich nur um Terme in (9’(7“2), was in obiger Formel einen Term

der Form O'(r?®)(y) ergibt.

Bemerkung 5.30. In grolen Teilen der spin-geometrischen Literatur (zum Beispiel
zur Getzler-Reskalierung im Wirmekernbeweis des Atiyah-Singer-Index-Satzes ) wer-
den #dhnliche Entwicklungen mit Hilfe einer anderen Trivialisierung des Spinor-Biindels
durchgefiihrt: man erhélt diese durch Paralleltransport in radiale Richtung im Spi-
norbiindel. In dieser Trivialisierung bleibt Lemma 5.29 weiterhin giiltig.

Die von uns gewéhlte Trivialisierung 85" hat den Vorteil, dass in htheren Ordnungen
(siehe Zusatz 5.31) weniger Fehlerterme auftreten.

Beweis von Lemma 5.29. Wir betrachten zunédchst den Fall, dass ¢ auf U definiert und
glatt ist und nicht in zo verschwindet. Fiir ein festes ¢ ist dann O'(r?) (|¢| + [Vel)
gleichbedeutend mit O’ (r?).

Wir benutzen zunéchst (4.14) und die dort verwendete Notation fiir die Berechnung der

Chrlstoffel Symbole T'%. die durch >, rfjak Vg 0; definiert sind. Wir betrachten ',

i i)

b und O,gpe an der Stelle z = (2, ... 2").
P?j = Z g zgjé + 8]9@6 8@9@']‘)
1 n
= 3 > 9M<_Rjia€(0) — Rjaie(0) = Rijae(0) — Riaje(0)
l,a=1

+ Rieaj(0) + Ria@j(0)>xa +0'(r?)
(6" + O’ (%)) <Rajzz(0) + Raz‘jé@))ﬂﬁ“ +0'(r?)
—1

-t et}

C«Ol*—‘

C«Ol*—‘

Wir schreiben B = (bf;)&k:l,__,n und haben dann e, = >, bi@g. Man rechnet nach,
dass

Z b gemb = glen, €5) = Ops »
l,m=1
das heif3t

B = ((gij)z‘j)

~1/2 1< _
(0 = 5 D Riag;(0)2%a” + 0" (%)) ))71/2
a,f=1
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108 Rusy0ta?) 07 (),

a,f=1 g

Hierbei verwendeten wir die Entwicklung

b =05~ 5 3 Ruagy (022 1 O"(+9)

a,B=1
siche (4.14). Wir erhalten auch:
1 1<
k 2 o 2
8ibj = —§3igjk + O/(T ) = 6 Z (ijk(()) + Rjaik(O))x + O,(T ) .

a=1

Aus (5.44) erhalten wir das folgende, wobei . wieder die euklidische Clifford-
Multiplikation bezeichnet.

Py = Zﬁz -V

= Za vgeuklwz(a - VI o Z wh(e;) 0; + 05 + ), + ¢ .(5.45)

eyt
lpgeukl @

Der zweite Summand ergibt

(=500 Ve = 5 37 Ruaanl0)at; Ve + 0'(%) = 0'(r%).
i0=1 il,a,8=1

Wir rechnen

wa(ei)ak = Zw er + O (r?)
k=1

= V%ﬁj +0'(r?)

= vy, <Zn: bfag) +0'(r?)
(=1
= i (0:05) 0, + i OiT50k + O’ (r?)
/=1

£k=1

n

= Z (821)? + Ff])ak + O,(TQ).

k=1

—

o0 +135 = = Z jiak (0) + Rjait(0) + 2Rajik(0) + 2Raijr(0)) 2% + O'(r?)

CD
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| =

/

Z (Rakji(0) + Rajik(0) + Raikj(0) +3Raiji(0))z® + O' (1)
a=1

=0 wegen 1. Bianchi-Indent.

3

Raijk(o) .%'a + OI(TQ)

DO =

a=1
Der dritte Summand in (5.45) ist dann gleich
n
1

8i . a] . <§Ra2jk2(0) xaak;) 2 + O/(T‘z)

o]
s
“F

Q

Il

I

xaRm’jk(O) (9@ d 8j d ak 2 + OI(TQ)

Il
00|
(1=

i,5,k,a=1
Die Terme mit ¢ # j # k # i verschwinden wegen der 1. Banchi-Identitit und wegen
O0; +0j « O = 0+ O+ 0; = O » 0; + 0. Terme mit j = k verschwinden aufgrund von
Ryijk(0) = —Rqikj(0). Mit 0; « 9; = —1 bekommen wir fiir den dritten Summand
1 - o 1 - a 1(..2
—g Z x Raiik(O)ak Y+ g Z x Roﬂ'ji(O) 8j s+ @) (7“ )

i,k,a=1 ,j,a=1

1< ,
= —ZzlxaRlc(ea)h) -go—i—O'(rz).

Das Lemma ist somit gezeigt, falls ¢ auf U definiert und glatt ist und nicht in g
verschwindet.

Der allgemeine Fall folgt nun, indem wir auf U definierte Schnitte ¢;, 1 < i < N = 2l"/2]
von XM wihlen, so dass (¢1(z),...,¥n(z)) fir jedes x € U eine Orthornormalbasis von
Y. M ist. Wir schreiben dann einen auf U \ {xo} definierten Schnitt ¢ als ¢ = Zf\il fii
mit f; € C°(U \ {zo}) und erhalten dann die Aussage des Lemmas durch einfache
Rechnung aus dem obigen Spezialfall. O

Wir konnen in dieser Argumentation auch noch den Term dritter Ordnung von (4.14)
hinzunehmen und erhalten hieraus den néchsten Term in der Asymptotik. Dies wollen wir
im folgenden Zusatz ausdriicken. Details sind im wesentlich in der Referenz [4, Abschnitt
4.1] zu finden, sind zudem Terme hoherer Ordnung in 7 zu finden.

Zusatz 5.31. Es gelten die Voraussetzungen des obigen Lemmas. Dann gibt es trili-
neare Abbildung T9 : R x R"™ x ¥,, — ¥, und B9 : R" x R" x T*R" ® ¥, = X, so
dass

1 n
g _ Jeukl g
Do = P*Mp— 2> aRic(ed)] - ¢
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'( (@) + O (r®) (VIkiyp).
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Man kann auch leicht zeigen, dass TY nur von VRQ‘ 0 abhingt, und zwar linear. Wir
werden aber lediglich die Existenz von TY nutzen.

5.4.5. Asymptotik der Green-Funktion von )

Wir nehmen wir an, dass (M, g) eine geschlossene Spin-Mannigfaltigkeit mit positiver
Yamabe-Konstante ist, und wir definieren wiederum die Green-Funktion von ) wie in
Abschnitt 5.4.2. Ahnlich wie bei der Green-Funktion des Yamabe-Operators untersuchen
wir nun seine Asymptotik in konformen Normalkoordinaten.

Zu diesem Zweck miissen wir zunéchst eine gute Trivialisierung des Spinorbiindels auf
einer Umgebung von xy konstruieren. Aufgrund der Resultate iiber konforme Normal-
koordinaten, siehe Satz 4.1, kénnen wir fiir jedes N € N (durch evlt. konforme Abénde-
rung der Metrik) erreichen, dass detg;; = 1 + O(TN ) in g-Normalkoordinaten und
scaly = (9(7“2), wobei r = d(e,z9). Wir nehmen N > 3 an. Dann gilt insbeson-
dere ric? ‘xo = 0. Derartige Metriken g nennen wir konform ausgewogen in xg, falls
n € {3,4,5}. Im Fall, dass g auf einer Umgebung von z( konform flach ist, nennen wir g
konform ausgewogen, wenn g;; = 0;;.

Wir nutzen nun Normalkoordinaten beziiglich einer konform ausgewogenen Metrik g
(kurz: g-Normalkoordinaten), um eine Umgebung U von zp mit einem Ball Bg(0) in R™
zu identifizieren. Auf dieser Umgebung ist dann also sowohl die euklidische Metrik geui
als auch die gegebene Riemannsche Metrik g gegeben und es gilt g = geua + O” (7“2) fiir
r — 0 und sogar ¢ = geuw1 im konform flachen Fall.

Die Identifikation von Spinoren in Unterabschnitt 5.4.3 liefert einen Isomorphismus
B9 . BR(0) x X, — (U, g), der eine geeignete Trivialisierung des Spinorbiindels auf U
ergibt. Diese Identifikation soll im folgenden genutzt werden, um in den oben beschrie-
benen Normalkoordinaten das Spinor-Biindel von (U, g) mit dem auf U eingeschriankten
Spinorbiindels des euklidischen Raums zu identifizieren.

Definition 5.32. Ein Schnitt ¢ € T'(U\{zo}; C"™) nennen wir homogen von Grad k € R,
falls fiir alle A € (0,1 und € U \ {0} = Br(0) \ {0} gilt:

() = N((@).
Wir nennen in gerade bzw. ungerade, wenn fiir alle x € U \ {zo} = Bg(0) \ {0} gilt:

((=2) = ((x),  bzw. ((—z) = —((x).
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Proposition 5.33 (Lem. 2.1 und Prop. 3.3 in [5]). Sei  (M,g) eine  mn-
dimensionale Tiemannschen Spin-Mannigfaltigkeit, die konform ausgewogen in
xo € M st mit \(M, [g]) > 0. Wir nehmen an, dass gilt

e n e {3,4,5} oder
e (M,q) ist flach auf einer Umgebung von zy und n > 3.

Zu jedem ® € ¥, M gibt es dann einen glatten auf M\{xo} definierten glatten Schnitt
'y von XM mit den folgenden Eigenschaft:

(a) DTy =0 auf M\ {zo}. (Wir sagen dazu: Uy is ein g-harmonischer Spinor auf
M\ {zo}.)

(b) Auf einer Umgebung U von xq gilt in g-Normalkoordinaten der oben beschriebenen
Trivialisierung von M fiir

(i) Falls (M,g) flach auf einer Umgebung von xq ist: © € C*(U; X M).
(ii) Falls n € {3,4}: fiir alle e > 0 gilt:

0 € CO(U; £M) und r'™|VO| € C°(U;R).

(iii) Falls n =5: ©@ = E4 ¥, wobei = € C®(U \ {zo}; XM) homogen von Grad
—1 und gerade ist und wobei fiir alle o € (0,1) und fiir alle e > 0 gilt:

r¥U € CO(U; £M) und rT|V¥| € CO(U;R).

Wir erhalten auch den folgenden Zusatz, der allerdings im vorliegenden Buch nicht weiter
bendtigt wird.

Zusatz 5.34. Im Fall n = 3 haben auferdem fir alle o € (0,1)

0 € COU;=M).

Insbesondere ist 'y, € LY (M \ {zo}; XM) = LY(M;SM) und definiert deswegen einen
distributionellen Schnitt von XM — M. Man kann durch partielle Integration nachrech-
nen, dass /G = —wpn—105, P, wir werden diese Aussage aber nicht benotigen.

Wir beweisen Proposition 5.33 spiéter, in Unterabschnitt 5.4.9.
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5.4.6. PMT fiir kompakte Spin-Mannigfaltigkeiten

Satz 5.35 (PMT fiir kompakte Spin-Mannigfaltigkeiten). Sei (M, g) eine ge-
schlossene riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3 mit \(M, [g]) > 0.
Sei xg € M. Ferner sein € {3,4,5} oder sei (M, g) konform flach nahe xo. Wir defi-
nieren A € R wie in Proposition 5.5. Dann gilt A > 0. Haben wir A =0, so ist (M, g)
konform zur Standard-Sphdre S™.

Da umgekehrt A = 0 auf M = 5" mit beliebigem zy € S™ gilt, erhalten wir:
A > 0 genau dann, wenn (M, g) nicht zu S" konform ist.

Wie zuvor erklirt folgt hieraus der Satz der positiven Masse (PMT) in der klassischen
Version (Satz 5.22) fiir asymptotisch euklidische Spin-Mannigfaltigkeiten, die durch ei-
ne Umstiilpung einer kompakten Mannigfaltigkeit entstehen. Mit Lohkamps Argument,
siche Bemerkung 5.25 (3), folgt PMT dann auch (ohne Gleichheitsdiskussion) fiir alle
asymptotisch euklidischen Spin-Mannigfaltigkeiten.

Beweis von Satz 5.35. (a) Wir wenden Proposition 5.33 mit einem ® € ¥, M mit |®| =
1 an. Sei wieder wie in Abschnitt 5.1 I',, die Green-Funktion von Y9 und G := 4(n—
1)-wp_1- Ty, die umgenormte Variante der Green-Funktion. Sei wieder § := GP<~2g
die auf M = M \ {z0} definierte Metrik. Wir haben scald = 0.

Mit der oben konstruierten Identifikation von Spinoren zu verschiedenen Metriken
koénnen wir auch Spinoren auf (M, §) mit Spinoren auf (M \{zo}, g) so identifizieren,
dass das faserweise Skalarprodukt auf Spinoren bewahrt bleibt [35, 33, 34]. Wir

schreiben D fiir den Dirac-Operator auf (]\/4\ ,g). Die Formel fiir die Anderung von
Dirac-Operatoren unter konformen Anderungen der Metrik [35, 33, 34] ergibt, dass

die Gleichung ﬁfq) = 0 erfiillt, das heifit fq) ist g-harmonisch.
Aufgrund der Schrédinger-Lichnerowicz-Formel (5.41) haben wir
scal

ald ~ PPN

~2 PPN
0=1D Iy =V*"VIg +
Integration iiber M \ B:(z¢), € > 0 und partielle Integration liefern
0= / (V9T Tg) dvol? — / T2 dvol? — / (VoT, D) dvol?_ |
M\ B (0) M\Bc (o) Se (o)

Hierbei bezeichnet S.(xg) den Rand dB.(z¢), v ist das Einheitsnormalenvektorfeld
Sc(zp) beziiglich g, das in den Ball hinein zeigt, und wir schreiben wieder dvol?
fiir das riemannsche Volumenelement von S¢(z(). Wir haben deswegen gezeigt:

o 1 R R
/ |V g|* dvol? = —/ 9p|Tp|? dvol?_, (5.46)
M\ B () 2 Js.(x0)
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(b) Falls € klein genug ist, haben wir

. _2 0 9 oy O
- — n—2 — — — P 4
v G 5 (2 +o(e ))Br (5.47)
P (n=1) (n—1) n—
dVOlgL—l = GQn—Ql dVOIgL—l = GQn—Ql <€n71 + 0(€nil)> d.VOlS !

= (7" 4 o(== 7)) avol® (5.48)

wobei dvol®" ' das Standardvolumenelement von S~ bezeichnet, und

Tolf = G20, P
_gn—1
= (rnl_z +A+ o’m) o rnl_lf - P+ O(x) 2

Wir erhalten

Tol? = (14424 0/ (1Y) 2=

: (1 + 21 Re<§ : @,@(m)> + p2(n=1) ]@(m)\Q) . (5.49)
Diesen Ausdruck wollen wir nach r ableiten. Der erste Faktor ergibt
O (14+ A2 + O/ (1)) 20
= P =2 o) (14 0 ()
= —2n— A" +0(r"?) (5.50)

Der Spinor @ ist als paralleler Schnitt von »9eukR™ zu verstehen. Deswegen gilt
beziiglich geuxi und den assoziierten Zusammenhang

v, (%-@) :<Vr§)-<1>+%-vr<1>:0+0:0.

Der zweite Faktor ergibt somit

X

Oy (1 + 277t Re< - P, @(x)> + p2n=1) ]@(ac)]2>

=2(n — 1)r" 2 Re<§ - D, @(x)> + 2rn1 Re<% - D, Vr@(.%')>
+2(n — 1)r?" 3 |0(2)|* + 2r2 2 (O(z), V,O(z)) .

Proposition 5.33 ergibt © = O(r~!) und VO = O(r~?). Die Terme in (5.52) ha-
ben deswegen und wegen n > 3 die Asymptotik O(TQ"_?’_l_l) + O(rzn_Q_l_Q) =
(’)(TQ”%) = (’)(r"*Q). Insgesamt haben wir bisher

9 Te)? = —2(n—1) A" 3+ 0("72) + (5.51).
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Wir betrachten nun zunéchst nur den Fall n € {3,4} und den konform flachen Fall.
Proposition 5.33 ergibt in diesem Fall eine bessere Abschétzung: fiir alle a € (0,1)
gilt © = O(r~®) und VO = O(r~!7%). Die Terme in (5.51) haben deswegen dann
die Asymptotik (’)(7"”*2*0‘) + (’)(7“”*1*1*0‘) = (’)(r"*%a) . Wir erhalten somit auf
Se(xp) fiir kleines € > 0
3 Te)? = —2(n—1) A"+ 0(e"72) + 0(e"279)
= —2(n—1)Ae" 3 +0(" 7). (5.53)

Wir setzen (5.47), (5.48) und (5.53) in (5.46) ein und erhalten fiir kleines ¢ > 0

0 < / VT p|? dvol?
M\Bg(mo)

= —%(524-0(52))/ 3r‘f<1>’2 dVOlrgz—l

Se(x0)
= (n—1) A/ dvol®" ™" + o(1)
Sn—1
= (n—1)wp—1A4+0(1) (5.54)

Dies impliziert A > 0.

Der Beweis von A > 0 im Fall n = 5 ist dhnlich. Der wesentliche Unterschied ist,
dass wir geméfl Proposition 5.33 (b) (iii) © als © = Z + ¥ schreiben. Wir erhalten

(5.51) = 2(n — 1)r"2 Re<% ., E(:c)> ol Re<§ ., V,E(:c)> (5.55)
+2(n — 1)r2 Re<% LD, \If(:c)> + ol Re<E LD, VT\I'(QJ)> . (5.56)

,
In der Zerlegung © = =+ W ergibt Proposition 5.33 fiir ¥ dieselbe Asymptotik, die
wir in Beweisteil (c) fiir © hatten. Die Terme in ¥, d. h. in Zeile (5.56), konnen also
wie zuvor mit (’)(r"*%a) abgeschétzt werden.

Die Terme in Zeile (5.55) sind homogen von Grad (n —2)+0—-1=(n—1)4+0—
2 = n — 3(= 2), und wir untersuchen nun deren Paritéit. Das radiale Vektorfeld
Or = T ist ungerade, der konstante (genauer: parallele) Spinor ® ist gerade, und =
ist nach Proposition 5.33 ebenfalls gerade. Somit ist der erste Summand in (5.55)

eine ungerade Funktion.

Radiale Abeitungen gerader Terme sind wiederum gerade, also ist auch V,.= gerade,
woraus wiederum folgt, dass die gesamte Zeile (5.55) eine ungerade Funktion von
Homogenitit n—3 ist. Wir schreiben sie in der Form "3 u(z/r), wobeiu : S"~1 — R
eine ungerade glatte Funktion ist.

Wir erhalten auf der Sphére S.(Xp) mit r =¢

O, Tyl> = —2(n — 1) Ae" 3 4 ue" 3 + o(e"?) . (5.57)
U

Der ungerade Term u verschwindet nach Integration iiber S"~!, das heifit (5.54) und
A > 0 bleiben giiltig.
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Jetzt nehmen wir A = 0 an. Aus (5.54) folgt %fq) =0 auf M \ {zo}, und deshalb
ist fq) parallel.

Wir wéhlen nun eine Basis (®1,...,Px), N = |n/2]| von ¥, M. Wir kénnen die
Green-Funktion I'p, fiir alle ¢ € {1,..., N} wie oben konstruieren und sehen, dass
fcpi parallel ist. Aus (5.42) folgt, dass (I'g,,...,I's,) als Familie von Vektoren in
I'(M \ {zo}; M) linear unabhéngig ist. Somit ist auch <f¢1, e ,fcpN> in diesem
Sinne linear unabhéingig, und wegen der Parallelitéit dieser Schnitte sind sie dann
auch in jedem Punkt linear unabhéngig. Wir erhalten somit eine parallele Triviali-
sierung des Spinorbiindels von (M \{zo}, §). Deswegen ist (M \{xo}, §) flach, ist also
isometrisch zu R" /G wobei G eine diskrete Gruppen von euklidischen Bewegungen
ist, die frei und eigentlich diskontinuierlich auf R™ operiert. Wir wollen zeigen, dass
G trivial ist.

G ist eine Untergruppe der (orientierungserhaltenden) euklidischen Bewegungsgrup-
pe SO(n) x R™. Da der Quotient R /G spin ist, besitzt G einen Lift G in der Gruppe
Spin(n) x R, d. h. die Einschrénkung der Ubeg\lagerung Spin(n) x R™ — SO(n) x R”
auf G ergibt einen Gruppen-Isomorphismus G — G. Wir haben dann als Biindel
mit Zusammenhang £(R"/G) = (R" x CV)/G. Da dieses Biindel parallel trivia-
lisiert wird, verschwindet die Spin(n)-Komponente von @, d.h. G und damit G
bestehen nur aus Translationen (in R™). Nach einer potentiellen Isometrie von R”
ist somit G ein Gitter (d.h. eine kokompakte, diskrete, eigentlich diskontinuierliche
Untergruppe) in R¥ € R™. Die Mannigfaltigkeit (M \ {20}, §) ist also isometrisch
zu (([Rk /G) x Rk, geukl) und gleichzeitig asymptotisch euklidisch. Es gibt also ein
Kompaktum K C (RF/G) x R"*, so dass L == ((RF/G) x R"*, geya) \ K diffeo-
morph zu R™ \ Bg(0) ist, es gilt also insbesondere (L) = {1}.

Da K als kompakt angenommen wurde, gibt es ein ¢ > 0 mit L' := (R¥/G) x (R*~*\
B,(0)) C L. Wir haben m (L") = m(R"/G) = G, und da die von den Inklusionen
induziert Komposition 71 (L) — 71 (L) — m1(R"/G) die Identitét ist, folgt, dass G
injektiv in m (L) = {1} abgebildet wird. Wir haben also gezeigt, dass G trivial ist.

Wir haben somit eine Isometrie ¥ : (R, geur1) — (M \{zo}, §) erhalten. Es folgt, dass
dann die Weyl-Kriimmung von ¢ und damit auch von g auf M \ {zg} verschwindet,
und aus Stetigkeitsgriinden verschwindet deswegen die Weyl-Kriimmung von g auf
ganz M. Aulerdem sehen wir, dass M \{xo} und damit M einfach zusammenhéngend
ist.

Somit ist (M,g) einfach zusammenhéngend, konform flach und geschlossen, also
konform zur runden Sphére. Aus Kuipers Theorem (Satz 2.35) folgt dann, dass
(M, g) konform &dquivalent zu der Standard-Sphére S™ ist.
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5.4.7. Der Dirac-Operator in Polarkoordinaten

Wir betrachten nun den Dirac-Operator auf R™ \ {0} in Polarkoordinaten, welche durch

(r,9) : R\ {0} — Rsg x S"°L, r((ml,...,x")) =/(x1)2 + ... (z)2, V(z) = —

gegeben sind. Ist y : U — V eine Karte von 5", so ist (r,y01) eine Karte von R™\ {0}.
Das zur r-Variablen gehorende Koordinatenvektorfeld 0, ist gegeben durch

n .%'i
87' = E 7825
i=1

und ist unabhéngig von der Karte y.

Sei S, die Sphire von Radius » um 0, und wir haben 7,5, = d;-. Fiir X € T(R" \ {0})
und fiir ein Vektorfeld V' € T'(T'(R™ \ {0})) sei dxV die Ableitung im Sinne der elemen-
taren Analysis, also beziiglich des euklidischen Zusammenhangs. Ist X = (X!,...,X")
tangential an S,, also senkrecht zu 0,, so haben wir dxr = 0, und somit rechnet man

nach
n

oxa' . X
0x0, = 0; = —0; = —.
izl r Zzl r r
Die Weingarten-Abbildung von S, im euklidischen R ist dann W (X) = —9x8, = —1 X.
Fiir X € T'S, und fiir ein Vektorfeld V' € T'(T(R™\ {0})), das in € R™\ {0} tangential
zu Sy ist, sei V§(V die kovariante Ableitung beziiglich des Levi-Civita-Zusammenhangs
der Sphéren. Nach Definition der (vektorwertigen) zweiten Fundamentalform gilt

1
OxV =V3V +1I(X,V) = V5V — (X, V),

wobei wir I(X,V) = (W(X),V)0, genutzt haben. Wir bekommen insbesondere
I(X,Y) = -1¢(X,Y)0,.
Dies impliziert fiir Spinoren ¢ € I'(X(R™ \ {0})):

1
e (X, ) - = Vi = 5-X 0,0,

n

Ixh = Vi +

DN | =

7j=1

wobei eq,...,e,_1 ein lokal definierter orthonormaler Rahmen von TS, ist.

Sei nun 7" der euklidische Dirac-Operator und lDS der Dirac-Operator der Sphére S,.
Wir identifizieren auch homothetisch S, mit S; = 5"~ !. Die von geuq induzierte Metrik
hierauf ist dann 7°2gsph. Wenn nun lDS der Dirac-Operator beziiglich der sphérischen
Standard-Metrik ggp), ist, dann haben wir lDST = %lﬁs

Wir rechnen

DIy 8, Vgt + P+ %(n —1)8, -
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= 1ar . (Vra,ﬂ/) _ar * lDSZZHL i 17/))
r 2

Es gilt 9, - lDSI/J = —ZDS(GT - 1), Setzen wir oy = %(1 + 9,) € Cl,, dann erhalten wir
aq - =a_--ar =1 und 9, - a— = a4 und somit fiir alle Spinoren ¢
S S S S
a0, D (Oé+'80) =a OpraPo=a_-ar-Po=D"p.

In anderen Worten: 0, - le und lDS sind vermoge a4 konjugiert und haben insbesondere
dasselbe Spektrum, ndmlich

-1 -1
spec = {nT—l—t‘tGD\lo}U{—nQ —t‘teh\lo},

siche [58, 12].

Ist nun ¢ homogen von Grad ¢ dann haben wir V,5 9 = {1, die Eigenrdume von V,,
zum Eigenwert ¢ sind genau die homogenen Spinorfeld von Grad ¢. Da die Operatoren
Vyo, und 0Oy - ES kommutieren, kann man jedes homogene Spinorfeld in Eigenrdume
von O « lDS zerlegen. Sei nun 1 homogen von Grad ¢ und es gelte 9, - lDSw = .

Wir erhalten dann

Dy = %ar . (z ot Z ; 1) V. (5.58)

Lemma 5.36. Sei ¢ ein homogener Schnitt von L(R™\{0}) von Grad ¢ € R\ ({—n—
t]t € NofU{=1+¢t|t € No}). Dann ezistiert genau ein homogener Schnitt 1) von
S(R™\ {0}) won Grad £+ 1, so dass Py = . Ist ¢ gerade (bzw. ungerade), so ist
Y ungerade (bzw. gerade).

Bewesis.

Im folgenden sei spec C R das Spektrum von 9, - ]DS. Die Menge spec ist abzahlbar
unendlich und alle Summen iiber die Indexmenge spec sind als Reihen zu verstehen, die
in L%(S,; X M) fiir ein r > 0 (und damit auf Grund der Homogenitit fiir alle r > 0)
konvergieren. Sei ¢ ein homogener Schnitt von Grad ¢. Wir zerlegen

S
o= @u 0D pu=pp,.

pnespec
Das Spinorfeld

1\ !
wuzz—rar-<€+1—u+—n2 > Pu s (5.59)

ist wohldefiniert wegen der Voraussetzung an ¢, und es ist homogen von Grad £+ 1. Aus
(5.58) folgt P?"*1p,,. Es gibt eine Konstante C(¢), so dass

—1 1

n—1
< CM) ——.
‘ ()1+\u\

(41— —
+ ;H—Q
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Daraus sieht man, dass v := ZMESpeC 1, auf jedem Kompaktum in R\ {0} in L? und in
H'! konvergiert. Deswegen gilt [p7"'¢) = . Mit sieht mit dhnlichen Argumenten, dass
dies die einzige Moglichkeit ist, ein solches v zu finden, das homogen von Grad ¢+ 1 ist.
Setzen wir ¢(z) = t(—z), dann erhalten wir (P’*™¢)(z) = —(P*™y)(-2) =
—p(—x). Ist also ¢ ungerade, dann gilt ¢ = ¥ aufgrund der Eindeutigkeit von 1; und
ist ¢ gerade dann gilt ¢ = —1). O

5.4.8. Ein Regularitats-Lemma

In diesem Abschnitt ist ) immer der euklidische Dirac-Operator auf R™.

Lemma 5.37 (Regularitits-Lemma). Sei U ein Ball um 0 in R™. Sei © ein glatter
auf U\ {0} definierter Schnitt des Spinorbiindels. Wir nehmen an, dass ID(©) = O(2)

T

und 0;IP(O) = (9(%2) fir r — 0. Dann kénnen wir fir alle e > 0 die Funktionen r¢©
und |V O| stetig auf U fortsetzen.

Beweis.

Da die Behauptung auf eine Umgebung von 0 lokalisiert ist, konnen wir annehmen, dass
der Triager von © beschrinkt ist und in Br(0) N (U \ {0}) enthalten ist, wobei R so
gewiihlt ist, dass Bg(0) C U. Man beachte: Zur Definition des Trigers ist der Abschluss
im Definitionsbereich, also in (U \ {0}) zu nehmen. Wir setzen nun © aufierhalb von U
durch 0 fort. Die fortgesetzte Funktion © : R™ \ {0} — %, ist glatt und verschwindet
auBerhalb von By(R) fiir obiges R. Wegen PO € L4(U;%,,) fiir alle ¢ < n folgt durch
Regularititstheorie elliptischer Operatoren erster Ordnung © € H“9(R";%,,) fiir alle
g < n. Der Sobolev’sche Einbettungssatz ergibt dann © € LY(R™; %,,) for all ¢ € (1, 00).
Ist f eine glatte Funktion und ¢ ein Spinor, so gilt die Formel

D(fe) =grad f - + fDp.

Zusammen mit | grad r| = 1 erhalten wir

‘lD(T'g@)‘ = |6’I“6_1 gradr.© + rﬂD(@)‘
6r€*1‘gradr‘|@| + reuﬁ(@)‘

<
< et O]+ O(refl) )

Wir wéhlen nun ein ¢ > n mit ¢(1 — &) < n. Man priift leicht, dass der Term (’)(refl)
dann in L9(R™; R) ist.

Fiir p, p« € (1,00) mit p~' 4+ p;! = 1 wenden wir die Holder’sche Ungleichung an. Alle
Integrale tiber Br(0) erfolgen unter Verwendung des (euklidischen) Lebesguesche-Mafles.

1/p 1/p+
/ |T571®|q < </ r(el)qp> </ |@|qp*>
BRr(0) Br(0) Br(0)
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()
< C.R) (O] L. <.

Bei der Ungleichung (%) haben wir angenommen, dass wir p > 1 (und damit auch p,)
so gewihlt haben, dass ¢(1 — €)p < n. sehen wir dann P(r€0) € LI(R™; %, fiir das so
gewihlte ¢ > n. Auf Grund der Regularitiitstheorie folgt wiederum r*© € HY4(R™"; %))
und mit dem Sobolev’schen Einbettungssatz dann 7°© € C°(R™; %,,). Dies zeigt den
ersten Teil von Lemma 5.37.

Fiir den zweiten Teil wenden wir dasselbe Argument zweimal an. Fiir alle ¢ = 1,...,n
haben wir D(9;0) = 0;1p© = (’)(T*Q) und damit P(9;0) € LI(R™;%,) fiir alle ¢ < 5.
Rechnungen auf R™ \ {0}, &hnlich zur vorigen, liefern

|D(r*20;0)| < (1 +e)r¥|0:0] + 0(r*7Y) (5.60)
und
1D(r°0,0)| < er® 13:0] + O(r* 7). (5.61)

Mit Regularitétstheorie erhalten wir 9;0 € H{(R";%,) fiir alle ¢ < %, und mit dem
Sobolev’schen Einbettungssatz bekommen wir dann 9;0 € LY(R"™; %,,) fir alle ¢ < n.
Wir wihlen nun ein ¢ > n/2 mit ¢(2 —¢) < n, und dann p € (2,00), px € (1,2) mit
q(2—¢)p < 2n und p~! +p;! = 1. Anwendung der Hélder’schen Ungleichung, analog zu
oben, ergibt

1/p 1/p«
/ ‘7“6_18,@|q < </ r(e—l)qp) </ @@’qp*)
Br(0) Bgr(0) Br(0)

< C(p,R)[|0:O| Lo, < o00.

A

Das erste Integral konvergiert, da aus der Wahl von ¢ und p die Ungleichung ¢(1 —¢)p <
q(2 — €)p/2 < n/2 folgt. Die obige L9%*-Norm ist endlich, da gp. < n. Wir haben also
ein ¢ > %, nahe an 4, gefunden, so dass r*=19,0| € LY(R™; R).

Die L?-Norm des O(ra_Q)—Terms wird bis auf eine multiplikative Konstante durch
fol rE=2)gpn=1 g4y abgeschitzt, und dies ist endlich, genau dann, wenn (¢ —2)g+n—1 >
—1, d.h. wenn ¢(2 — €) < n. Dies gilt nach Wahl von q.

Zusammen mit (5.61) zeigt dies, dass P(r°9;0) € LI(R™;%,) fiir das oben gewiihlte
q > 5. Mit Regularititstheorie und Sobolev’schen Einbettungssitzen erhalten wir
r€0;0 € L*(R™; %,,) fiir ein s > n. Nun nutzen wir die bereits oben begriindete Aussage
O(r*!) € L(R;%,) fiir ein s > n, ausreichend nahe an n. Abschétzung (5.60)
ergibt dann |P(r1*¢9;0)| € L*(R™%;R) fiir dieses s > n. Unter erneuter Nutzung
von Regularitétstheorie und Sobolev’schen Einbettungssétzen leiten wir schliefSlich

r1t9,0 € CO(R™; %,,) her. Dies zeigt r'T¢|VO| € CO(R™). a

Bemerkung 5.38. Indem man die Aussage zunéchst fiir ein etwas kleineres € anwendet,
sieht man leicht, dass die stetigen Fortsetzungen von 7°© und r'*¢|VO| in 0 den Wert 0
annehmen.
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5.4.9. Beweis von Proposition 5.33

Sei g konform ausgewogen in zg und V eine ausreichend kleiner Ball um xg. Sei n :
M — [0, 1] glatt mit Tréger in V', so dass n = 1 auf einer Umgebung U C V von zy. Wir
identifizieren V' mit dem Normalkoordinatenball in R", so dass g = 0, r = d(z, zo) = |z|.
Nun ist
To(z) = {n(m)r% -® fallsx eV,
0 falls x ¢ V

ein glatter Schnitt von (M \ {z¢}) mit Tréger in V, und dies gilt natiirlich dann auch
fiir I,Dgro.

(i) Sei (M, g) flach auf V', also 0.B.d.A. g = geux auf V. Dann gilt
g £ . _ Jeukl £ . —
P (5 0) =1 (5 .0) =0auf U {ao}.

Der Triger von IPT'y ist somit in V' \ U enthalten und setzt sich deswegen zu einem
glatten, auf ganz M definierten Schnitt fort. Da IPY ein invertierbarer Operator
['(XM) — I'(XM) ist, gibt es einen glatten Schnitt © von ¥ M mit PO = —PT,.
Wir setzen I'y,(z) :=T'g + © und erhalten dann die Proposition in diesem Fall.

Der Beweis in den verbleibenden Fillen ist dhnlich. Wir wenden Lemma 5.29 und Zu-
satz 5.31 an. Nun sind aber zusétzliche Terme zu beriicksichtigen. Aufgrund unserer
Annahmen haben wir Ric? |$0 = 0, so dass der fithrende Term der zusétzlichen Terme

verschwindet. Wir setzen o := )Ty und wir rechnen auf U:

_ g x Jeukl €z
0 = P (5ee)- (5 e)
—_———
=0
- T
= Z 2P T9 (ea,eg, — <I>) + (’)/(r‘“")
a,B=1 "
= O'(r* ™).

(i) Im Fall n = 3 ist g also beschrinkt und somit insbesondere in L2. Im Fall n = 4
ist 0 € O'(r~1) und deswegen gilt ¢ € L>(M;XM). Da Y : HY2(M; M) —
L?>(M;X~M) invertierbar ist, erhalten wir beiden Fillen n € {3,4} ein © €
HY2(M;xM) mit PO = —p. Wiederum setzen wir I'y(z) := Tg + ©, erhalten
DTg(x) = 0 auf M \ {0}. Aufgrund elliptischer Regularitiitsaussagen fiir ellip-
tische Differentialoperatoren erster Ordnung erhalten wir die Glattheit von I'g(z)
auf M\ {0}. Das Regularitéts-Lemma 5.37 liefert dann die verbleibenden Aussagen
falls n € {3,4}.

(iii) Im Fall n = 5 betrachten wir zunéchst den homogenenen Anteil von p der fiihrenden
Ordnung, ndmlich

n
01 = Z D e (ea,eg,in .(I)) .
a,pf=1 "
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Dieser Term p; ist homogen von Grad —2 und ungerade, und es gilt ¢ — o1 €
O’ (r~1). Mit Lemma 5.36 erhalten wir einen auf R" \ {zo} definierten und glatten
gerade homogenen Schnitt = von Grad —1, der PY= = —g; auf dem U \ {0} erfiillt.
Zu 09 = p— ]Dg(n E) e (’)'(7"’1) konnen wir analog zu den obigen Féllen ein ¥ mit
DT = —py und den anderen gewiinschten Eigenschaften finden. Die Aussage folgt
dann fir 'y =T'o + 7=+ V.

Der Beweis der Proposition ist nun vollstdndig. Es verbleibt Zusatz 5.34 zu zeigen.

Im Fall n = 3 ist o also beschrinkt und somit in L? fiir alle ¢ > 1. Da IPY :
HY2(M;~M) — L?*(M;XM) invertierbar ist, gibt es ein ® € H“2(M;¥M) mit
'O = —p. Aufgrund elliptischer Regularititsaussagen, die #hnlich zu Satz 1.71 fiir
elliptische Differentialoperatoren erster Ordnung gelten, erhalten wir © € HY9(M, X M)
fir alle g. Der 2. Teil des Sobolev’schen Einbettungssatzes, d.h. Satz 1.49, impliziert
dann © € C%*(M,XM) fiir alle o € (0, 1).

5.4.10. Mannigfaltigkeiten mit endlicher Spin-Uberlagerung

Satz 5.39 (PMT fiir kompakte Mannigfaltigkeiten mit Spin—ﬂ'berlagerung)
Sei (M, g) eine geschlossene riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3
mit A(M,[g]) > 0. Sei xy € M. Ferner sein € {3,4,5} oder sei (M, g) konform flach
nahe xog. Wir definieren A € R wie in Proposition 5.3. Dann gilt A > 0. Haben wir
A =0, soist (M,g) konform zur Standard-Sphdre S™.

!l kommt noch!!!

Folgerung 5.40. Sei (M,g) eine asymptotisch euklidische Mannigfaltigkeiten mit
nicht-negativer Skalarkrimmung. Wir nehmen an, dass M eine endliche Uberlagerung
besitzt, die spin ist. Dann ist die ADM-Masse von (M, g) nicht-negativ.




6. Ergdanzungen, Erweiterungen, alternative
Beweise

6.1. Die Sobolev-Konstante

Sei p. = 2n/(n — 2). Die Sobolev-Konstante o,, hatten wir in Definition 1.7 definiert als

ull? .,
Ln—=2
Opi= Ssup ——5—.
U ueer ) VUl
In (3.2) haben wir gezeigt:

a  4n-1) 1
ASY) T n—2  A(S)

Op —

Aus Abschnitt 3.8, genauer aus Folgerung 3.24 erhalten wir nun:

Folgerung 6.1.

_ 4 —2/n
on = n(n — 2)w" '

Bemerkung 6.2. In der Ungleichung [|¢[|7,. < o - [Ve||3, gilt fiir die Funktionen
© = uq also Gleichheit.

Beweis. Sei wieder §, : R™ — R", d4(x) = « -z die Dilatation um o > 0 und o :
S™\ {ep} — R™ die stereografische Projektion. Wie in Beispiel 2.33 definieren wir ¥ €
Conf(S") durch ¥ = 071 06,00, U(e) = eq.

L= aE)

= Q(QSph)
= Q (\I’*gsph)

(2:19) Qgsph <u_a o O-)
Ui
(;) Qgeukl (Ul . u_a>
Ui

= QI (ug)
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IVuall72

= a - .
uallZs.

Hierbei ist (%) zum Beispiel auch wieder durch (2.19) mit a := 1 gegeben und (+) ist
eine zu (3.1) analoge Rechnung.

6.2. Eindeutigkeit der L6sung des Yamabe-Problems?

Sei g eine Yamabe-Metrik auf der geschlossenen Mannigfaltigkeit M, dim M > 3. Im
Fall A(M,[g]) < 0 gibt es dann in dieser konformen Klasse genau eine Metrik mit kon-
stanter Skalarkriimmung mit Volumen 1, ndmlich die (reskalierte) Yamabe-Metrik, siehe
Aufgabe 4 auf Ubungsblatt 10.

Im Fall A(M, [g]) > 0 ist die Eindeutigkeitsaussage im allgemeinen nicht mehr giiltig.
Es gibt Beispiele mit nicht eindeutiger Yamabe-Metrik und auch Beispiele, bei denen es
neben den Yamabe-Metriken noch weitere Metriken konstanter Skalarkriimmung gibt.
(Siehe Aufgabe 4 c) auf Ubungsblatt 13 fiir ein Beispiel der zweiten Art.)

Den Raum aller Metriken mit positiver Skalarkriimmung in einer fixen konformen
Klasse zu studieren, ist interessant aber herausfordernd. (Kompaktheits- und Nicht-
Kompaktheits-Resultate von Brendle und Brendle/Marques.)

Wir zeigen nun einen Satz, der eine weitere Eindeutigkeitsaussage macht. Wie der
Satz 2.31 von Obata wurde er auch in einer Artikelserie von Obata in den 1970er Jahren
gezeigt. Der entscheidende Erkenntnisgewinn des hier dargestellten Satz im Vergleich zu
Satz 2.31 wurde aber bereits von Brinkmann [20] gezeigt, siehe auch [39].

Satz 6.3 (Satz von Brinkmann-Obata). Sei M eine geschlossene zusam-
menhdngende Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3 und go eine Einstein-Metrik auf
M. Dann gilt entweder

(a) Ist g € [go] eine Metrik konstanter Skalarkrimmung, dann gibt es eine Konstante
c>0 mit g =cqo.

Oder:

(b) Es gibt eine Konstante o > 0, so dass (M, go) isometrisch zu (S™, 0*gspn) ist.

1

Im Fall (b) beschreibt dann der erste Satz 2.31 von Obata die Menge aller Metriken
konstanter Skalarkriimmung in [go]. Insbesondere ist wegen Satz 2.31 klar, dass (a) und
(b) nicht gleichzeitig wahr sein kénnen.

Bewess.

Wir nehmen an, dass g € [go] konstante Skalarkriimmung hat.

!Einfiigen: Dies ist bewiesen als Prop. 6.2 in Obata, Morio The conjectures on conformal transformations
of Riemannian manifolds. J. Differential Geometry 6 (1971/72), 247-258.
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(i) Wir konnen ohne Beschrénkung der Allgemeinheit annehmen, dass scal? = n(n—1).
Denn: Falls scal? < 0 gilt, so wissen wir bereits, dass Aussage a) gilt. Wenn scal? > 0
gilt so definieren wir

_ scal’

~ n(n— 1)9'
Die Metrik g € [go] hat dann konstante Skalarkriimmung scal? = n(n — 1).

(ii) Wir schreiben wie im Beweis von Lemma 2.29
g=¢"g90 @ECOM), ¢>0.

Wir haben dort gezeigt, dass g ebenfalls eine Einsteinmetrik ist, also BY = B9 = 0.
Hieraus folgt dann mit(2.16)

1
Vi + —~(Ap) g =0, (6.1)

wobei V und A beziiglich g zu nehmen sind. Die Aussage des Satzes folgt nun aus
der folgenden Proposition. 0

Notation: Fiir einen symmetrischen (0,2)-Tensor h sei hy der spurfreie Anteil von h,
also hg == h — L(trh) g. Zum Beispiel ist BY = (ric?)y. Gleichung (6.1) wird mit dieser
Notation zu

(Vztp)o =0.

Satz 6.4 (Starrheitssatz von Obata). Sei (M,g) eine kompakte  zusam-
menhingende riemannsche Mannigfaltigkeit mit scaly = n(n — 1). Fir eine
nicht-konstante Funktion p € C®°(M) gelte (V2¢)o = 0. Dann gilt:

(a) (M,g) ist isometrisch zu (S™, gsph)-

(b) Sei xg ein Mazimum von . Dann haben wir

p(x) = p(xo) cos(d(x, xo))-

Der Beweis des Starrheitssatzes bedarf einiger Vorbereitungen.

Historische Bemerkung: In [Wu,Ye, Arxiv 1203.5307] wird die Gleichung (V2¢)g = 0
die verallgemeinerte Obata-Gleichung genannt. Die Autoren zeigen insbesondere den
oben formulierten Starrheitssatz und behaupten, dies sei eine Verallgemeinung von Oba-
tas Resultaten. Der Starrheitssatz ist aus Sicht von Bernd Ammann eine Konsequenz
aus Obatas Rechnungen und naheliegenden differentialgeometrischen Rechnungen, die
sich aus der Verifikation von Obatas Formeln ergeben. (Ein Beweis hat zum Beispiel
Bernd Ammann im Wintersemester 2010/11 in einer Vorlesung gefiihrt, also vor obigem
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Preprint). Es ist aber auch anzumerken, dass die Originalarbeiten von Obata zum Be-
weis der uns interessierenden Aussagen nicht sehr effektiv geordnet ist. Es sind also nicht
alle Mathematiker der Meinung, dass der Satz bereits Obata zugeschrieben werden sollte.

Wiederholung aus der Differentialgeometrie: Fiir h € I'(T(%? M) und X € I'(T M)
definieren wir die Lie-Ableitung Lxh)g durch die Formel

Man iiberpriift, dass hierdurch Lxh € T'(T®2 M) wohldefiniert ist.

Lemma 6.5. Sei (M,g) eine kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit und sei fy :
M — M der Fluss von X, das heifit es gelte fo = id und fiir alle t € R und alle
p € M gelte
d
— filp) = X .
dt fi(p)
(a) Es gilt fg = g fir alle t € R genau dann, wenn Lxg = 0. In diesem Fall nennt
man X ein Killing-Vektorfeld.

(b) Es gilt ffg € [g] fir alle t € R genau dann, wenn (Lxg)o = 0. In diesem Fall
nennt man X ein konformes Killing-Vektorfeld.

Der Beweis dieser differentialgeometrischen Standardaussage wird hier nicht ausgefiihrt.
Ein Einfiihrung zu Lie-Ableitungen findet sich zum Beispiel in [43, Kapitel 18]. Hieraus
kann man dann die obigen Aussagen herleiten.

Man rechnet nun fiir Vektorfelder X,Y,Z € I'(T'M)

(Lxg)(Y,2) = X(9(Y,2)) —9([X,Y], Z) — g(Y, (X, Z])
= 9(VxY,Z2)+g(Y,VxZ) - g(VxY, Z)
+9(VyX,Z) —g(Y,VxZ)+ g(Y,VzX)
= 9(VyX,Z) +g(Y,VzX)

Lemma 6.6. Es gelte (V2p)o = 0 auf einer riemannschen Mannigfaltigkeit M. Dann
ist grad ¢ ein konformes Killing- Vektorfeld.

Beweis.

(Lerad 09)(Y,Z) = g(Vygradey, Z) 4+ g(Y,Vz grad ¢)
V2(Y,Z) + V3p(Z,Y) = 2V2p(Y, Z)
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es folgt Lgradpg = 2V2¢ und somit (Lgrad p9)0 = 2(V2p)o = 0. O

Lemma 6.7. Sei X ein konformes Killing- Vektorfeld auf einer n-dimensionalen rie-
mannschen Mannigfaltigkeit mit scal = n(n — 1)k fiir eine Konstante k € R. Dann gilt
A div X =nk div X.

Wir nutzen hierbei die Definition div X := tr(Y — Vy X).

Beweis.

Im Sinne einer einfacheren Darstellung beschranken wir uns auf den Fall, dass M kom-
pakt ist. Wenn M kompakt ist, so ist der Fluss f;; M — M von X wohldefiniert. 2
Aufgrund von f; € Conf(M, [g]) finden wir positive Funktionen g; € C*° (M) mit

frg=0/"""g,

und offensichtlich gilt pg = 1. Hieraus folgt
fi(dvol?) = dvol/i9 = ¢? dvol? .

Die Divergenz eines Vektorfelds ist die infinitesimale Volumenénderung entlang des Flus-
ses, oder mathematisch préizise ausgedriickt:

‘ < 1i( dvolg)> = div X dvol? .

dt
Dies ergibt
div X d () d
1v = — _= e .
dt‘tzo t pdt‘tzogt
Nun gilt
ascaldof, = ascallt9
4/(n=2)
= a scal®
oM/ (=2
= vl o)

— —pcyg(gt
(

)
— 1 “Pe A gt)—i—g?_pca scal? .

Wir leiten nach ¢ an der Stelle ¢ = 0 ab und erhalten unter Nutzung von g9 = 1, von
AY9g = A91 = 0 und der Konstantheit von scal = n(n — 1)x:

d d
N s 2 po) (L 19
0 (7 ‘togt) +2-p0 ( dt(togt> a sca

2Die Aussage kann man in voller Allgemeinheit dhnlich zeigen, mit einem Fluss f;(z) fiir (z,t) in einer
Umgebung von M x {0} in M X R definiert ist.
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[AY (div X) — (pe — 2)a scal? div X]

[AY (div X) — nk div X] .

[VN=B =

Lemma 6.8. Wir nehmen die Voraussetzungen des Starrheitssatzes 6.4 an. Dann gibt
es eine Konstante c € R, so dass ¢ = ¢ — c erfiillt:

Vig=—5.g.

Beweis.
Es gilt fir X = grad ¢
div X =div grad p = —Agp.

Da X ein konformes Killing-Vektorfeld ist, bekommen wir aus Lemma 6.7 die Gleichung

Adiv X = ndiv X, also
1
A <—A<p— <p> =0,
n

und deswegen ist ¢ := %Agp — ¢ konstant.

. _ 1 .
Vg = (V@) + tr(V?@) —g = —g.
—— N—_—— T

Beweis des Starrheitssatzes. 3 Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir anneh-
men, dass

Vi = —pg.
Sei v : (a,b) — M eine nach Bogenldnge parametrisierte Geodétische. Dann gilt
—p(v(t) = —e(y(1) g(3(1), 7))

= (Vo) (3(1),%(t))
= ViVi9 = Vv, 59
~————

=0
d2
= Jplwer)

Also po~x(t) = A, cost+ Bysint. Da ¢ # 0 sehen wir damit, dass die Nullstellenmenge
von ¢ eine Nullmenge ist.

3Dieser Beweis ist teilweise an [18, II1.D.I.6] angelehnt, wo ein anderer Satz von Obata gezeigt wird.
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Wir nehmen nun an, dass ¢ sein Maximum in zg € M annimmt. Indem wir radialen
Geodétischen folgen, die in z( starten, A := max ¢ = ¢p(z¢), sechen wir dann

() = Acos(d(x, zo))

fiir alle z € M Mit r(z) = d(x,x0) erhalten iiberall dort, wo r differenzierbar ist dy =
—Asinrdr und damit dann

—pg = —Acosrdr®dr — Asinr V?r.
Es folgt dann auflerhalb der Nullstellenmenge von ¢
g=dr®dr+tanr Vr. (6.2)

Nun ist Vr aufgrund des Gaufl Lemmas ein Einheitsnormalenfeld auf S, = {z €
M |r(z) = o} und folglich ist die Einschrinkung von —V?r auf S, die zweite Fun-
damentalform II von S,. Wir schreiben in sphérischen Normalkoordinaten

g=dr®dr+h,

und es gilt in solchen Koordinaten [14]

d . 1 Sn—l
%hr = —2]1, }g% ﬁhr = gsph
Durch Vergleich mit (6.2) bekommen wir auch h, = — tanr II. Dies ergibt insgesamt
d . 1 Sn—l
ahr = 2cotr h,, lg% ﬁhr = Gsph

und hiervon ist die einzige Losung h, = (sin T)ngpnh_l. Die Metrik ist also lokal isome-
trisch zu 5", hat also Schnittkriimmung 1 {iberall wo r differenzierbar ist und ¢ nicht
verschwindet. Die Funktion ist aber nur in einer Nullmenge nicht differenzierbar, genau-
er: in zg und im Schnittort (englisch: cut locus) von zg, sieche zum Beispiel [24, Chap. 13,
Sec. 2]. Also ist die Schnittkriimmung konstant 1. Falls M einfach zusammenh#ngend
ist, so ist der Satz also gezeigt.

Sei also nun M nicht einfach zusammenhiingend. Dann sei M die universelle Uber-
lagerung und ¢ : M — M die zugehérige Uberlagerungsabbildung. Wir wenden den
Starrheitssatz auf M mit der zuriickgezogenen Metrik § := 1*¢g und der zuriickgezoge-
nen Funktion ¢ := ¢ o1 an. Man sieht dann, dass ¢ das Maximum in nur einem Punkt
annimmt. Wir erhalten die widerspriichliche Aussage, dass 1 ein Diffeomorphismus ist.[]

Bemerkung 6.9. Wie oben angedeutet, ist die obige Starrheitsaussage auch fiir einen
anderen wichtigen Satz von Obata sehr wichtig, siehe [18, III1.D.1.6]. Licherowicz konnte
zeigen, dass der erste positive Eigenwert A\; des Laplace-Beltrami-Operators auf einer
geschlossenen riemannschen Mannigfaltigkeit mit ric > xk(n — 1)g die Ungleichung A; >
nk erfiillt.

Obata zeigte nun: wird die Gleichheit in der Ungleichung angenommen, so ist jede Zu-
sammenhangskomponente von M isometrisch zu (S™, Q2gsph) fiir ein ¢ > 0. Ein wichtiger
Schritt im Beweis ist zu zeigen, dass im Falle der Gleichheit die zugehorige Eigenfunktion
¢ die Gleichung V2p = —pg erfiillt.
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6.3. Der erste Eigenraum des Operators A + h

Wir zeigen hier:

Proposition 6.10. Sei (M,g) eine zusammenhingende geschlossene riemannsche
Mannigfaltigkeit a € Rsog und h € C*®(M). Sei A\ der kleinste FEigenwert von
L = aA9 + h. Dann ist der zugehdrige Figenraum 1-dimensional und wird von ei-
ner positiven glatten Funktion aufgespannt.

Beweis kommt noch.

6.4. Die Green’sche Funktion von ) auf R"

Wir wollen nun noch die Green’sche Funktion des Dirac-Operators auf dem euklidischen
Raum bestimmen. Dies wird im obigen Beweis nicht benétigt, erscheint uns aber hilfreich,
damit es glaubhaft erscheint, wieso die oben definierte Funktion I'g die Green-Funktion
ergibt.?

Wir definieren

Ip:R*\{0} — End(Z,)

x (ﬂHFw(ﬂ:)-gpzz—wnirn-ﬂ).

Man priift leicht ' -9 € L{ (R") nach. Dies bewirkt, dass I'j5 - einen distributionellen

loc

Schnitt von XR™ definiert.

Lemma 6.11. 'y ist die Green-Funktion des Dirac-Operators, das heif§t im Sinne
von Distributionen gilt

BTy 9) =60,

Beweis.
Zu zeigen ist: fiir jede kompakt getragene glatte Abbildung ¢ : R® — X, und jedes
Y e X, gilt

W) =lim [ (0. Do) do.

0—0
R™\B,(0)

Wir rechnen zunéchst, dass lﬂ(F » -19) = 0 auf R™\ {0}. Dann integrieren wir partiell, wo-
bei v = —x/r das aus der Menge R\ B,(0) herauszeigende Einheitsnormalenvektorfeld
des Randes ist:

R™\ B, (0)

4Dass I's dann tatsichlich die Green-Funktion ist, miisste eigentlich auch noch im Detail gezeigt werden!
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- / <lD(FIZ) ’ 19)’¢($)> dz — / <7/ T - ﬂ,¢(m)> dvol,,_1

HAR) 5,0
1 x T
= o [ G vww) a,
50(0)
1
- Wh—1 /<1971/}(91')> dvol,,—1 — (9,4(0))
sn-1
fiir o — 0. .

6.5. Homogene Polynome

Sei wieder Py, (R") := {reelle Polynome auf R", homogen vom Grad m}.

Lemma 6.12. Firn € N und m € Ny gilt

dim Py (R?) = (” Ui 1) .

m

Beweis.
Offensichtlich bilden die Polynome

mit k; € No, k1 + ...+ k, = m eine Basis von P,,,(R"™). Wir miissen also zihlen, wieviele
Moglichkeiten es fiir die Wahl der k; gibt. Es ist also das Ergebnis der kombinatorischen
Formel fiir die Verteilung von m ununterscheidbaren Béllen auf n markierte Korbe.
Obiges Polynom entspricht dem Fall, dass k; Bélle im i-ten Korb sind.

Wir definieren nun fiir j = 0,...,n die Zahlen p; := >_7_,(k; + 1), und offensichtlich
gilt 0 =py <p1 < ... < pp_1 < pn =m-+n. Die Menge {p1,...,pn—1} ist also eine
(n — 1)-elementige Teilmenge von {1,2,...,m + n — 1} und man priift leicht, dass jede

(n — 1)-elementige Teilmenge hierdurch genau einmal erhalten wird. Die Dimension von
Pm(R™) ist also gleich der Anzahl solcher Teilmengen und dies ist bekanntlich

)= ()
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6.6. Alternative Beweise

6.6.1. Alternativer Beweis von Satz 5.13

In diesem Unterabschnitt wollen wir einen alternativen Bewels von Satz 5.13 beschreiben.

— Kommt noch —
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Im folgenden wollen wir keine umfassende Einfiihrung in die riemannsche Geometrie
geben, sondern nur eine kurze Einfiihrung in die wichtigsten Begriffe. Viele Beweise
werden ausgelassen und auf andere Quellen verwiesen. Umfassendere Einfiihrungen sind
die Biicher von do Carmo [24] und Ballmann [15]. Weitere Quellen sind die Skripte [2]
und [13] sowie zusiztliche Literatur auf der Homepage der Vorlesung.

A.1. Mannigfaltigkeiten

A.1.1. Atlanten und glatte Strukturen

Eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit ist definiert als ein parakompakter! Hausdorff-
Raum M mit einem maximalen Atlas

A={U, 2%V, |a € A}
Die Elemente eines Atlas sind Karten
Uy 25 V,,

wobei U, bzw. V, eine offene Teilmenge von M bzw. von R™ ist, kurz U, @ M bzw.
Vo @ R™, und ¢, ist ein Homdomorphismus. Die gesamte Karte schreiben wir dann oft
als

Mo U, 2%V,  R™
Solch eine Menge A von Karten nennt man einen Atlas, falls gilt:
(1) M =UgeaUa

(2) alle Kartenwechsel sind glatt, das heifit fiir alle «, 5 € A ist

) o (¥p )~

(¢a
UaﬂUB UamUﬁ

eine glatte Abbildung von pg(U, NUg) @ V3 @ R™ nach ¢ (U, NUg) G V, @ R™.

!Ein topologischer Raum heiBt parakompakt, falls jede offene Uberdeckung eine lokal endliche Verfei-
nerung besitzt, siehe in [15, Abschn. 2.1] fiir Details, dquivalente Aussagen und Konsequenzen. In
unserem Zusammenhang ist die Parakompaktheit dazu dquivalent, dass jede Zusammenhangskom-
ponente eine abzéhlbare Basis der Topologie besitzt. Man kann zeigen: jeder metrische Raum ist
parakompakt.


http://www.mathematik.uni-regensburg.de/ammann/lehre/2018s_yamabe
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Besitzt ein parakompakter Hausdorffraum M einen Atlas, so ist dieser im allgemeinen
nicht eindeutig?. Auf der Menge aller Atlanten auf M definiert C eine partielle Ordnung.
Man nennt A mazimal, falls fiir jeden Atlas A die Implikation

ACA = A=A
wahr ist.
Bild mit einer Flache, zwei Karten und einem Kartenwechsel
Die Umkehrabbildungen der Karten nennt man lokale Parametrisierungen.

Ubung A.1. Sei A ein Atlas auf dem Hausdorffraum M. Dann gibt es genau einen
maximalen Atlas Ap.x mit A C Apax.

Wir sagen dann: A ist ein Atlas der Mannigfaltigkeit (M, Amax) und wir schreiben zu-
meist einfach M fiir (M, Apax). Man nennt einen maximalen Atlas auf M auch eine
glatte Stuktur auf M.

Beispiel A.1. (1) Untermannigfaltigkeiten sind Mannigfaltigkeiten.

(2) Ist f : R® — RF eine glatte Abbildung und ist z ein regulirer Wert von f, so ist
f~(z) eine (Unter-)Mannigfaltigkeit der Dimension n — k. Der Satz iiber implizite
Funktionen liefert die Existenz eines Atlanten.

(3) Die Sphdre
S™ = {z € R |la]| = 1}

ist eine m-dimensionale (Unter-)Mannigfaltigkeit.
(4) In den Ubungen konstruieren wir einen Atlas auf dem reell-projektiven Rawm,
RP" = {{z,—x} |z € S"}.

Im verbleibenden Teil dieses Abschnitts seien M und Q Mannigfaltigkeiten mit Atlanten
AM und A9 und sei f : M — Q eine Abbildung.

Definition A.2 (Glatte Abbildungen). Eine stetige Abbildung f : M — @ heifit
glatt, falls fiir alle <U N V) e AM und alle ((7 AN Y7) € A9 die Komposition

(ﬁofo<p_1 : w(Uﬂf_l(ﬁ)) NV
glatt ist.

Man iiberlegt sich leicht, dass die Definition der Glattheit nur von der glatten Struktur
auf M und @, aber nicht von den verwendeten Atlanten abhéngt.

2eindeutig ist er nur fiir 0-dimensionale Mannigfaltigkeiten und im Fall M = (}
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Bild mit zwei Mannigfaltigkeiten und einer Abbildung, die in Karten ausgedriickt wird

Wir schreiben C*°(M, Q) fiir den Raum aller glatten Abbildungen von M nach @, und
schreiben kurz C*°(M) = C*(M,R).

Bemerkung A.3. Sind M bzw. @ Untermannigfaltigkeiten von R bzw. R*, dann ist
eine Abbildung f : M — @ genau dann glatt, wenn es zu jedem Punkt x € M eine
Menge U @ R mit U > z und eine glatte3 Abbildung f : U — R¥ gibt, so dass

lomas = loeas

UﬂM UNnM

Ist nun M eine Mannigfaltigkeit, so kann man fiir jedes x € M den Tangentialraum T, M
und das Tangentialbiindel TM = [],cp; To M definieren. Die zugehérige Biindelprojek-
tion ist die Abbildung 7w : TM — M, die X € T, M auf z abbildet.
Ist eine Abbildung f : M — @ glatt, dann kann man f in z € M differenzieren und erhélt
als Ableitung eine lineare Abbildung df; : T, M — Ty(,)Q. Dies ergibt eine Abbildung
df : TM — TQ, siche Ubungen und Zentraliibung.
Ist @ =V ein Vektorraum (iiber R oder C) dann wird zumeist 7,V mit V identifiziert.
Mit dieser Identifikation erhalten wir dann df : TM — V. Dies ist insbesondere im Fall
Q =V = R wichtig. Dann ist f eine glatte Funktion* f : M — R, und fiir alle z € M
ist df, € Hom(T, M,R) =: (I,M)* =: Ty M. Also ist df : M — T*M = [[,cp; Ta M
mit dfy € Ty M, also ein Schnitt von I'(T*M). In der Sprache der Differentialformen
(siehe Biicher zur Differentialtopologie wie zum Beispiel [15] und siche Abschnitt A.1.3)
ist somit df eine 1-Form, denn \' T*M = T M.

Definition A.4 (Diffeomorphismen). Eine Abbildung f : M — @Q ist ein Diffeo-
morphismus, falls f glatt ist und es eine glatte Abbildung F' : Q — M gibt, so dass
Fof=idy und fo F =idg. Fiir die Umkehrfunktion F schreiben wir dann ft=F.

Ist f ein Diffeomorphismus, so ist df, fiir jedes © € M ein Vektorraumisomorphismus
von T M nach T,(), insbesondere gilt dann m = dim M = ¢ = dim Q.

A.1.2. Vektorfelder
Im folgenden sei M immer eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Definition A.5 (Vektorfelder). Ein Vektorfeld auf M ist eine glatte Abbildung

Y:M—TM = ]_[TxM,
rxeM

die Y(x) € T, M fiir alle x € M erfiillt. Wir schreiben normalerweise Y‘ anstelle von

T
Y (z). Die Menge aller Vektorfelder auf M schreiben wir als I'(T'M), es ist die Menge
aller Schnitte des Vektorbiindels 7'M — M.

3das heift hier: glatt im Sinne der Analysis II

1Die Begriffe ,, Abbildungen® und , Funktion“ werden nahezu synonym verwendet, der Unterschied ist,
dass die Zielmenge von einer Funktion normalerweise R oder C ist, wohingegen die Zielmenge von
einer Abbildungen beliebig sein kann. Dies wird aber weder in der Literatur noch in unserer Vorlesung
in dieser Form konsequent verwendet, es gibt immer wieder Abweichungen.
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Beispiel A.6. Die Abbildung

—1
8A ::a((p_)o¢:U—>TUCTM
ot ox?

ist ein Vektorfeld auf U, genannt das i-te Koordinatenfeld. Ein Vektorfeld Y operiert
auf einer Funktion f durch Ableitung oder — &quivalent formuliert — als Derivation,
notiert als dy f = df (V). Fiir eine auf U definierte glatte Funktion f gilt

0 :B(fogfl).

0yt / ox’

(A1)

Wenn man nun Punkte  von U C M mit p(z) € V C R™ identifizieren wiirde, dann

a‘?@ - gleich der i-ten partiellen Ableitung a(zi'

ware

Man beachten dass a%;l s ay% eine Basis von T, M ist.

T T

Bemerkung A.7. Fiir Untermannigfaltigkeiten M von R" ist jeder Tangentialraum
T,.M ein Untervektorraum von R™. Wir koénnen somit ein Vektorfeld Y auch als eine
Abbildung Y : M — R™ ansehen. Die Abbildung Y ist glatt in dem oben benutzten Sinn,
genau dann, wenn es eine offene Menge U C R™ und eine glatte Abbildung Y : U — R
gibt, so dass M C U und so dass Y eine Fortsetzung von Y ist.

A.1.3. Tensoren

Wir wollen nun kurz auf Tensoren eingehen, fiir weitere Informationen verweisen wir auf
[60] oder [2, Abschnitt 2.6]. Historisch geht die Verwendung von Tensoren in der Mathe-
matik auf den Spannungstensor zuriick, der zuerst in der Elastizitédtstheorie und dann
in der Elektrodynamik genutzt wurde, auch wenn James C. Maxwell in der Mitte des
19. Jahrhunderts wohl zunéchst einen anderen Begriff fiir das dort eingefiihrte mathe-
matische Konzept der Tensoren benutzte. Das Konzept des Tensors und auch der Begriff
, Tensor® wurden dann zu Ende des 19. Jahrhunderts zu einem wichtigen Hilfsmittel der
riemannschen Geometrie, um die hier auftretende wichtige multilineare Algebra systema-
tisch zu beschreiben. Die Konstruktion von Tensoren im hier benétigten Sinn besteht aus
zwei Teilen. Zunéchst der algebraischen Konstruktion des Tensor-Produkts. Eine Defini-
tion, die auch in vielen anderen Feldern der Mathematik wichtig wurde. Wir benétigen
in dieser Vorlesung nur das algebraische Tensor-Produkt von endlich-dimensionalen re-
ellen (und machmal auch komplexen) Vektorrdumen, eine kurze Zusammenfassung der
bendétigten Konstruktionen findet man in diesem Skript: [3].

In einem zweiten Schritt wird diese algebraische Definition wird fiir jeden Tangentialraum
einer Mannigfaltigkeit durchgefiihrt und wir erhalten die unten definierten Tensorbiindel
T"$)M — M. Wenn in Anwendungen wie der Elastizitétstheorie, der Elektrodynamik
oder der allgemeinen Relativitdtstheorie von Tensoren geredet wird, so sind hiermit die
Schnitte des Tensorbiindels gemeint.

Sei M™ wieder eine glatte Mannigfaltigkeit.
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Definition A.8. Fiir z € M setze

T7°M=T,M3T,M®.. T, MOIT,MRIT,M®...T,M.

Ve
r-mal s-mal

und Tg? 0 R
Ein Element aus T,*M heifit ein (r, s)-Tensor. In der Physik ist auch die Bezeichnung
r-fach kontravarianter und s-fach kovarianter Tensor sehr verbreitet.
Beispiel A.9. (a) T3°M = T, M.
(b) To*M =T M @ T M = Bilin(T, M x T, M, R) = Hom (T, M, T} M).
(¢) T'M = T*M.
(d) Wir schreiben Ling(V1, ..., Vi; W) fiir den Raum der k-linearen Abbildungen
Vix - xVpy—=>W

Dann gibt es die folgenden kanonische Isomorphismen, die wir ab sofort zur Idntifi-
kation nutzen werden, mit n,k,u,v E Nomit n+k=r,u+v=-s:

TrM = Lingyo(TEM, T5M, ..., T*M, T, M, T, M, ..., T,M;R)

r-mal s-mal
= Ling(T, M, T, M,... . T,M;T,MRT,M®...QT,M)
s-mal r-mal

= Hom(T“"M; TV M)
und offensichtlich gibt es viele weiter Moglichkeiten.

Definition A.10 (Tensor-Biindel). Man bildet nun das (7, s)-Tensor-Biindel

790 = ] 10 M.
zeM

Analog zur 2m-dimensionalen glatten Struktur auf T'M und auf T* M definiert man auf
T() M eine glatte Struktur der Dimension m+m’+*. Eine glatte Abbildungen A : M —
T8 M mit A{m € Ty°M nennen wir Schnitt von T"*) M oder einen (physikalischen,)

(r,s)-Tensor.

Insbesondere haben wir T9F M = Ling(T, M, T, M, ..., T,M;R). Eine derartige multili-

k-mal
neare Abbildung heifit alternierend, wenn das Vertauschen zweier Eintrige einen Vor-

zeichenwechsel bewirkt.
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Definition A.11 (Alternierende Formen). Wir definieren

k
/\ TiM = {a € T¥*M | a ist alternierend},

N = DA 1
k=0
/\ZT*M =11 /\ZT;M fiir £ € No U {*}

zeM

Man nennt A*TFM das dufiere oder alternierende Produkt von TiM, /\k T*M das k-
fache alternierende Produkt von T M, und \* T*M — M das Biindel der alternierenden
Formen. Wir schreiben Q(M) = T(A\*T*M) fiir die Schnitte von A*T*M — M. Diese
Schnitte werden (alternierende) Differentialformen genannt (sieche Analysis IV).

Definition A.12 (Pullback von (0, s)-Tensoren). Sei f: M — @ eine glatte Abbil-
dung und o € T(T09)Q). Dann ist der Pullback f*o definiert durch

ffa(Xy, ..., Xs) = a(df(X1),...,df (X)),
wobei x € M und X1,...,X; € T, M.

Bemerkung A.13 (Konvention zur zukiinftigen Bezeichnung von Karten).
Es ist oft iiblich, dass man Karten mit z, oder einfach mit den Buchstaben z wéhlt,
an Stelle von dem bisher verwendeten ¢, und ¢. Dies birgt zwar eine gewisse Ver-
wechslungsgefahr, da z oft auch Punkte in M bezeichnet. Die Notation ist aber auch
sehr praktisch, denn dann ist x eine Abbildung x : U — V @ R™ und wir kénnen nun
= (z1,...,2™)T schreiben, und fiir # € U @ M ist 2%(#) somit die i-te Koordinate
von Z.

Benutzt man allerdings fiir die Karte den Buchstaben x, dann ist nicht mehr klar, ob
5,7 hun die i-te partielle Ableitung oder das i-te Koordinaten-Vektorfeld meint. Diese
Unklarheit ist oft nicht unerwiinscht, denn wie wir oben in (A.1) gesehen haben, stimmt
die i-te partielle Ableitung mit dem i-ten Koordinaten-Vektorfeld iiberein, sobald wir
die Punkte der Mannigfaltigkeit mit ihren Bildern in der Karte identifizieren.

Eine derartige Identifikation und die Verwendung des Buchstaben z fiir eine Karte ist
sowohl in der frithen mathematischen Mannigfaltigkeitstheorie als auch bis heute in
weiten Teilen der Physik, insbesondere der allgemeinen Relativitédtstheorie die iibliche
Notation. Wenn man gelernt hat, wie man mit der potentiellen Mehrdeutigkeit umgeht,
ist sie sehr effektiv.

Wir werden im Skript deswegen ab sofort zumeist Karten mit x bezeichnen, falls keine
Verwechslung zu befiirchten ist. Wenn es wichtig ist, zwischen Punkten x € M und
Karten zu unterscheiden, dann verwenden wir ¢ oder ¢,.

Sei nun M ® U %5 V @ R™ eine Karte, ¢ = (¢',...,¢™) mit ¢’ : U — R. Dann ist

d@i‘x cTeM — R.
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Ubung A.2. Zeigen Sie

i

dyp

<i>:5j:: 1 fallsi=j,
2\ 0PI ’ 0 falls i # j.
Insbesondere ist also (dgpl{x, e ,dgpm{m) eine Basis von T} M.

A.1.4. Levi—Civita-Zusammmenhang und die Koszul-Formel

Die Koszul-Formel:
2 (VxY,Z) = Xg(¥,Z)+Yg(ZX) - Zg(X,Y) (A.2)

In Koordinaten ergibt sich

1
pijk — §gkl(6¢gﬂ + 0591 — 019ij) (A.3)

l l l
Ry =0, — oLl +T T b Ly, (A.4)

im

A.2. Die Geometrie von Untermannigfaltigkeiten

Im folgenden Abschnitt sei M eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™.

A.2.1. Kovariante Ableitung und zweite Fundamentalform

Definition A.14 (Normalenbiindel). Wir definieren den Normalenraum von M in
x € M als
N M =T,M*+ ={Y eR"|(Y,X)=0 VX eT,M}.

Das Normalenbiindel ist
NM = ] NoM.
rxeM

Die Orthogonalprojektionen bezeichnen wir mit 7% : R® — T, M und 72" : R™ — N, M.

Sei Y € I'(T'M) ein Vektorfeld, dass wir mit Hilfe der Komposition M % TM — R™ als

Abbildung M — R™ betrachten. Als solche besitzt es eine Ableitung dY : TM — R™ und

im Punkt z erhalten wir dY| : T, M — R". Fiir jedes § € T, M zerlegen wir dY (§) € R™
x

wie folgt
dY (§) = 7" (dY (§)) + mp™" (dY (€))-

Wir wollen nun diese Summanden unabhéngig voneinander untersuchen. Wir wihlen
nun eine Karte M @ U -5V @ R™, und erhalten dann die Koordinatenfelder

0 0

8@17...7W’
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die in jedem Punkt x € M eine Basis von T, M darstellen.

Im Spezialfall £ = 821- N und Y = % wenden wir (A.1) auf die Komponenten von (%j

an und erhalten dann
o= () (21)

-1
:£%<%ﬂ) (8.9
= [“)ii ) (a(;pm_jl o <p> (A.7)
2 -1

= <gx%xﬂ ‘4,0(:1:)) ’ (A.8)

wobei ¢! die zu ¢ inverse Abbildung ist.

Definition A.15. Sei Y € I'(T'M) und § € T, M. Die kovariante Ableitung von Y in
Richtung € ist
VeY =7 (dY (€)) € T,M

Ist X € I(T'M), dann ist z +— Vx|, Y ein Vektorfeld, das wir mit VxY bezeichnen.

Lemma A.16. Die folgenden Eigenschaften sind erfillt:
(0) Die Abbildung TpM x T'(TM) — T, M, (§,Y) — VY ist bilinear.
(1) Fir§ € T,M,Y e I'(TM) und f € C°(M) gilt die folgende Produktregel
Ve(fY) = (0 f)Y |a + f(2)VeY
Hierbei gilt O¢ f = df‘x(f).
(2) Fir& e T,M und X,Y € T(T'M) gilt die folgende Produktregel

Oc(X,Y) = (Ve X, Y|z) + (X2, VeY)

(8) Die Christoffel-Symbole I‘fj : U — R, welche durch

9" | ()

definiert sind, erfiillen Ffj(x) = Fé“l(a:) fir alle i,j,k € {1,...,m} und alle x € U.

Beweis.
Man rechnet die Aussagen leicht nach, wobei man fiir (3) den Satz von Schwarz iiber
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die Vertauschung partieller Ableitung und (A.8) nutzt. O

Nun wenden wir uns 72" (dY (§)) zu.

Lemma A.17. Seien M und ¢ wie oben. Wir schreiben & € T,M und Y € I'(TM)
als Linearkombinationen der Koordinatenvektorfelder:

= Zf@
i=1
wobei £ € R und Y7 € C*(U). Dann gilt

8290—1
nor Y ZY] 2T nor L i .
@ren=> evime (2| )

5,j=1

0
Y|U_Z;YJ8 J’
J

Beweis.

o))
2.00%)

U i nor 0 ) 19, 19 0
=2 ¢ K uw)a—ww'x—u(a—wﬂ

1,j=1
mo o ) 8290_1

— % | Y9I nor ZY] qrhor ' '
']Zlg <a¢ @ > "o < ) ]Zf whe <8x@8x1‘¢(m>
1,]= \ , 1

=0

Folgerung A.18.

(1) Angenommen die beiden Vektorfelder Yy,Y, € T'(T'M) erfiillen Yo|, = Yi|.. Dann
gilt auch 72" (dYy(§)) = m2°"(dY1(§)). In anderen Worten: es gibt genau eine
wohldefinierte bilineare Abbildung 1, : T,M x T, M — N, M, so dass ,(§,Y ;) =
TR (dY (§)) fir £ € TuM undY € T'(TM).

(2) Fir alle &,n € Ty M gilt (&, 1) = (0, §).
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Die Abbildung X,Y — II(X,Y) heiBt die (vektor-wertige) zweite Fundamentalform
in x. In der Sprache der Vektorbiindel ausgedriickt, haben wir somit:

Del(T"M ®T*M @ NM)
Die erste Fundamentalform ist gegeben durch
e TpoM x T, M — R, (X,Y)— (X,Y)
fiir jedes € M. In der Sprache der Vektorbiindel:
ge(T*M @ T*M) =T(T "2 M).

Fiir konkrete Rechnungen ist es oft hilfreich, die erste Fundamentalform in Koordinaten

auszudriicken. Fiir eine Karte M © U - V @ R™ definieren wir

0 0 >
T

ozt 1z’ OxJ

gij - U =R, 9ij(2) = gi(
Es ergibt sich dann

m
gluv = Z gijda’ @ dal.
ij=1

A.2.2. Hyperflachen und Flachen

Definition A.19. Eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit in R” nennt man eine
Fldche, falls m = 2. Man nennt sie eine Hyperfliche, falls n = m + 1. Fiir Hyperflichen
ist der Normalenraum N, M in jedem x € M ein-dimensional. Ist M ein Hyperfliche, so
ist ein Finheitsnormalenfeld (ENF) eine glatte Abbildung v : M — S™ mit v, L T, M
fir alle z € M.

Insbesondere v € I'(N M). Nicht alle Hyperflichen besitzen ein ENF. Ein ENF existiert,
genau dann, wenn M orientierbar ist (siche Analysis IV).
Sobald ein ENF v auf einer Hyperfliache fixiert ist, konnen wir die (skalare) zweite Fun-
damentalform hg : ToM X T, M — R durch die Gleichung

IL(X,Y) = he (X, Y )vy
definieren. Wir erhalten
heD(T*M @ T*M) =T(TC2M).

Um die zweite Fundamanetalform in Koordinaten x : U — V auszudriicken, definieren

)

wir analog zu oben

0
oxt

0

& OxJ

hij U = R, hm(j) = hi(

und wir erhalten dann

i,7=1
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Ubung A.3. Sei M eine Hyperfliiche mit ENF v : M — S™. Fiir £ € T; M definie-
ren wir W;(€) == —(dv)|,(§) = —0cv. Zeigen Sie W;(§) € TpM und gz(Wi(£),n) =
<l/{ﬁx,]1(£,17)> fiir alle &,n € Tz M.
Wir schreiben wieder einfach + € M statt £ € M. Man nennt W, : T,M — T,M
die Weingartenabbildung in x. Sie ist symmetrisch, also insbesondere diagonalisierbar.
Die Eigenwerte von W, nennt man die Hauptkrimmungen und die Eigenvektoren die
Hauptkriimmungsrichtungen. Man beachte, dass die Hauptkriimmungsrichtungen i. Allg.
. nicht mehr stetig von x abhéngen.
Aus den punktweise (das heifit in jedem x € M) definierten W, erhalten wir einen
Schnitt

W e I(T*M @ TM) = T(T"Y M),
Dann heift H(z) = LtrW, die mittlere Krimmung von M an der Stelle z. Ist
(e1,...,en) eine Orthogonalbasis von T, M, so gilt

m m

mH (z) = Zgar(wx(ei)aei)) = Z(Vﬂc7ﬂx(eiaei)>7

i=1 =1

also insbesondere > 7" 1(e;, ¢;) = mH () vy.
Im Fall m = 2 heit K(z) := det W,, die Gaufkrimmung von M in x.

Ubung A.4. Zeigen Sie
1 & .
H=0d 9
ij
wobei (g% (z));; die zu (g;j());; inverse Matrix bezeichnet. Zeigen Sie

det hij
det g;; ’

det W =

Bemerkung A.20. Fiir beliebige Untermannigfaltigkeiten kann man durch

m

1
— Z H(ei, ei) c NxM

m“

i=1

eine vektor-wertige mittlere Kriimmung definieren. Sie ist von zentraler Bedeutung, wenn
man das Volmuen einer Untermannigfaltigkeit unter kleinen Deformationen (mathema-

tisch préziser: Variationen) der Untermannigfaltigkeit untersucht (siehe Zentraliibung).
Beispiel A.21. Sei wieder
S™ = {x e R™""|||z| =1}

die Sphére. Die erste Fundamentalform dieser Untermannigfaltigkeit bezeichnen wir ab
sofort mit gsph.

Als ENF koénnen wir v, = x wahlen. Daraus ergibt sich W, = —idg,gm, also ist die
mittlere Kriimmung —1. Falls m = 2, dann ist die Gauflkriimmung 1.
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Beispiel A.22. Wir betrachten die folgende Abbildung

cos(x!)

T R? — R?, (! 2?) = | sin(z?)
2
x

Fiir jedes a € R ist ¥|(4, o427 xR €ine Parametrisierungen des Zylinders in R3. Als ENF
koénnen wir

cos(z!)
Vo (gl 22) = sin(x!)
0
wéhlen. Man berechnet
0 0 0
Wm(@) = 5T Wm(w) =0.

AISOH:—% und K = 0.

Beispiel A.23. Wir schreiben eine Fliche in R? lokal als Graph. Sei hierzu V' @ R? und
f:V = R eine glatte Funktion. Wir definieren

T
Fay=| v |, M={F(y) | (@=yeV}.
flz.y)
Als Karte w#hlen wir
v T
o:M=U=YV, Y l—><y>
fz,y)
Somit ordnet ¢! jedem Punkt in M die 2-Koordinate zu, und ¢? die y-Koordinate. Es

. R 9 e O . .
ist deswegen iiblich g fiir BT und 3y flir 557 Zu schreiben. Dann ist

3( _oF (1)
ox F(z,y) ox (z,y) af
o7 (@)
2( _oF (1)
OylF@y) 0y l(zy) af |
oy (xvy)

Wir erhalten

af\?
rx = =1 a_
g g11 +<3m>

o g =y = 21O
ga&y—gyaﬁ—ng—ng—axay
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af\?
o =g =t (a—y>
dot? g = det 975 9o (2 21 e
9yz  Gyy oy
of
0

de;( (%))

1 ofof
 det® 9z dy

1 af\>
9" = Gor <1+ <%> )

Ein Einheitsnormalenfeld ist gegeben durch

Also

of
s
Jy
i) i)
9z X By 1

I < &1 VI+[df>

Also
hm:<62F,u>: %
Oa? V1+dfI?
hay = { o' V) = aa;gy
9z0y V1+|df|)?
O’F 3274‘

hyy = ) =
w =Gz V) NiEnTE
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Unter Nutzung der Ubungsaufgabe A.4 erhalten wir daraus eine Formel fiir die mittlere

Kriiummung

1
H = 2 (9" haz + 29" hay + g% hyy)
1
- 2det¥yg

1
3
2¢/1+ ||df|]?

und analog eine fiir die Gaukriimmung;:

(gyyhmx - QQJ:th:y + gxxhyy)

det‘p h h:m:hyy - hiy
detw gmﬁgyy - g%y

of\%\ 82f _ofof 02f af\?%\ 62
<1+<8_y> >ﬁ_28:68y8x8y+<1+<8_x>>
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o2porp _ (02
0x2 Oy? 0x0y

(1 + llaf][*)?

Insbesondere ergibt sich im Fall der zy-Ebene (mit f =0) W =0, H =0, K =0.

A.2.3. Isometrische und konforme Abbildungen, Isometrien

Definition A.24. Eine glatte Abbildung zwischen Untermannigfaltigkeiten f : M — @
nennen wir konform oder winkeltreu, falls es eine glatte Funktion v : M — Rs¢ gibt, so
dass fiir alle x € M und alle X,Y € T, M gilt:

Dies ist dquivalent zu f*g9 = ugM™, wobei g™ bzw. ¢ die erste Fundamentalform von M
bzw. @ ist. Wir nennen f isometrisch, falls u = 1. Eine Isometrie ist ein isometrischer
Diffeomorphismus. Ist f eine Isometrie, dann auch f~.

Beispiel A.25. Sei geuq die euklidische Metrik auf R?, und (E;, F») die Standardbasis
von R?. Die Abbildung ¥ aus Beispiel A.22 ist isometrisch, und zwar sowohl, wenn man
sie als Abbildung R? — R3, als auch wenn man sie als Abbildung R?> — M,y = U(R?)
betrachtet, denn fiir 7,7 € {1,2} gilt

o 0
9ij = 9 (8.%’1’ @) - <d\D(EZ)7d\IJ(E])> = 5ij = <Ei’Ej>'

Da die Abbildungen aber nicht injektiv sind, sind sie keine Isometrien.
1

Die durch ¥ definierte Abbildung (0,27) x R — M,y \ 0 2?2 € R} ist ein Dif-
72

feomorphismus und somit eine Isometrie. Es gilt U*¢™ = geuu.

Wir identifieren nun R? mit der Fliche R% x {0}. Die skalare zweite Fundamentalform von

R? x {0} bzw. von M,y schreiben wir als hR* bzw. als h»!, und die mittlere Kriimmung

entsprechen als H R* bzw. H”!. Dann gilt h?{l = -1, hgl =0 und h;}; =0, und fiir alle

i,j € {1,2} haben wir A% = 0. Somit gilt

1
R £ 0=p%, wrEY = —5#A0= ox.

Wenn wir nun Tensoren auf M,y mit ihrem Pullback auf R? identifizieren, so erhélt
U die erste Fundamentalform (da ¥ isometrisch ist), aber nicht die (skalare) zweite
Fundamentalform und nicht die mittlere Kriimmung.

Es ist nun erstaunlich, dass der folgende durch die zweite Fundamentalform definierter
Ausdruck invariant unter Isometrien ist.
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Satz A.26 (Riemann, 1854 bzw. 1876, Link zur Historie (Wikipedia)).
Seien M und Q Untermannigfaltigkeiten von R™ und RF mit vektorwertigen Funda-
mentalformen TM und 9. Sei f : M — Q eine Isometrie. Dann gilt fir alle z € M
und alle X, Y, Z,W € T, M :

<HM(Xa W)a HM(K Z)> - <HM(Xa Z)a HM(K W)>
= (W(df (X), df (W))W (df (Y), df (Z))) — (HO(df (X), df (2))) (T2 (df (), df (W)))

Im n#chsten Abschnitt werden wir andeuten, wie der Satz gezeigt wird.

Unter Isometrien bleibt also im allgemeinen zwar nicht die zweite Fundamentalform II
erhalten, wohl aber der oben verwendete quadratische Ausdruck in II.

Im Spezialfall, dass M und @ Hyperflichen mit skalaren zweiten Fundamentalformen
hM und h? sind, besagt dieser Satz also

RIXW) BM(X,Z) L (hQFX),dFW)) hC(dF(X), df (Z)
det(hM(KW) hM(KZ)) =t <hQ<df<Y>,df<W>> hQ(df(Y%df(Z))) (4.9)

Man kann die Formel auch etwas eleganter schreiben, indem wir auf M den Krimmungs-
tensor

Ry'| (X,Y,Z,W) = @YX, W), 1"y, 2)) — (m"(X, 2), 1" (Y, W))

definieren und R](i? analog fiir Q. Dann gilt RY € T(T*4 M) und Rt? e T(TOQ). Mit
diesen Bezeichnungen ist (A.9) dquivalent zu der Folgerung:

Folgerung A.27. Sind M und () Untermannigfaltigkeiten, und ist f : M — @ eine
Isometrie. Dann gilt
R = f*RS.

Bemerkung A.28. Um die Struktur des Ausdrucks Rf\[/[ beziehungsweise der beiden
Seiten von (A.9) besser zu verstehen und um uns diese Formeln besser merken zu kénnen,
betrachten wir das folgende.

Sei V ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt G : V x V — R. Der Flicheninhalt
A(X,Y) des Parallelogramms mit Seiten X und Y in V berechnet sich als

o G(X,X) G(X,Y)
AX,Y) = \/det <G(Y,X) G(Y,Y))’

Wir haben also eine quadratische Abbildung V @V — R, X ® Y — —A(X,Y)?. Durch
Polarisation sieht man, dass jede quadratische Abbildung von genau einer symmetrischen
bilinearen Abbildung herriihrt. In unserem Fall bedeutet dies, dass es eine genau eine
symmetrische bilineare Abbildung

A9 (VeV)x (VeV)—=R
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mit A%(X®Y, X®Y) = —A(X,Y)? gibt. Man kann A% als Element in V*@V*@V*@V*
oder als multilineare Abbildung V x V x V x V' — R betrachten. Man tiberpriift leicht,
dass

(A.10)

AY(X,Y,Z, W) = det (G(X’ W) GX, Z)) .

GY,W) G(Y,2)

Wenn wir nun formal G durch A™ oder f*h? ersetzen, so erhalten wir bis auf das
Vorzeichen die linke oder rechte Seite von Gleichung (A.9).

Ubung A.5. Sei G : V x V — R eine symmetrische Bilinearform und A% durch (A.10)
definiert. Zeigen Sie fiir X,Y, Z, W € V:

(1) AS(X,Y,Z,W) = —A%(Y, X, Z,W) = —A%(X,Y,W, Z) (Partielle Antisymmetrie)
(2) AS(X,Y,Z, W)+ AS(Y,Z,X,W) + A%(Z,X,Y,W) = 0 (1. Bianchi-Identitit)
(3) AS(X,Y,Z, W) = A%(Z,W, X,Y) (Block-Vertauschung)

Zeigen Sie zudem: Jeder Tensor in V* @ V* @ V* @ V*, der die Symmetrien (1) und (2)
erfiillt, erfiillt auch die Symmetrie (3).

Insbesondere folgt aus der Ubung, dass RY |, € </\2 T;M) ® (/\2 T;M)

Beispiel A.29. Wir betrachten den Spezialfall einer orientierten Fliche M in R3
mit erster Fundamentalform ¢g. Auf Grund der obigen Ubung haben wir Rﬂ” ,AI €
D(A?T*M @ N*T*M). Ist e1, ey € Ty M eine Orthornormalbasis so gilt

RN (e1,e9,ea,e1) = (ITM (1, e1), T (2, e2)) — (M (e1, €9), TTM (9, 1), )?
1
2

_ g(Wx(el)vel) g(WJ»‘(e )7
= det < 9(Walen),

22)> = det W, = K (z)

g(Waz(e2),e1) 2)

AY(er, e, e2,e1) =1
Aus dim </\2 T*M) ® (/\2 T*M) =1 folgt dann

RY = KA9.

Satz A.30 (Theorema egregium von Gauf}, 1827, Link zur Publikation).
Seien M und Q Flichen in R3 und f : M — Q eine Isometrie. Dann gilt

KM =K%o f.

Ist U eine offene Teilmenge von S2 und V eine offene Teilmenge von R? x {0}. Dann gibt
es keine Isometrie von U nach V.
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A.3. Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Das Theorema Egregium (Satz A.30) und seine Verallgemeinerung durch Riemann auf
hohere Dimesionen (Satz A.26) besagen, dass ein quadratischer Ausdruck in der zweiten
Fundamentalform, den wir mit Rf\[/[ bezeichnet haben, unter Isometrien erhalten bleibt.
Das Ziel des aktuellen Abschnitts ist es zu erkldren, wie man Rﬂ/f direkt aus der ersten
Fundamentalform heraus bestimmen kann, ohne die zweite Fundamentalform I zu be-
stimmen. Aus diesen Ergebnissen ergibt sich dann ein Beweis der Sitze A.30 und A.26.
Die Ergebnisse helfen uns auch zu verstehen, wie eine Mannigfaltigkeit in sich gekriimmt
ist, ohne dass wir den umgebenden Raum betrachten. Dieses Versténdnis war eine sehr
fundamentale mathematische Voraussetzung fiir die Entwicklung der allgemeinen Rela-
tivitdtstheorie durch Einstein zu Beginn des 20. Jahrhunderts.

Alle Grofen, die unter Isometrien invariant sind, nennt man Groéflen der inneren Geom-
trie.

In einem ersten Schritt verallgemeinern wir Untermannigfaltikeiten mit erster Funda-
mentalform zu riemannschen Mannigfaltigkeiten.

Definition A.31. Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine riemannsche Me-
trik auf M ist ein (0,2)-Tensor g € T(T(®2 M), so dass fiir jedes 2 € M die Bilinearform
gz T M x T, M — R symmetrisch und positiv ist. Das heifit, dass g, ein Skalarprodukt
auf T, M definiert.

Eine riemannsche Mannigfaltigkeit ist ein Paar (M, g), wobei g eine riemannsche Metrik
auf der Mannigfaltigkeit M ist.

Unter anderem ist eine riemannsche Metrik g : M — T2 M eine glatte Abbildung. Ist
A={zy: Uy — Vu|a € A} ein Atlas, so ist die Glattheit dquivalent dazu, dass

oL 8 a .

fiir alle « € A und 4,5 € {1,2,...,m} glatt ist. Meistens schreiben wir einfach M fiir
(M, g).

Definition A.32. Eine glatte Abbildung f : M — @ zwischen riemannschen Man-
nigfaltigkeiten (M, gM) und (Q, g?) heiBt konform, falls f*g? = ugM fiir eine glatte
Abbildung u : M — Rsq. Gilt zusétzlich v = 1, so nennt man f isometrisch. Eine Iso-
metrie ist ein isometrischer Diffeomorphismus. Zwei riemannsche Mannigfaltigkeiten M
und ) nennt man isometrisch, falls es eine Isometrie von M nach @ gibt. Zwei riemann-
sche Metriken ¢g; und nennt go man konform, falls die Identitét idys : (M, g1) — (M, g2)
konform ist, d.h. g1 = ugo fiir ein v : M — Rsg. Zwei riemannsche Mannigfaltigkeiten
sind konform dquivalent, falls es einen konformen Diffeomorphismus von M auf @ gibt.

Beispiel A.33. Die erste Fundamentalform einer Untermannigfaltigkeit ist eine rie-
mannsche Metrik. Umgekehrt besagt der (nicht einfach zu beweisende) Nashsche Ein-
bettungssatz, dass es zu jeder riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) ein N € N und eine
Untermannigfaltigkeit @ von RY gibt, so dass (M, g) isometrisch zu @ mit der ersten
Fundamentalform ist.
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Ubung A.6. Die stereografische Projektion

m T m cos ¥ g . m—1
S™A\A{(1,0,...,0)" } = R™, <sin(ﬂ)-y>HCOt(2) Y, Ve 0,n], yeSs

ist ein konformer Diffeomorphismus.

Fiir Untermannigfaltigkeiten von R” haben wir die kovariante Ableitung V eingefiihrt.
Um beliebige riemannsche Mannigfaltigkeit zu untersuchen, sollten wir die kovariante
Ableitung nun verallgemeinern. Die Idee ist hierbei, die fiir Untermannigfaltigkeiten in
Lemma A.16 gezeigten Eigenschaften nun als Axiome zu nutzen. Die folgende Proposition
besagt nun, dass es genau eine bilineare Abbildung V gibt, die diese Axiome erfiillt. Diese
Abbildung V verallgemeinert also den Begriff der kovarianten Ableitung aus der Theorie
der Untermannigfaltigkeiten.

Proposition A.34. Sei (M,g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und © € M. Es
gibt dann genau eine bilineare Abbildung

T,M xT'(TM) = T, M, (§Y)— V.Y,
genannt den Levi-Civita-Zusammenhang oder die kovariante Ableitung, so dass gilt:
(1) Fir§ € T,M,Y € I'(TM) und f € C°(M) gilt die folgende Produktregel
Ve(fY) = (0cf)Y o + f(2)VeY
(2) Fir& e T,M und X,Y € T(TM) gilt die folgende Produktregel

0:9(X,Y) = g(VeX,Ye) + 9(X|a, VeY)

(8) Die Christoffel-Symbole I‘fj : U — R, welche durch

9 = 0
2w
Opl = I 0p

16}
Op?

T

()
definiert sind, erfiillen Ffj(x) = Fé“l(a:) fir alle i,j,k € {1,...,m} und alle x € U.

Ist f : (M,g) — (M,g) eine Isometrie, dann ist V im folgenden Sinne invariant
unter f. Fir X e (TM), X e T'(TM) mit df (X) =X o f: M —TM und § € T, M
gilt

df (VeX) = V) X.

Die Teilaussage der Proposition iiber die Existenz und Eindeutigkeit des Levi-Civita-
Zusammenhangs stimmt mit [24, Chap. 2, Sec. 3] iiberein, und wir verweisen auf den
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Beweis in diesem Buch. Die Invarianz unter Isometrien ist dann eine unmittelbare Kon-
sequenz.
Fir X,Y € I'(T' M) erhalten wir VxY € I'(TM).

Lemma A.35 (Die kovariante Ableitung ist lokal). Sei M eine riemannsche
Mannigfaltigkeit und V die kovariante Ableitung von M. Sei U eine offene Umge-
bung von x € M.

(a) Sei§ € TyM und, Y e I(TM). Angenommen auf einer Umgebung U von x gilt
Y|v =Yy, dann gilt auch VY = VY.

(b) Sei VY die kovariante Ableitung auf der riemannschen Mannigfaltigkeit (U, g|v),
rxeM,{eT, M. Dann gilt VY = VgU (Ylp).

Beweis.

Zu (a): Man kann zeigen, dass es eine glatte Funktion n : M — [0, 1] gibt, so dass n =0
auf M \ U und n = 1 auf einer Umgebung V' von z. Offensichtlich ist V' eine echte
Teilmenge von U. Dann gilt n(Y —Y') = 0. Wir rechnen

0= Ve (n(y _ Yf)) = (00 Yo + n(@)VeY — (8en) Y]z — n(z)VeV = VY — VY.
g 7
Zu (b): Sei T'y(TM) = {Y|p|Yel(TM)} c T(ITU) und C®y(M) =

{fluo | fec>M)} cc>U)

Durch Einschréinkung erhalten wir eine Abbildung
V :TyM x Ty (TM) — T, M, (£,Y) = VY,

falls Y eine Fortsetzung von Y ist. Die Eigenschaft (a) besagt, dass diese Abbildung
wohldefiniert ist, da sie nicht von der Wahl der Fortsetzung abhéngt, und sie besagt
auch, dass den Eigenschaften (1)—(3) der Proposition fiir alle f € C*y(TM) und alle
X, Y € I'y(T'M) erfiillt sind.

Die Eigenschaft (b) folgt nun im wesentlichen aus der Existenz- und Eindeutigkeits-
aussage der vorangehenden Proposition. Allerdings hier zu beachten: um mit Hilfe
der Eindeutigkeitsaussage von VU = V zu zeigen, miissen wir V zu einer bilinearen
Funktion T, M x I'(TU) — T, M = T,U fortsetzen, die die Eigenschaften (1)—(3) erfiillt.
Dies ist ebenfalls auf Grund von Aussage (a) moglich. O
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Proposition A.36. Sei (M,g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gibt es ge-
nau einen (1,3)-Tensor R € D(TW3) M), geschrieben als (X,Y,Z) — R(X,Y)Z, so
dass fir alle X,Y,Z € I'(TM) und alle z € M gilt

R(X|s,Y|2) 20 = (VvaZ — V5 V5 Z = Vg B A= VVYXZ) .

Die Aussage wird zum Beispiel in [24, Chap. 4, Sec. 2] beweisen.
Man nennt R den riemannschen Kriimmungstensor von (M, g).

Satz A.37. Ist M eine Untermannigfaltigkeit von R™, ist g die erste Fundamental-
form und ist Il die zweite Fundamentalform von M in R™, dann gilt fir alle x € M
und alle X, Y, Z,W € T, M :

g(R(X,Y)Z,W) = Ru(X,Y, Z,W).

Die Aussage ist ein Spezialfall von [24, Chap. 6, Prop. 3.1 (a)]. Fiir einen Beweis verweisen
wir auf diese Quelle.

Aus dieser Proposition und diesem Satz folgt das Theorema Egregium (Satz A.30) und
seine Verallgemeinerung (Satz A.26) unmittelbar.

Fir (X,Y,Z,W) — g(R(X,Y)Z,W) gelten wiederum die partielle Antisymmetrie, die
1. Bianchi-Identitit und die Block-Vertauschung aus Ubung A.5.

Definition A.38. Sei o eine Ebene in TM (das heift: es gibt ein z € M, so dass o
ein zwei-dimensionaler Untervektorraum von 7, M ist), und sei (e, e2) eine Basis von o.
Dann definieren wir die Schnittkrimmung von (M, g) in o als

K(o) = g(R(e1,e2)ea, e1)/ A%(e1, e2, €2, €1).
Ubung A.7. Zeigen Sie, dass K (o) nicht von der Wahl der Basis (e, ez) abhiingt.
Im Fall dim M = 2 und 0 = T, M ist K (o) die Gaukriimmung in x.

Beispiel A.39. Die Schnittkriimmung von (S™, gspn) ist 1 fiir alle Ebenen in 7°S™. Die
Schnittkriimmung des hyperbolischen Raums (H™, gnyp) (Definition: siehe Ubungen) ist
—1 fiir alle Ebenen in TH™.

Ubung A.8. Es sei M eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit und sei R der Rie-
mannsche Kriimmungstensor. Relativ zur Basis {%}?:1 haben wir

- 0 o 0 0
L _Z I
;R”kﬁxl R <8xi’ 8xj> ozk”
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Zeigen Sie, dass der Riemannsche Kriimmungstensor folgende Form in der lokalen Karte
z: U — M hat:

0

n

l

ijk — Ox erk k+zr _erkrs
s=1

R

Lemma A.40. Seien g und g zwei riemannsche Metriken auf M, seien K (o) und
K(0) (bzw. R und R) die dazu assoziierten Schnittkriimmungen (bzw. riemannschen
Kriimmungstensoren). Angenommen in einem x € M gilt g, = §, und K (o) = K (o)
in allen Ebenen o C Ty M, dann folgt Ry = R,.

Beweis siehe [24, Chap. 4, Lemma 3.3].

Definition A.41. Zu einer riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) definieren wir den
Riccikriimmungs-Tensor ric € T'(T%2) M) als

ric(Y, Z) = tr (R( LY)Z: X o R(X, Y)Z).

Zu jedem V € TM, V # 0 definieren wir die Riccikrimmung in Richtung V als
ric(V, V) /g(V, V).

Aus den Symmetrien des riemannschen Kriimmungstensor folgt

m m

ric(Y, Z) = Zg(R(ei, Y)Z, €)= ZQ(R(Q, 2)Y,e;)ric(Z,Y)
i=1 i=1
fiir eine Orthornormalbasis (eq, ..., e,,) von T, M.

Definition A.42. Die Skalarkrimmung scal : M — R einer riemannschen Mannigfal-
tigkeit (M, g) ist definiert als

m
scal(z) = Z ric(e;, €;),
i=1
wobei (eq, ..., ep) eine Orthornormalbasis von T, M ist. Diese Definition ist unabhéngig

von der Wahl dieser Orthonormalbasis.

Ubung A.9. Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit, € M und eq,..., e, cine
Orthonormalbasis von T, M. Seien K, ric und scal die Schnittkriimmung, der Ricci-
Tensor und die Skalarkriimmung. Zeigen Sie

m

m
ric(e;, €;) ZK span{el,e]}) scal(x ZI‘IC (ei,€) = Z K(span{ei,ej}).

i=1 i,j=1
J#Z J#i
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Zu einem endlich-dimensionalen reellen Vektorraum V' bezeichne nun (V) den Raum
aller Tensoren Q € (V*)® = V* @ V* @ V* ® V*, die die partielle Antisymmetrie
und die 1. Bianchi-Identitét (und damit auch die Block-Vertauschung) erfiillen. Wir
nennen K(V) den Raum aller Kriimmungstensoren auf V. Ein Skalarprodukt auf V/
induziert ein eindeutige Skalarprodukt auf (V*)®*, indem wir fordern: ist (€i)icf1,2,....m}
eine Orthonormalbasis von V', mit dualer Basis (€ )ic{1,2,...,m} von V*, so ist (ef@e?@ei@
€7)ijk,be{1,2,...m} €ine Orthornormalbasis von (V*)®4, Dies induziert ein Skalarprodukt
auf (V) C (V*)®4, Fiir einen Vektorraum V mit Skalarprodukt g definieren wir nun

M KV) s VIRV, Qi <(Y, Z) — i@(ei,Y, Z, ei))
=1

wobei wieder (e;)ic(1,2,...,m} eine Orthornomalbasis fiir g ist. Die Definition von 7€ ist
unabhéngig von der Wahl dieser Orthonormalbasis. Wir haben dann

ric := 7rricg<R(- ), >

Lemma A.43. Zu jedem Ry € K(R™) gibt es eine riemannsche Mannigfaltigkeit
(M™, g), ein x € M wund eine Vektorraum-Isometrie I : (T, M,g,) — (R™, gouk)

mitI*(g(R(- ) )) = Ry.

Bei Interesse an einem Beweis bitte nachfragen.

Lemma A.44. Die Abbildung 7€ : K(V) — V* @ V* ist genau dann injektiv, wenn
dimV € {2,3}.

Sei nun " die Orthogonalprojektion von (V') auf den Kern von 7.

Definition A.45. Der Weylkrimmungs-(0,4)-tensor (oder einfach die Weylkrimmung
W e T(TOY M) ist definiert als

W, = 7TW<gx(RI(. LR ))



B. Zusammenfassung von wichtigen Satzen
der Funktionalanalysis

Satz B.1 (Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Abbildungen). Se:
H ein reeller Hilbertraum unendlicher Dimension und L : H — H ein kompakter
selbstadjungierter linearer Operator. Dann besteht das Spektrum von L genau aus den
Eigenwerten von L und 0. Alle Eigenwerte sind reell. Der Eigenraum zum Eigenwert
A ER, d. h. V) :=ker(L — \) hat endliche Dimension und es gilt V\ LV, falls X\ # p.
Der FEigenwert 0 liegt im essenziellen Spektrum wvon L. Das Spektrum von L hat
entweder keinen Hdufungspunkt (ist dann also eine endliche Menge) oder hat O als
einzigen Haufungspunkt (ist dann also abzdhlbar unendlich). Der Raum € cqpec(r) Va
ist dicht in H.

Satz B.2 (Satz von der offenen Abbildung). Seien X undY Banachriume, und
sei f: X = Y eine beschrinkte, lineare und surjektive Abbildung. Dann ist [ offen,
bildet also offene Mengen auf offene Mengen ab. Ist zusdtzlich f injektiv, dann ist f~!
also auch beschrdnkt.

Man findet diesen Satz mit Beweis in allen gingigen Biichern zur Funktionalanalyss,
zum Beispiel als [36, Satz 9.1 und Kor. 9.2].






C. Konventionen

R~ bzw. R>q ist die Menge der positiven bzw. nichtnegativen reellen Zahlen.

Unklar: ist 0 eine natiirliche Zahl

No = Z N R>o: natiirliche Zahlen mit Null

N = Z N Rsq: natiirliche Zahlen ohne Null

komplexe Skalarprodukte sind komplex linear in der erste Komonente und komplex an-
tilinear in der zweiten

Wir nutzen sowohl f(x) = O(Cﬂk) als auch f(x) € O(mk) in dquivalenter Bedeutung.
Noch festlegen: Reihenfolge der Indizes in Ausdriicken wie (SymV’l‘C ricd ‘O)ija in Teil (c)
von Proposition 4.10. In diesem Teil anpassen.
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